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RESUMEN

El objetivo fue identificar sistemas dindmicos lineales a través de la estructura de autoregresion con
variables exdgenas mediante gradiente decreciente y minimos cuadrados para evaluar la mejor
estimacion. Los sistemas dinamicos que se eligieron fueron de primer orden como filtros pasa bajo y
pasa alto del tipo activo que son muy empleados en electronica, comunicaciones y procesamiento
digital de sefiales; también se eligieron sistemas de segundo orden como el de un servomotor de
corriente directa y un filtro pasa banda que también tienen mucha aplicacion en diferentes areas. En
el proceso de identificacion se utilizé el método de minimos cuadrados para lograr una minimizacién
de la funcién de costo y asi estimar los parametros del sistema a modelarse. De igual manera, se
empled el método de gradiente decreciente mediante la aproximacion de la derivada y el ajuste de
parametros propios como el aprendizaje y el incremento para realizar la modelacion de los sistemas
propuestos en ecuaciones en diferencia o su correspondiente funcién de transferencia. Una vez
obtenidos los sistemas modelados a través de los dos métodos mencionados se observo que el método
de minimos cuadrados no pudo realizar la identificacion donde la salida del sistema se expresa en
funcioén de valores presentes y que unicamente debe depender de valores del pasado tanto de la salida
como de la entrada, en cambio el método de gradiente no presento estos inconvenientes. Se comprobd
la hipdtesis mediante una ponderacion con respecto al resultado y al procedimiento en el desarrollo
de los algoritmos de programacion de cada método de estimacion de parametros para los cuatros
sistemas planteados y que son comunes en el campo de la electronica. Se concluyé que el método de
gradiente decreciente es mejor para modelar estos tipos de sistemas con respecto a minimos
cuadrados. Finalmente, se establecen estrategias para inicializar todos los parametros que involucran

en el algoritmo de gradiente decreciente y facilitar el proceso de modelacion.

Palabras claves: <IDENTIFICACION DE SISTEMAS>, < AUTORREGRESIVO CON
VARIABLES EXOGENAS (ARX>, <MINIMOS CUADRADOS>, <GRADIENTE
DECRECIENTE>, <MODELACION >, <SISTEMAS DINAMICOS >.
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ABSTRACT

The main objective of this research was to identify lineal dynamic systems through auto-regression
with external variables, done by decreasing gradient and least squares in order to evaluate the
estimation. The dynamic systems chosen were those of first order such as low-pass and high-pass
filters of active type which are commonly used in Electronics, Communications, and Digital
Processing of Signals. Moreover, second order systems were also chosen such as the power drive unit
of direct current and a band-pass filter that also has a wide application in different areas. In the process
of identifying, the least squares method was applied with the aim of minimizing the cost function and
to estimate the parameters of the system to be modelled. Likewise, the decreasing gradient method
was put into place, through means of the approximation of the derivative and adjusting the parameters
like learning and increment in order to achieve the modelling of the proposed system, in different
equations or its corresponding transferring function. Once obtained the modelled systems through the
said methods it was observed that the least square method could not identify the area where the system
outcome its expressed in present values and only depends on past values, this for both outcome and
income, meanwhile the gradient method did not present these issues. The hypothesis was accepted
through the weighing with respect to the result and the process of developing the programming
algorithms for each method of weighing parameters for the four set systems, which are common in
the Electronics field. Concluding that the decreasing gradient method is better in the modelling of
these type of systems in comparison to that of the least squares. Finally, strategies to initialize all the
parameters that are part of the algorithm of decreasing gradient have been stablished in order to

facilitate the modelling process.

Key words: <SISTEMS IDENTIFICATION>, <ARX>, <LEAST SQUARES>, <DECREASING
GRADIENT>, <MODELLING >, <DINAMIC SYSTEMS >.
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CAPITULO1

1. INTRODUCCION

1.1. Situacion Problematica

La presencia de varios métodos de identificacion de sistemas dinamicos ha generado un inconveniente
por desconocer cual método utilizar. Entre los diferentes métodos de identificacion de sistemas estan
los métodos paramétricos y dentro de esta clasificacion se ubica la estructura de autoregresion con
variables exdgenas y para la estimacion de los parametros del sistema se pueden utilizar varios

métodos, entre ellos estan los analiticos y computacionales.

Los sistemas dinamicos lineales presentan una variedad de casos de acuerdo con el orden y tipo del
sistema. También, se tiene sistemas con diferentes propiedades importantes como es la causalidad y
la estabilidad. Incluso a partir de estas propiedades son ttiles para entender el origen de los filtros de
respuesta finita al impulso y los filtros de respuesta infinita al impulso; dichos filtros son ttiles en el

procesamiento digital de sistemas.

En una estructura autorregresiva con variable exdgena, el predictor para encontrar los parametros del
sistema es una regresion lineal. Entonces, para encontrar el vector de pardmetros mediante un método
de estimacion, se utiliza cominmente el método de minimos cuadrados porque es un método eficaz
y preferido por algunos investigadores. Este método conlleva a una serie de pasos analiticos un poco
complejos y ademas como se basa en la derivada para encontrar un valor minimo global entre los
minimos locales que se pueden presentar. Esto puede llevar a que este valor minimice la funcion de

costo, pero no es el valor indicado para caracterizar el sistema dindmico en cuestion.

En el presente trabajo, se desea conocer si el método del gradiente decreciente es suficiente para
identificar cada uno de los casos de acuerdo con el orden de un sistema. Por lo que se requiere
investigar si al realizar identificacion de diferentes casos de sistemas estables de primer y segundo
orden mediante los métodos de minimos cuadrados y gradiente decreciente, se podria establecer cual

de ellos es mejor para todos los casos de sistemas.



1.2. Formulacion del Problema

(Se podria establecer que la técnica del gradiente decreciente permite caracterizar a todos los casos
de sistemas estables de primer y segundo orden sin tener problemas de un minimo global mediante

una misma funcién de costo con respecto al método de minimos cuadrados?

1.3.  Preguntas Directrices

(Como se puede interpretar la invariabilidad en el tiempo y la estabilidad de un sistema dinamico

mediante definiciones matematicas para seleccionar los sistemas a modelarse?

(,Como es la estructura de autoregresion con variables exdgenas para la identificacion de sistemas

dinamicos lineales?

(,Como determinar los parametros de un sistema dinamico lineal a través de un proceso analitico?

(Como desarrollar el algoritmo computacional para determinar los pardmetros de un sistema

dinamico lineal con el método del gradiente decreciente?

(Cual método es el indicado para la caracterizacion del sistema de acuerdo con el orden y a sus casos

existentes?



1.4. Justificacion de la Investigacion

Modelar sistemas dinamicos lineales e invariantes en el tiempo de acuerdo con los diferentes casos
del orden de un sistema estable a través de una estructura de autoregresion con variables exogenas
mediante los métodos de minimos cuadrados y gradiente decreciente permite tener una idea mas clara

de la mejor identificacion segun la dinamica del sistema.

Los diferentes sistemas para analizar se relacionan con ejemplos clasicos de electronica y
procesamiento digital de sefiales. Ademas, se pretende facilitar el proceso de analisis del método de
minimos cuadrados en la estructura de autoregresion con variables exdgenas basado en una funcion
de costo para la estimacion de los parametros del sistema. También, se desarrollara el algoritmo de
programacion para el método del gradiente decreciente para minimizar la misma funcion de costo en
el proceso de estimacion de pardmetros del modelo a identificarse a partir de datos muestreados como

la sefial de entrada y salida.

El presente trabajo de investigacién es importante porque permite evaluar las dos técnicas de
estimacion de parametros en diferentes sistemas estables de primer y segundo orden. Ademas, integra
conocimientos de diferentes asignaturas como Analisis Funcional para conocer el origen de las
sefiales y los sistemas y como se analizan posteriormente; Método Numéricos para abordar la
estimacion de parametros mediante gradiente decreciente; Modelos Matematicos para conocer el tipo,
orden, linealidad, causalidad y estabilidad de un sistema dinamico; y finalmente Estadistica para la

evaluacion del mejor modelo obtenido.



1.5. Objetivos de la Investigacion

1.5.1. Objetivo General

Identificar sistemas dinamicos lineales a través de la estructura de autoregresion con variables

exdgenas mediante gradiente decreciente y minimos cuadrados para evaluar la mejor estimacion.

1.5.2. Objetivos Especificos

a) Interpretar la invariabilidad en el tiempo y la estabilidad de un sistema dindmico mediante
definiciones matematicas para seleccionar los sistemas a modelarse.

b) Estudiar la estructura de autoregresion con variables exdgenas mediante analisis matematico para
la identificacion de sistemas dindmicos lineales.

c) Desarrollar la estimacion de los parametros de sistemas dindmicos mediante minimos cuadrados
ante un predictor de un modelo de regresion lineal para identificar el modelo del sistema.

d) Programar un algoritmo computacional mediante gradiente decreciente al criterio cuadratico del
error para estimar los parametros del sistema a modelarse.

e) Evaluar los métodos implementados en la estructura de autoregresion con variables exogenas

para la determinacion de una mejor caracterizacion del modelo.



1.6. Hipdtesis

El método del gradiente decreciente permitira caracterizar a todos los diferentes casos mas usuales
de electroénica en sistemas discretos del tipo lineales e invariantes en el tiempo de primer y segundo

orden con respecto al método de minimos cuadrados.



CAPITULO 1T

2. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes del Problema

La modelacion de sistemas dinamicos es un tema muy amplio para abordarlo y se ha vuelto bastante
util en el mundo del control. Un objetivo es realizar la identificacion a partir del menor numero
posible de observaciones como lo plantea Sanandaji et al. (2011, p. 6) en el trabajo denominado
“Compressive System Identification of LTI and LTV ARX Models”, en el cual, los autores orientan la
identificacion de sistemas en el campo de deteccion de compresion. Donde su principal novedad
técnica es plantear el problema de identificacion como la recuperacion de una sefal de bloques
dispersos a partir de un conjunto indeterminado de ecuaciones lineales. Los hallazgos del estudio
muestran que en los casos en los que el sistema LTI tiene posiblemente muchas entradas con
diferentes retrasos desconocidos, la identificacion simultanea del modelo ARX y la estimacion del

retraso de entrada es posible a partir de un pequefio nimero de observaciones.

En el proceso de modelacion es necesario conocer sobre la cantidad de datos que se necesitan para
muestrear un sistema, para lo cual Weyer (2000, p. 7) menciona que los tamafios de muestra se
obtienen utilizando generalizaciones de la teoria de minimizacion de riesgos a procesos débilmente
dependientes. El articulo se denomina “Finite sample properties of system identification of ARX
models under mixing conditions”. Con un analisis mas detallado mostro que el nimero de puntos de
datos requeridos crece como maximo a una tasa polindmica en el orden del modelo y, en muchos

casos, no mas rapido que cuadraticamente.

Comunmente es conocido que las estructuras de identificaciéon como ARMAX, OE son mejores en
comparacion con ARX pero en el articulo de Amran et al. (2020, p. 6) manifiestan en su articulo

denominado “Simulation and modeling of two-level DC/DC boost converter using ARX, ARMAX,



and OF model structures” que la estructura ARX produjo un mejor modelo en términos de estabilidad
para el andlisis de bucle abierto. Para llegar a esta conclusidn, procesé los datos de las sefiales del
convertidor en funcion de la respuesta al impulso de los voltajes de entrada y salida que estaban en

el dominio del tiempo.

La modelacién de sistemas no se emplea tinicamente en el sector industrial, como se muestra en el
trabajo realizado por Rachad et al. (2015, p. 1), el mismo que se denomina “System Identification of
Inventory System Using ARX and ARMAX Models”. En este articulo presentan el modelo matematico
de un sistema de inventario de un almacén de mercancias de una empresa distribuidora utilizando un
enfoque de identificacion del sistema. Para la elaboracién del estudio consideran los articulos pedidos
a los proveedores y los articulos enviados a los clientes, como las entradas del sistema y el nivel de
existencias como salida. También trabajan con tres clases de articulos de frecuencia de alta rotacion,
de media rotacion y baja rotacion. Bajo las tres categorias de articulos el modelo ARMAX es superior
presentando un menor niimero de parametros del sistema y menor error de prediccion. Es necesario
indicar que para concluir este resultado el criterio de minimizacion para encontrar los parametros fue

minimos cuadrados.

Dentro de la electronica, Salah-Eddine et al. (2020, p.8) en su articulo denominado “Microcontroller
Based Data Adquisition and System identification of a DC Servo Motor Using ARX, ARMAX, OE,
and BJ Models”, los autores realizan una modelacion de un servo motor de CD mediante estructuras
de modelos paramétricos. Para lograr los objetivos propuestos, obtuvieron los datos de la respuesta
al escalon del sistema a partir de una tarjeta de adquisicion con microcontrolador. El protocolo
empleado es el RS232 por el cual llevan los datos hasta el computador. Para la validacion de los
modelos utilizan el criterio del error cuadratico medio y el criterio del error de prediccion final basado
en la teoria de Akaike. Ademas, concluyen que las estructuras ARMAX, BJ y OE presentan un mejor

ajuste para caracterizar un servomotor con una funcion de costo del error cuadratico.

Por medio del estudio en el modelo de inventarios y de la identificacién del servo motor DC, se
conoce la mejor estructura para modelos paramétricos bajo el criterio de minimos cuadrados para
encontrar los parametros del sistema, pero Amran et al. contradice mediante otra aplicacion. Una
interrogante que puede nacer es que sucede si se emplea otra estrategia como minimos cuadrados o

gradiente decreciente. Posiblemente, conduzca a necesitar inicamente de una estructura ARX para
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identificacidn de sistemas de primer y segundo orden y asi obtener el mejor ajuste. Por tal motivo es

que se plantea el presente trabajo de titulacion.

2.2. Bases Teodricas

2.2.1. Sistemas dinamicos discretos

Un sistema dinamico discreto es representado mediante ecuaciones en diferencia. A un sistema se lo
considera un proceso que presenta sefiales de entrada y salida. La sefial de entrada en funcion de un
tiempo discreto es transformada de alguna manera provocando una respuesta al sistema llamada sefial

de salida de tiempo discreto como se puede observar en la Figura 1-2. (Oppenheim & Willsky, 1997,
p- 38).

ENTRADA SISTEMA SALIDA
x[n] h[n] y(n]

Figura 1-2: Diagrama de bloques de un sistema

con sefial de entrada y salida en tiempo discreto
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

Una seiial en tiempo discreto se lo identifica cominmente con la siguiente simbologia x[n], x[K].
Donde la variable independiente tiempo “n” o “k” son nimeros enteros. De igual manera, a la entrada
de un sistema se lo puede considerar como x[n], a la sefial de salida se lo identifica como y[n] y al

sistema se lo conoce como h[n].

Las senales al ser representadas por funciones de acuerdo a Alvarado et al. (2010, p. 189), se las
puede representar como vectores de un espacio vectorial porque cumplen con las propiedades de la
ley de composicion interna y la ley de composicion externa. En base a su estructura se puede construir
otra mas elaborada como son los espacios de Hilbert. Un espacio de Hilbert (conocido también como

espacio H) es un espacio vectorial con producto escalar. El producto escalar es una aplicacion de



pares de vectores en el campo de los escalares para este caso se considera el campo de los complejos

y debe cumplir con ciertas propiedades como se menciona en la siguiente definicion.

Definicion 1. Sea H un espacio vectorial sobre el cuerpo C de los nimeros complejos, un producto

escalar sobre H es una aplicacion (- | ) de H X H en C tal que:

e (X|x)=0, VvxeEH

e (x|x) =0, siysélosix=0

e |y) =(¥lx), Vx,y€H

° ((ax + By)|z) = a(x|z) + B(y|z), Vx,y,Zz€ H,a,B € C

El espacio vectorial que cumpla con la Definicion 1 es considerado como un espacio prehilbertiano.

En la definicion 2 se menciona cuando se trata de un espacio de Hilbert.

Definicién 2. Un espacio prehilbertiano que es completo para la distancia inducida por el producto
escalar es un espacio de Hilbert. Todo subespacio vectorial cerrado de un espacio de Hilbert, este es

un espacio de Hilbert.

Un producto escalar puede ser cualquier definicién que cumpla con las propiedades de la Definicion
1. Las diferentes definiciones que se planteen para un producto escalar generan distintos espacios de
Hilbert, con métrica y norma distinta. En la Definicion 3 se muestra las propiedades que debe cumplir

una norma.

Definicion 3. La norma de x € H es ||x|| = 1/ (x]x), se cumple:

e x>0

e |x|]|=0,siysélosix=10

o x4yl < Il + Iyl

e |lax|| = |alllx|l,vx € H,Va € C

Definiendo d(x,y) = ||x — y|| se obtiene una distancia en H.



En base a las tres definiciones anteriores, se menciona el espacio 1,, que es un espacio de Hilbert,

propio para sefiales en tiempo discreto. El producto escalar empleado sera el siguiente:

©o

&ly) = ) xlnly’[n] M

n=-—co

Este producto escalar presenta la similitud existente entre dos sefales porque su valor es grande
cuando la sefial x e y son similares, por el contrario, el valor del producto escalar es pequefio cuando
estas sefiales son distintas. Un caso particular del producto escalar de la ecuacion (1) es la funcion de

ambigiiedad temporal, ry[K], representada por la ecuacion siguiente:

co

rx[kl = (% x) = Z x[n]x*[n — k] 2)

n=-—oo

En el caso que k = 0 y teniendo en cuenta las propiedades de los nimeros complejos se tendria la
expresion de la energia de una sefial en funcion de su tiempo discreto y que puede ser una funcion

real o compleja. Dicha expresion se observa a continuacion:

[oe]

E{x[n]} = Z x[n]x*[n] = Z |x[n]|? 3)

n=-—o n=-—o

Por lo tanto, la norma inducida de acuerdo con la ecuacion (1) se presenta a continuacion:

lIxll = v xIx) =

> Ixnllz = VEGD @

n=-—co
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Esto significa que la norma para el producto escalar de la ecuacion (1) es la raiz cuadrada de la energia
de una senal. Y como todo espacio de Hilbert presenta una distancia y se la conoce como distancia

cuclidea, la misma que se muestra a continuacion:

[ee)

dGly) = lIx=yll = | > Ixn] = yIn] 2 )

n=-—co

Todo espacio vectorial tiene una base para la generacion de cada uno de los elementos, en este caso,
las sefiales de tiempo discreto que son los elementos del espacio vectorial analizado; se pueden
representar mediante una base que viene a ser la funcion delta de Kronecker 8. Es conocido también,
que un espacio vectorial no tiene una sola base. Por lo tanto, las sefiales discretas se las puede también
representar una funcion de otras sefiales como puede ser la funcion escaldon unitario, entre otras. Por
tal razon, una sefial en tiempo discreto se puede representar bajo el mismo producto escalar y con su

base basica como es la funcion delta de Kronecker. Dicha expresion se observa a continuacion:

x[n] = Z x[k]8[n — k] = x[n] * 8[n] (6)

k=—o0

De la ecuacion (6), se puede dar otra interpretacion desde el punto de vista de andlisis de sefales. Una
sefal en funcion del tiempo discreto se representa a partir de la suma de convolucion entre la misma

sefial y la delta de Kronecker.

Tomando el concepto de sistema de acuerdo con Oppenheim, se puede representar en la siguiente

expresion la salida de un sistema:

y[n] = T(x[n]) (7)
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En donde el operador T(-) representa una transformacion que realiza el sistema a la sefal de entrada
discreta. Ademas, para que la transformacion sea lineal debe cumplir las siguientes propiedades de

acuerdo con la Definicion 4. (Kendall & Kendall, 1993, p.125)

Definicion 4. Sea X, Y dos espacios lineales, entonces un operador lineal es una funcion T: X —» Y,
donde cada elemento de X le corresponde un unico elemento de Y, ademas cumple con las

condiciones siguientes:

e T(x+y) =Tx +T(y), Vx,y €X
e T(ax) =aT(x), a € C,Vx € X

De forma resumida se expresa como Va; € C, Vx; € X se cumple que:

T( aixi> = Z aiT(Xi) (8)

En base a la definicion de sistemas de la ecuacion (7), a la representacion de una sefial discreta por
medio de una funcion impulso de la ecuacion (6) y de la definicion de un operador de transformacion

lineal resumido en la ecuacion (8); la salida de un sistema se representa de la siguiente forma:

yln] = T(xln)) = T( > x(KIsin - k]) = > xKIT(8ln — kD

k=—o0 k=—00

Considerando hy[n] = T(8[n — K]), conocida como la respuesta del sistema lineal al impulso unitario
desplazado. La salida y[n] del sistema lineal a la entrada x[n] se convierte en una combinacion lineal

ponderada de estas respuestas basicas. La respuesta y[n] se define a continuacion:

ylnl = > x(Klhy[n] ©

k=—00
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La linealidad es una propiedad de los sistemas, otra de ellas es la invariabilidad en el tiempo. En el
libro de Kamen et al. (2008, p. 135) de Fundamentos de Sefiales y Sistemas, menciona que un sistema

es invariante en el tiempo cuando cumple la siguiente definicion:

Definicion 5. Un sistema es invariante si y solo si dada una entrada x[n] con su salida correspondiente
y[n], se cumple que:
e T(x[n—ny]) =y[n—ny], paracualquier valor de n,

Caso contrario se dice que el sistema es variante.

Aplicando la propiedad de invarianza a la ecuacion (9), se tiene que hy[n] es una version desplazada
en tiempo de hy[n] (que es lo mismo en otra notacion hy[n] = h[n]); lo que implica decir de manera
inmediata que hi[n] = hy[n — k] = h[n — K]. Por lo tanto, un sistema discreto lineal invariante en el

tiempo se expresa a continuacion:

yln = > x| hn = k] = x[n] « h[n] (10)

k:—OO

La ecuacion (10) lleva a decir que la respuesta y[n] de un sistema discreto lineal invariante en el
tiempo se representa mediante la suma de convolucion entre la sefial de entrada x[n] y la respuesta al
impulso del sistema h[n]. Por lo expuesto, se dice que un sistema LTI (Linear Time-Invariant) esta

determinado completamente por su respuesta al impulso.

Otra propiedad que presentan los sistemas, en general, es la causalidad. En el mismo libro de Kamen

(2008, p. 136) presentan la siguiente definicion:

Definiciéon 6. Un sistema es causal si y solo si su respuesta al impulso h[n] cumple:

e h[n]=0, vn<O0

Si fuera para ¥n > 0 seria un sistema anticausal.
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Aplicando la Definicion 6 a la ecuacidn (10), se tiene la expresion de la respuesta a un sistema LTI

causal expresada como:

yln] = Zx[k] h[n — K] (11)

k=0

La ecuacion (11) se interpreta que la salida y[n] de un sistema LTI discreto y causal depende solo de

los valores presentes y pasados de la entrada x[n].

2.2.1.1. Estabilidad de sistemas discretos

La estabilidad es otra propiedad importante de los sistemas. De acuerdo a Oppenheim & Willsky
(1997, p. 49) en su libro de Sefales y Sistemas, define de manera formal la estabilidad de sistemas.
Si la entrada x[n] a un sistema estable es limitada (la magnitud no crece en forma ilimitada), entonces
la salida y[n] también debe ser limitada. De otra manera, se entiende que ante una entrada acotada a
un sistema estable su salida también debe ser acotada. En los sistemas fisicos la estabilidad resulta

por la presencia de mecanismos que disipan energia.

Bajo la anterior definicion de estabilidad se determina las condiciones en las cuales un sistema LTI
es estable. Se considera una entrada x[n] limitada en magnitud, lo que implica que |x[n]| < B para

toda n, aplicada a un sistema LTI con respuesta al impulso unitario h[n] de la ecuacién (11).

Para lo cual se tiene que:

ly[n]| =

> hikixin K| < > [hKllIxn = kIl = B Y Ih{kll — Iy[n]| <B ) |hlk]
k=0 k=0 k=0 k=0

Para que la salida y[n] sea acotada implica que la respuesta al impulso unitario es absolumente

sumable, esto es:
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Z h{k] < oo (12)
k=0

Al estar y[n] acotada y la entrada también, entonces es una condicion suficiente y necesaria para que
el sistema LTI discreto sea estable. Dicho de otra manera, si a un sistema LTI discreto se le aplica
una entrada como la delta de Kronecker su respuesta debe extinguirse en el tiempo para que al sumar

todos los datos de la respuesta sea un valor finito.

2.2.1.2. Sistemas discretos de primer orden

De acuerdo a Lathi (2005, p. 102) en su libro “Linear Systems and Signals”, una ecuacion en

diferencias lineal de coeficientes constantes viene definido de la siguiente manera.

N

M
Z agy[n — k] = Z bix[n — K] (13)
k=0

k=0

Normalmente, N se selecciona para ser igual o mayor que M para evitar polos triviales. (Proakis &
Manolakis, 2007, p. 294). Al despejar la salida y[n] se puede abrir la sumatoria de la parte izquierda

de la ecuacion (13), quedando de la siguiente manera:

aoyn]+Zaky[n—k] Zbkxn—k] - y[n {Zbkxn—k] Zaky[n—k]}

En el caso de considerar que N = 0, la salida y[n] es no recursiva porque no depende de valores

previos de la salida, como se puede observar en la ecuacion (14).

M M
by (14)
y[n] = > —x[n—Kk] = ) cxx[n—K]
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b ., .
Donde ¢, = a—k y como se puede observar en la ecuacion (14) no depende de valores anteriores de la
1]

salida y[n]. Ademas, esta ecuacion no recursiva (14), no necesita de condiciones auxiliares para

determinar y[n].

De la ecuacion (14), se puede determinar la respuesta al impulso h[n] que es ¢, con una duracion de

tiempo finito 0 < n < M; por tal motivo, se le denomina sistema de respuesta finita al impulso (FIR).

En el caso que N > 1, la ecuacion se denomina recursiva y aumenta el orden de la ecuacion de
diferencias y por consecuencia necesita de condiciones iniciales. Para que el sistema sea causal, la
ecuacion (13) debe cumplir que la entrada x[n] = 0 paraunn < ny = 0 (se consideran, = 0, cuando
no se contempla tiempos de retardo en el sistema), entonces la salida y[n] = 0 bajo la misma

condicion.

Al considerar que la transformada Z de la entrada x[n], la salida y[n] y la respuesta al impulso h[n]
es X(z),Y(z), H(z) respectivamente y mediante la propiedad de convolucion el sistema de la Figura

1-2, se puede también representar como en la Figura 2-2.

ENTRADA 5[5'[‘;:1\-{ A SALIDA
X(z) ’ H(z) Y(z)

Figura 2-2: Diagrama de bloques de un

sistema en el dominio Z.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En el tiempo discreto la salida y[n] se representaba como una convolucion entre la entrada x[n] y la
respuesta al impulso h[n]. Por otro lado, en el dominio Z, la salida Y(z) = Z{y[n]} es la
multiplicacién entre la entrada X(z) = Z{x[n]} y la respuesta a la frecuencia H(z) = Z{h[n]}. A este
ultimo término se le conoce también como funcion de transferencia y viene expresado comunmente

como una funcion racional en Z y se puede observar al aplicar la transformada Z a la ecuacion (13).
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N

> aln -k } [z bkx[n—k]} ZaRZ{y[n—k]} Zka{xn—k]}

k=0

y4

N

Z a2 KY(2) = z bz *X(z) - Y(2) [Z ag z” ] X(z) [Z by z~ ]

k=0

Finalmente, la funcion de transferencia de un sistema discreto LTI en el dominio de Z viene dado

como en la ecuacion siguiente:

Yz o Shebez (15)
X(@) HE) = YRooakz ™

Para sistemas causales, la funcion de transferencia H(z) debe estar expresada como un polinomio de
potencias negativas, entonces cuando se expresa como una funcion racional, el orden del numerador

no debe ser mayor al del denominador. (Hsu, 2015, p. 124)

Entonces, un sistema lineal invariante en el tiempo discreto y causal de primer orden se representa,

de manera general, mediante la ecuacion siguiente:

1

1
> awln =kl = > bexln k| — agyln] +ayln - 1] (16
k=0

k=0
= bOX[l’l] + b1X[n - 1]

La ecuacion (16), se puede expresar en términos de Z aplicando la transformada Z o empleando la

ecuacion (15).
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by +byz ™" _ Bz + Bo (17)
ag+a;z7t ozt ag

H(z) =

Donde, 3; = by, By = by y de forma similar para los coeficientes del denominador. Se realiza el

cambio para que el subindice del coeficiente coincida con el exponente de la variable Z.

2.2.1.3. Sistemas discretos de segundo orden

Un sistema lineal invariante en el tiempo discreto y causal de segundo orden se puede representar de

forma general, mediante la ecuacion (13).

2

> ayln— K = i byx[n — K]
k=0

k=0

agy[n] + a;y[n — 1] + a,y[n — 2] = bex[n] + byx[n — 1] + b,x[n — 2]

De igual manera este sistema de segundo orden en funcion del tiempo discreto puede ser representado

en funcidn de la variable Z mediante la ecuacion (15).

by +b;z7' +bz7?  Brz° + Bz + By (18)
ap+a;z7 +a,272 022 + oyz + o

H(z) =

Donde, 3, = by, ;1 = b1, Bo = b, y de forma similar para los coeficientes del denominador. Se

realiza el cambio para que el subindice del coeficiente coincida con el exponente de la variable Z.

Con respecto al denominador de la ecuacion (18) se pueden presentar tres casos cuando las raices son
reales y diferentes, reales e iguales e imaginarias. Ademas, los casos para sistemas de segundo orden

se aumentan al combinarse de diferente manera con el numerador.
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2.2.2. Identificacion de sistemas dindmicos

El término identificacion también se lo conoce con el nombre de anélisis experimental. De acuerdo a
Isermann & Munchhof (2019, p. 6), define a la identificacion como el desarrollo de modelos
matematicos mediante la medicion de la entrada y salida de sistemas de composicion arbitraria. Una
ventaja importante es el hecho de que los mismos métodos de analisis experimentales se pueden
aplicar a sistemas diversos y arbitrariamente complejos. Sin embargo, midiendo Unicamente la
entrada y la salida, solo se obtienen modelos que gobiernan el comportamiento de la entrada y la
salida del sistema, es decir, los modelos en general no describen la estructura interna precisa del
sistema. Estos modelos de entrada-salida son aproximaciones y ain son suficientes para muchas areas

de aplicacion.

Para encontrar el modelo de un proceso existe la modelacion teorica y el analisis experimental pero
el analisis de un sistema no puede ser completamente teorico ni completamente experimental. Para
beneficiarse de las ventajas de ambos enfoques, rara vez se utiliza solo el modelado tedrico (que
conduce a los llamados modelos de caja blanca) o solo el modelado experimental (que conduce a los
llamados modelos de caja negra), sino mas bien una mezcla de ambos a lo que se llama modelos de
caja gris. Esta es una combinacion bastante adecuada de los dos enfoques, que esta determinada por

el ambito de aplicacion del modelo y el sistema en si.

Los modelos matematicos que describen el comportamiento dinamico de los procesos se pueden dar
como funciones que relacionan la entrada y la salida o como funciones que relacionan estados
internos. En el primer caso, los parametros del modelo se incluyen explicitamente en la ecuacién, en
el segundo caso, no. De acuerdo a Leondes (1987, p. 31), menciona que los parametros de un sistema
desempefian un rol importante en el proceso de identificacion; por tal motivo, los modelos
matematicos se clasificaran en primer lugar por tipo de modelo como modelos paramétricos y
modelos no paramétricos. Los primeros son ecuaciones que contienen explicitamente los
parametros del proceso; como por ejemplo las ecuaciones en diferencia o la funciéon de
transferencia. Los modelos no paramétricos proporcionan una relacién entre una determinada
entrada y la respuesta correspondiente mediante una tabla o curva caracteristica muestreada;

como por ejemplo la respuesta al impulso o la respuesta en frecuencia.
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2.2.2.1. Modelos Paramétricos

Estos métodos se basan en una estructura de modelo especifica y si se asumen correctamente, se
esperan resultados mas precisos. Para realizar este procedimiento es necesario tener un conocimiento
a priori. Luego que se conoce la estructura a aplicar en un proceso de identificacion es necesario
aplicar un método de estimacion de parametros. Los métodos de estimacion de parametros se basan
en ecuaciones en diferencias cuando se trata de sistemas en tiempo discreto. Los métodos se basan en
la minimizacién de determinadas sefiales de error mediante métodos de regresion estadistica y se han
complementado con métodos especiales para sistemas dinamicos. (Internacional Centre for

Mechanical Sciencie, 1988, p. 131)

Hay una serie de técnicas de estimacion de parametros bien conocidas que se han aplicado con éxito
al problema de identificacion. Incluyen los métodos de méaxima verosimilitud, minimos cuadrados,
correlacion cruzada, variable instrumental y aproximacion estocastica. También, hay otro método
como minimos cuadrados. Es uno muy clasico con el que los investigadores cientificos de muchas
disciplinas estan familiarizados. Ademas, el método de minimos cuadrados es atractivo porque ofrece
simplicidad conceptual y aplicabilidad a una amplia gama de situaciones en las que otras teorias de
estimacion estadistica pueden ser dificiles de aplicar, pero exhibe propiedades estadisticas que son
tan buenas como las de probabilidad maxima. método para la mayoria de las situaciones practicas.
Ademas, los algoritmos de identificacion por minimos cuadrados pueden relacionarse facilmente con
muchos otros algoritmos de identificacion, haciendo posible un tratamiento unificado del problema

de identificacion del sistema. (Hsia, 1977, p. 4)

A continuacion, se estudiara las diferentes estructuras para la identificacion de sistemas a través de la

ecuacion del modelo de error. Se detallan las mas comunes.

Estructura del modelo ARX

De acuerdo a Ljung (1987, p. 71), menciona que probablemente la relacion entrada-salida mas simple

de un sistema, se obtiene describiéndola como una ecuacion de diferencia lineal, asi como:
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y[n] + aly[n - 1] +oet anaY[n - na] (]9)

=byx[n —1] + -+ + by, x[n — np] + e[n]

Donde e[n] es ruido blanco y entra como un error directo en la ecuacion de diferencia. La ecuacion
(19) es llamada como modelo de ecuacién de error y es similar a (13), s6lo que se supone que un
sistema real no es estrictamente causal, lo que significa que la entrada real x[n] no puede tener un

efecto directo sobre la salida y[n]. Por tanto, el polinomio comienza con k = 1.

Los parametros de ajuste para la ecuacion (19) son:

T 20
0=1[a, a, - ay, by by = by ] (20)

Sea Z{y[n]} = Y(2), Z{x[n]} = X(z), Z{e[n]} = E(z); entonces al aplicar la transformada Z a

ambos lados de la ecuacion (19), se tiene:

Z{y[n] + a;y[n — 1] + -+ ap,y[n —n,1} = Z{b;x[n — 1] + -+ + by, x[n — np] + e[n]}

[1 +az7 4+ anaz_“a]Y(Z) = [blz'1 + 4 bnbz_“b]X(z) + E(2)

A() =1+a;z7 4+ +a,z™ , B(z) =bjz7' + - +byz7" 21

De forma mas compacta:

A(z)Y(z) =B(2z)X(z) +E(z) - Y(» = AE §X( ) + Az )E(z)
O expresado de manera similar:
AG)yIn) = B@x(n] +eln] = yln] = goaxin] + zelnl
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Donde se considera lo siguiente:

B(2) 1 (22)

m, H(Z,e) = —

G(z,0) = G

La expresion (19) es llamado también un modelo ARX (Auto-Regressive with eXogenous inputs),
donde AR se refiere a la parte auto regresiva A(z)y[n] y X corresponde a la entrada exdgena B(z)x[n]

o entrada extra.

Mediante la ecuacion (22), se puede construir el siguiente diagrama de bloques de la estructura ARX.

—_—
A

Figura 3-2: Estructura del

modelo ARX.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En la Figura 3-2, se observa que quizas no sea el modelo mas natural desde un punto de vista fisico:
se supone que el ruido blanco pasa por la dindmica del denominador del sistema antes de ser agregado
a la salida. El conjunto de modelos de ecuacion de error tiene una propiedad muy importante que lo
convierte en una opcion principal en muchas aplicaciones: el predictor define una regresion lineal,

como se observa en la ecuacion (23).

Sea el vector @[n] = [—y[n —1] - —y[n—n,] x[n—1] - x[n— nb]]T, conocido como el

vector regresion, entonces el modelo del predictor es una regresion lineal de la forma:

9[n|6] = 67¢[n] = ™[]0 (23)
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Estructura del modelo ARMAX

El modelo de la ecuacion (19) no permite describir las propiedades de la perturbacion. Se puede
agregar flexibilidad, expresando el error como un promedio moévil de ruido blanco. (Eykhoff, 1978,

p. 117). Esto conlleva a:

y[n] +ay[n—1] + - +a,,y[n —n,]
=b;x[n— 1]+ -+ ban[n —ny] +e[n]+ce[ln—1]+ - (24)

+ cp.e[n —n]

SeaC(z) =1+ciz7l 4+ Cn, 2" "¢ y luego de aplicar la transformada Z a la ecuacion (24), se

puede plantear lo siguiente:

B B B(z) C(z)

A(2)Y(z) =B(@)X(z) +E(z) - Y(2) = EX(Z) + EE(Z)

O expresado de manera similar:
B C

AGyInl =BGl +CEeln] > ylnl = 33 xln] + 5 el

Donde se considera lo siguiente:
_B®» _t® (25)
G(z,0) = 2@ H(z,0) = o)

La expresion (24) representa un modelo ARMAX (Auto-Regressive Moving Average with
eXogenous inputs), en donde la parte C(z)e[n] representa un promedio mévil y afiadido las mismas

caracteristicas del ARX.
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Mediante la ecuacién (25), se puede construir el siguiente diagrama de bloques de la estructura

ARMAX.

m
+—

F=|

B
A

Figura 4-2: Estructura del

modelo ARMAX.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021.

El modelo de la Figura 4-2, de acuerdo Nelles (2001, p. 47) ha llegado a ser una herramienta estandar
en teoria de control para describir sistemas y disefio de controladores. Presenta un predictor

seudolineal, pero no se mencionard en el presente trabajo.
Estructura del modelo error de salida

El modelo error de salida se lo conoce simplemente como modelo OE (Output Error). Si se supone
que la relacion entre la entrada y la salida sin perturbacion “w” puede ser expresada como una
ecuacion lineal de diferencias y las perturbaciones consisten de mediciones de ruido blanco (Pintelon

& Schoukens, 2001, p. 93); entonces se representa como:

w[n] + fyw[n — 1] + - + f, w[n — n¢] = b;x[n — 1] + - + b, x[n — n,] (26)

y[n] = w(n] + e[n]

Donde f;, -+, f,,. son los valores de la funcion de densidad de probabilidad de la perturbacion. Al

n

aplicar la transformada Z a la ecuacién (26) y considerando que F(z) = 1 + f;z7 1 + - + f,z7", se

tiene expresado de la siguiente manera:
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yln] = x[n] +e[n] 7

Mediante la ecuacion (27) se representa a continuacion su correspondiente diagrama de bloques.

Figura 5-2: Estructura del

modelo OE.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021.

El modelo de la Figura 5-2 representa el diagrama de bloques de una estructura del modelo error de
salida. Este modelo también presenta un predictor para encontrar sus correspondientes parametros.

Los parametros para este modelo se definen a continuacion:

T 28
f, - fnf] (28)

Obviamente, la ecuacion (28) no es la misma para el vector de los parametros de los modelos

anteriores.

Estructura del modelo Box-Jenkins

Este modelo se basa en la estructura anterior de error de salida y su diferencia es agregar flexibilidad,
expresando el error como un promedio movil de ruido blanco. La salida de esta estructura se

representa de la siguiente forma:

yn] = 22 n] 4 S ey (29)

F() D()
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El modelo de Ila ecuacion (29) segiin Yankov (2013, p. 134) esta es la parametrizacion de dimension

finita méas natural y a partir de la cual se desprenden todas las anteriores.

|

d|

Figura 6-2: Estructura del

modelo B-J.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021.

La Figura 6-2 muestra la estructura de un modelo de error de salida en un diagrama de bloques. El
predictor de este modelo es definido de una forma mas compleja. El polinomio D(z) del modelo OE

viene dado como:

D(z) =1+dz7" + -+ dy,z 7"

Las funciones de transferencia G y H que multiplican a los términos x[n] y e[n] respectivamente en

la ecuacion (29), se parametrizan independientemente como funciones racionales.

Cada una de estas estructuras presentan parametros los cuales se identifican mediante algin método
de estimacién. Entre ellos, se tiene minimos cuadrados como método analitico, el mismo que se

analizara en la siguiente seccion.

2.2.3. Métodos de estimacion de parametros

Una vez que se conoce los sistemas a identificar y se aplica diferentes tipos de estructuras basada en
parametros viene la parte de encontrar dichos parametros; las diferentes formas de encontrarlos

dependen de las variadas maneras de organizar la busqueda y de distintos puntos de vista sobre lo que
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se debe buscar. En la presente seccidn, se trata acerca de los métodos para la busqueda de los
parametros de un sistema; los métodos que se aplican en el presente trabajo son minimos cuadrados
y gradiente decreciente. Para el ajuste de los parametros del sistema es necesario la seleccion de una

funcién de costo.

De acuerdo a Wang & Garnier (2014, p. 53) en su libro de System Identification, define a la funcion
de costo como una expresion matematica para evaluar el desempefio de la velocidad de ajuste de un
parametro o conjunto de datos. Se busca que la funcion sea aditiva y que no se auto compense; por

tal motivo, se suele emplear una funcion par como la funcion cuadratica, el valor absoluto, entre otras.

La funcién de costo “J”, se la conoce también con el nombre de funcién de criterio. Para el presente

trabajo, la funcion de costo es un indicador para evaluar el error entre la sefial medida y el predictor.

Sea y[n] la salida de un sistema en tiempo discreto y §[n] el predictor para encontrar la estimacion
de los parametros de una estructura de identificacion; entonces el error de prediccion €[n], se

determina como:

[n]

<>

g[n] = y[n] -

En consecuencia, la funcion de costo de acuerdo con el criterio del error cuadratico se expresa como:

N
_IiN1s (30)
]_NnleS

La ecuacién (30) permite estimar los parametros de las estructuras de identificacidon, mencionadas

anteriormente, mediante un método de minimizacion.
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2.2.3.1. Método de minimos cuadrados

De acuerdo a Ljung (1997, p. 176) el método de minimos cuadrados se desarrolla a partir de la
parametrizacion lineal y el criterio cuadratico y su Gnica caracteristica es ser una funcion cuadratica
en el vector de parametros 6. La estimacion de los parametros de una estructura ARX de la ecuacion
(19), se lo puede realizar a través de minimos cuadrados; para lo cual se empieza reemplazando el

predictor de la ecuacion (23) en la funcion de costo (30).

N
I=%Z%[y[n] — @T[n]6]? (3D

La ecuacién (31) se le conoce como el criterio de minimos cuadrados para la regresion lineal del

predictor de la estructura ARX y en forma vectorial se expresa en la ecuacion (32).

y[0] 9[0,617 [e'[0]
o T
Sea el vector y = Y[:l] y el predictor § = Y[l; ol | _[1] 0 = ®0; entonces la funcion de
y[N] 9IN,611 LT[N]

costo en funcion de los vectores y e ¥, se representa como:

1 1
e VT (v — ) = — (v — BT - (v (32)
]—ZN(Y 9 -GG-9 2N(y @0)" - (y — ®0)

1 1

m(y —®0)T- (y—®0) = N (yTy—y @0 —0ToTy + 6TdTd0)

1 1 T
R T. — — _— lvTy — T TaT
SN~ P07 (y — @0) = — vy - 2(@7y) 6 + 6T @6

La minimizacion se realiza derivando la ecuacion de costo con respecto al parametro 0 e igualando a

CCro.
i(]) L [-20Ty + 20T =0 > ®dTo =0Ty
de 2N
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0= (oT®) '@Ty (33)

Al derivar la ecuacion (31) con respecto al pardmetro 0, se obtiene un término que permite conocer

el orden del sistema a identificarse.

N
1
R= NZ @[n]¢n] (34)

De igual manera, se puede expresar en funcion de vectores y la ecuacion (35) representa el

determinante de la matriz generada.

2.2.3.2. Método de gradiente decreciente

El gradiente decreciente o descendente es un método numérico que pretende determinar la direccion
de variacion de los parametros que definen una funcion de costo y que disminuya hasta alcanzar un
minimo global. El algoritmo de gradiente se puede utilizar para encontrar la solucion optima para
problemas de optimizacion cuadratica y problemas de optimizacion no lineal. Puede manejar no solo
los sistemas de regresion lineal con el vector de informacion conocido, sino también los sistemas

lineales y no lineales con el vector de informacion desconocido. (Ding et al., 2019, p. 6)
En la ecuacion (35) se define el gradiente decreciente.

6[n] = 6[n—1] — a%(](e)) (35)

Donde J(0) es la funcion de costo, 6[n] es el parametro para minimizar y a es el factor de aprendizaje.

En la ecuacion (35) se puede aproximar la derivada de la funcion de costo, esto es:
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Donde € es un valor muy pequefio y en ocasiones parten con el mismo valor del aprendizaje, J(0 + €)
es la funcidon de costo en incremento y J(6 — €) es la funcion de costo en decremento. Al reemplazar
esta aproximacion de la derivada de la funcion de costo en la ecuacion (35); la busqueda del parametro

0[n] se define como:

8[n] = B8[n — 1] — a AJ(8) (36)

Para el problema de la minimizacion, es el minimo global lo que interesa. Es obvio que una
caracteristica inherente de las rutinas de busqueda iterativas es que solo se puede garantizar la
convergencia a una solucion local del problema. Para encontrar la solucion global, generalmente no
hay otra forma que iniciar la rutina de minimizacién iterativa en diferentes valores iniciales factibles
y comparar los resultados. Una posibilidad importante es utilizar algun procedimiento de estimacion

preliminar para producir un buen valor inicial para la minimizacion. (Ljung, 1987, p. 338)

2.2.4. Validacion de un modelo

Una vez obtenido los parametros de la estructura de un modelo de identificacion es necesario validar
el modelo obtenido. Si un modelo pasa las pruebas de validacion, deberia ser un modelo aceptable,

incluso si no da el minimo global de la funcién de criterio.

De acuerdo a Kunusch (2003, p. 26) menciona que la validacién de un modelo tiene varios aspectos
a considerar y debe responder a tres preguntas basicas: ;Se adapta lo suficientemente bien el modelo
a los datos observados?, ;Es el modelo lo suficientemente adecuado para nuestro propdsito? y
(Describe el modelo al sistema real?. El autor también menciona que en una aplicacién de
identificacidon el mayor problema a la hora de enfrentarse con el modelo lo presentan los datos en si
mismo; por lo que las técnicas de validacion tienen a centrarse en responder las primeras dos

preguntas a través del conocimiento previo, el andlisis de los datos y experiencia en el uso de modelos.
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2.2.4.1. Criterio de mejor ajuste

El criterio del mejor ajuste se basa en una razon entre la varianza de la salida del modelo “y,,” y la
salida real del sistema con la energia de la salida real. El mejor ajuste se mide por el coeficiente de

determinacion denotado R?, expresado por:

Iyl = ymlll? a7

Rz =1 1
ﬁ2§=1IY[n]I2

El coeficiente de la ecuacion (37), se puede expresar en porcentaje en caso de que se desee. Cuando
su valor se encuentre mas cercano a la unidad representa que el modelo encontrado tiene un mejor

ajuste.
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CAPITULO 111

3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION

El disefo de investigacion que se utilizd, para este trabajo de titulacion, fue experimental,
porque su variable independiente se aplic a un predictor de regresion lineal para ajustar los
parametros de un sistema dindmico de una estructura ARX y asi se logré la mejor

1dentificacion.

El método de investigacion que se utilizo al inicio fue el método deductivo ya que serd
necesario primero entender toda la teoria relacionada a la identificacion de sistemas
dinamicos a través de una estructura ARX y de métodos de estimacion de parametros. Luego
se continuo6 con el método explicativo el cual facilito realizar una relacioén causa-efecto para

el procesamiento digital de los datos adquiridos de cada uno de los modelos a identificados.

Por lo tanto, en el presente capitulo se inici6 seleccionando los casos de sistemas de primer y segundo
orden; esta seleccion se lo realizé con sistemas comunes en el area de la electronica en tiempo
continuo. Posteriormente, se realizo el proceso de identificacion en tiempo discreto de cada uno de
los casos seleccionados mediante la estructura ARX y con los dos métodos de estimacion de

parametros como son gradiente decreciente y minimos cuadrados.

3.1. Seleccion de sistemas

A partir de la ecuacion (13), se plantean los posibles modelos de primer y segundo orden bajo la
estructura ARX para caracterizar los sistemas representados en tiempo continuo. Para realizar la
seleccion de estos es necesario verificar la estabilidad y plantear las condiciones respectivas. En el
analisis de estabilidad, se puede realizar mediante programacion con comandos directos o por el

contrario mediante analisis matematico como se observa en la seccion 3.1.1y 3.1.3
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3.1.1. Analisis de estabilidad y causalidad de sistemas de primer orden

Un sistema general de primer orden se definid en la ecuacion (17) del capitulo anterior. Esta ecuacion
es la respuesta al impulso en el dominio Z. Para conocer el sistema en tiempo discreto se aplica la

transformada Z inversa. Como se muestra a continuacion:

by + b;z7t b, 1 b, 1 _
H(z) = + -1~ ai A a__, | '
ao a]_Z aO 1i_z 1 ao 1i_Z 1
0 2N)
b n b n—1
i) =22 (£21) uin] + 22 (£22) uln—1], a9 # 0 (38)
dq 0 g 0

Donde u[n] es la funcidn escalon unitario en tiempo discreto. Esta funcidn es causal de acuerdo con
la definicion 6 del capitulo anterior. Por lo tanto, el sistema h[n] de primer orden de la ecuacion (38)

es causal.

La estabilidad del sistema de primer orden de la ecuacion (38), se lo verifica con la ecuacion (12) del

capitulo anterior. Entonces, para que la sumatoria converja debe cumplir con la siguiente restriccion:
d1
EH <1 - tail <laol (39)
0

Como se puede observar en la ecuacion (39), para la estabilidad de un sistema de primer orden, como
se define en (17), tinicamente depende de los coeficientes a, y a;. Estos coeficientes precisan el valor
del polo del sistema y que no es necesario el valor del cero para analizar la estabilidad. Estas
consideraciones son necesarias tener en cuenta para el momento de inicializar los valores de los

parametros.
3.1.2. Casos de sistemas de primer orden

Un primer modelo de primer orden para considerar es el de un filtro pasa bajo activo como se muestra

en la Figura 1-3.

33



Figura 1-3: Filtro activo de primer orden pasa
bajo.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

La funcion de transferencia del sistema de primer orden para el circuito de la Figura 1-3, viene dada

R (cs)

1

por la ecuacion (40).

R+~ 1 Vo(s) w
_ Csys — . 0 _ c
Vo = Vu® =510 = 3o 57 o
Donde w, = % es la frecuencia de corte del filtro pasa bajo expresada en [%] Como valor
arbitrario se escoge de 1000[% .
_ 1000 (40)
6109 = 537000

Mediante la expresion (40), se busca modelar en tiempo discreto mediante una funcion de

transferencia en el dominio Z. Dicha modelacidn se realiza con una estructura ARX.

Un segundo modelo se utiliza un circuito de un filtro pasa altos activo de primer orden, como

se observa en la Figura 2-3.

34



<
=

—— 2=

Figura 2-3: Filtro activo pasa alto de segundo
orden.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

La funcion de transferencia del circuito de la Figura 2-3 se expresa en la ecuacion (40). Esta

expresion se encuentra representada en el dominio de la transformada de Laplace.

_ R B s Vo(s) _ s
Vo(s) = R-I——iVin(S) = mvin(s) 2 V5 sto
Cs
Donde w, = % es la frecuencia de corte del filtro pasa bajo expresada en [%] Como valor
arbitrario se escoge de 1000[% .
Gols) = —— (4D

s+ 1000

Los modelos continuos de las ecuaciones (40) y (41) son muy utilizados en diferentes campos
como puede ser electronica de potencia y procesamiento digital de sefiales. En la Tabla 1-3,
se reunen los dos modelos en tiempo continuo con su respectiva descripcion. Estos modelos

se van a caracterizar en tiempo discreto mediante una estructura ARX bajo una funcion de

transferencia en el dominio Z.
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Tabla 1-3: Casos de sistemas de primer orden

No. Modelo Continuo Descripcion
1000 Filtro pasa bajo  con
1 G1(s) = ————= | frecuencia de corte:
s+ 1000 we = 1000
S Filtro pasa alto con
2 G,(s) = ————— | frecuencia de corte:
s+ 1000 w. = 1000

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

3.1.3. Analisis de estabilidad y causalidad de modelos de segundo orden

Un sistema general de primer orden se definid en la ecuacion (17) del capitulo anterior. Esta ecuacion
es la respuesta al impulso en el dominio Z. Siguiendo el mismo procedimiento de sistemas de primer
orden, se tiene que la funcion de transferencia se puede abrir en fracciones parciales por ende es

necesario analizar inicamente el polinomio del denominador.

boa; boay
by + bzt + b,z by (b1 ~ag )Z+ (bz ~ay ) b, A B
H(Z)= 1 _2=—+ > = —+ +
do + d1Z + drZ do dpZ + a1z + dy dg Z—Pp1 Z— P2
bo 1 ) (42)
h[n] = —8[n] + A(p1)""uln — 1] + B(pz)" "uln — 1]
0
—ai+ a§—4a0a2 —a;— a%—4a0az
Donde p; = — YPz=—— _——son los polos de la funcion de transferencia de

0 0

segundo orden. Las constantes A y B son producto de las funciones parciales; pero para el
andlisis de causalidad y estabilidad del sistema no es de importancia conocer sus valores
respectivos. Como se puede observar en la ecuacion (42), el sistema es causal y para que sea

estable debe cumplir lo siguiente:

Ipl <1, Ipal <1 (43)

En la ecuacion (43) se puede determinar que la estabilidad de un sistema de segundo orden, los polos

de dicho sistema deben estar contenidos en un circulo de radio unitario.
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3.1.4. Casos de sistemas de segundo orden

Como primer modelo se tiene un sistema tipo servo el cual se puede observar en la Figura 3, estos

sistemas son de segundo orden y son muy empleados en la industria.

F?a

= constante

Figura 3-3: Circuito de un servomotor de corriente directa.
Fuente: (Panchi, 1999)

Donde el modelo del servo, luego de un analisis de la parte eléctrica y mecanica, se reduce a la funcion

de transferencia de la ecuacion (44). Para el presente trabajo se utiliza valores arbitrarios.

0(s) Kmn B 1.17 (44)
E,(s) s(Tys+1) s(0.12s+ 1)

Donde K, es la constante de ganancia del motor y T}, es la constante de tiempo del motor. Las dos

constantes se relacionan con los elementos que constituyen el circuito del servomotor.

Un siguiente modelo de segundo orden es un filtro activo pasa banda denominado cédula de Sallen-

Key, el mismo que puede ser observar en la Figura 4-3.

37



Rg Ra

Cs Vo

Figura 4-3: Filtro activo pasa banda de Sallen-Key.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

La funcién de transferencia en continuo mediante la transformada de Laplace se expresa en la

ecuacion (45).

2

Vo(s) _ RT R, <
Vin(s) RC _ Ry 242
mn 1+R+R1 [R1(3 k)+2R]S+R_|_Rl (RC)%s
Donde k = RAR+RB; ademas, considerando que las resistencias son iguales el sistema se reduce a:
B
_4
Vo(s) 2RCs B (RC)Z®
Vin(® 1,3 1 22 243 gp_2
in 1+2RCs+2(RC)s S +RCS+(RC)2

Considerando valores arbitrarios de resistencia R = 10[k}] y capacitancia C = 100[uF], se tiene

que:
Vo(s) _ 4s (45)
Vin(s) s?2+3s+2

La ecuacion (45) representa un sistema continuo de un filtro pasa banda, donde el rango de
. . L d . . . .y
frecuencias que permite pasar el circuito es [0.383,5.21] % Una vez que se realice la identificacion

de este sistema se debe probar para frecuencias dentro y fuera del rango indicado.
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En la Tabla 2-3 se enlista los dos modelos en continuo mediante la transformada de Laplace con su

respectiva descripcion.

Tabla 2-3: Casos de sistemas de segundo orden

No. Modelo continuo Descripcion
Modelo en continuo mediante
1 Gy(s) = 117 la transformada de Laplace de
3 s(0.12s + 1) |un servomotor de corriente
directa.
4s Modelo en continuo mediante
2 G4(s) = 55— | la transformada de Laplace de
s¢+3s+2 un filtro pasa banda.

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

Las ecuaciones (39) y (43) ayudan a inicializar los parametros en el método de gradiente decreciente
para una funcion de transferencia en el dominio Z, considerando que se mantenga la estabilidad de

los sistemas.
3.2. Adquisicion de datos de los modelos continuos seleccionados

El primer paso es adquirir los datos de entrada y salida de cada uno de los modelos. Para este proceso
se realizard mediante programacion con la ayuda de las ecuaciones del espacio de estados. En la
presente seccion, se detalla el espacio de estados para cada uno de los modelos seleccionados en el
proceso de identificacion de sistemas. La adquisicion de los datos se lo realiza a partir del espacio de
estados es para evitar implementar cada uno de los sistemas en la vida real y ahi almacenar los datos
de entrada y salida. Lo que se pretende es evaluar los métodos de estimacion de parametros
especificados inicialmente para encontrar un modelo en tiempo discreto y por ende su correspondiente

funcion de transferencia en el domino Z.
3.2.1. Espacio de estados de los modelos de primer orden
El espacio de estados del modelo G4 (s) de la Tabla 1-3, se representa en la ecuacion (46).

{)’(1 =x—1000 * x4 (46)
y = 1000 * x4

Donde x; es la variable de estado. La ecuacion (46) representa el espacio de estado y fue obtenido a

partir del diagrama de bloques del modelo G, (s), como se observa en la Figura 5-3.
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x(t ) ¥
0 % I % =W ?

Figura 5-3: Diagrama de bloques del

modelo G, (s).
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

Mediante la ecuacion (46), se puede realizar la adquisicion de datos del modelo continuo para el
proceso de identificacion. La respuesta del sistema ante una entrada escalon se puede observar en la

Figura 7-3.
El espacio de estados del modelo G, (s) de la Tabla 1-3, se representa en la ecuacion (47).

{)’(1 =x—1000 * x4 (47)
y=%

La ecuacion (47) fue obtenida a partir del diagrama de bloques de la Figura 6-3. Dicho diagrama se

construy6 con la ecuacion diferencial del sistema.

x(t) y(r)_

Xq X

Figura 6-3: Diagrama de bloques del modelo
Gz (S)

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021
Para los modelos G4 (s) y G, (s) se aplica una sefal escalon de entrada para el proceso de adquisicion
de datos o incluso puede ser otra sefial de entrada. Las respuestas de ambos modelos se pueden
observar en la Figura 7-3. La imagen superior representa la respuesta del modelo G4 (s) y la imagen

inferior es el modelo G, (s).
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. Sefial de Entrada
8r | ——— Sefial de Salida | 4
6 |
4 L 4
2¢ /
0 i i L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
10 T T : T T
I'\ Serial de Entrada
8 5 Sefal de Salida
\
\
6r \
“'-
B \\
2t \ ]
L
0 S :
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Figura 7-3: Respuesta de los sistemas de
primer orden ante una entrada escalon.
(imagen superior es el modelo G;(s) y la

imagen inferior es el modelo G, (s))
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En el Algoritmo 1 se detallan los pasos a realizar para la adquisicion de datos de los modelos

seleccionados tanto para primer orden como para segundo orden.

Algoritmo 1. Adquisicion de datos mediante espacio de estados

GCt’?

a) Definir el vector tiempo “t” y medir su longitud “N”.

b) Construir el vector de entrada “x”, en este caso una sefial escalon.

ey,

c) Inicializar el vector de salida “y” en cero.

d) Actualizar el vector de salida “y” a partir de las ecuaciones de estado del modelo continuo.

3.2.2. Espacio de estados de los modelos de segundo orden

El espacio de estados para el modelo G3(s) seleccionado, se representa en la ecuacion (48).
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Xl =X2
1

01272
117

Y =51z

%, = X (48)

El espacio de estados de la ecuacion (48) nacen a partir del diagrama de bloques de la Figura 8-3.

X(i) !‘(2 Xa :-(1 Xy Y{.ﬂ'
—H: } M I e

Figura 8-3: Diagrama de bloques del modelo

G5(s).
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

El espacio de estados para el modelo G, (s) seleccionado, se representa en la ecuacion (49).
Xl = Xz
{5{2 =X—- 2X1 - 3X2 (49)
y = 4x;

El espacio de estados de la ecuacion nace a partir del diagrama de bloques de la Figura 8-3.

&
A

Figura 9-3: Diagrama de bloques del

modelo G,(s).
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En la Figura 10-3 se visualiza la sefial de salida de los sistemas de segundo orden ante una entrada

escalon.
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Figura 10-3: Respuesta de los sistemas de segundo
orden ante una entrada escaldn. (imagen superior es
el modelo G3(s) y la imagen inferior es el modelo

G4(5)).

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021
La adquisicion de los datos de los modelos de segundo orden seleccionados se los puede hacer

mediante programacion implementado el Algoritmo 1.

3.3. Estimacion de parametros

En la seccidn 3.3.1 se verifica cuales sistemas se pueden ajustar a una estructura ARX para realizar

el proceso de estimacion de parametros y asi obtener la funcion de transferencia en el dominio Z de

los modelos seleccionados.

Por otro lado, en la seccion 3.3.2 se propone una funcién de transferencia en el dominio Z, donde los

parametros que se generen seran encontrados mediante el método de gradiente decreciente para

minimizar la funcion de costo.
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3.3.1. Estimacion de parametros mediante minimos cuadrados

En la ecuacion (19) del capitulo 2, se expresa la estructura ARX mediante una ecuacion de diferencias
de manera general. En esta ecuacion se observa que la salida y[n] se despeja facilmente y que depende

de valores pasados tanto de la entrada x[n] y de su correspondiente salida.

Por tal motivo, para un sistema de primer orden bajo una estructura ARX sin ceros triviales se

representa en la ecuacion (50).

y[n] + a;y[n —1] = byx[n — 1] (50)

A partir de la ecuacion (50) se construye la funcion de transferencia para un tiempo discreto mediante

la transformada Z. Esta funcion de transferencia se presenta en la ecuacion (51).

Y(z)  byz? (51)
X(z) 1+az7!

En cambio, para un sistema de segundo orden la forma general de una ecuacion en diferencia sin
ceros triviales y bajo una estructura ARX de la ecuacion (19) del capitulo anterior, se observa en la

ecuacion (52).

y[n] +a;y[n — 1] + azy[n — 2] = byx[n — 1] + byx[n — 2] (52)
Su correspondiente funcion de transferencia en el dominio Z se define como:
Y(z) bzt +byz7? (53)

X(z) 14a;z71+a,z2

En la Tabla 3-3 se presenta el modelo en continuo y su correspondiente modelo discreto en ARX, el
cual se identifica mediante el método de estimacion de pardmetros como es minimos cuadrados. En
el siguiente capitulo, analisis de resultados, se justifica por qué el modelo G,(S) no presenta un

modelo equivalente en el domino Z bajo una estructura ARX.
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Tabla 3-3: Casos de sistemas de primer orden

No. Modelo Continuo Modelo discreto en ARX
1000 bzt
1 - G - —_—
6109 = 57000 1) = 151
_ S No permite bajo una
2 Ga(s) = s+ 1000 | estructura ARX.

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

Para el modelo G (z) de la Tabla 3-3, el vector de parametros 6 contiene dos elementos como son los

coeficientes a; y b;.

En la Tabla 4-3 se recoge los modelos en continuo de segundo orden para un tiempo continuo con su

correspondiente modelo en el dominio Z.

Tabla 4-3: Casos de sistemas de segundo orden

No. Modelo continuo Modelo discreto en ARX
1.17 b,z ™2
1 G e ) — =
3(5) s(0.12s+ 1) Ga(2) 1+4+a;z 1+ a,z72
4s bzt + b,z 72
2 = G =
G4 () s2+3s+2 +(2) 1+ a;z 1+ a,z7?2

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

Para el modelo G3(z), el vector de parametros contiene a los coeficientes a;, a, y b;. Mientras que

G, (z) presenta cuatro elementos en el vector 6, los cuales son a;, a,, by y b,.

El método de minimos cuadrados se basa en estimar el vector de parametros mediante la ecuacion
(33) de la seccidn 2.2.3.1 en el capitulo anterior. El Algoritmo 2 presenta los pasos para realizar la

programacion del presente método de estimacidn de pardmetros.

Algoritmo 2. Estimacion de parametros mediante minimos cuadrados

a) Adquisicion de datos de entrada “x y salida “y” como vectores de dimension N X 1.

b) Generar los vectores de retardo para los vectores de salida y entrada (por ejemplo, si el modelo
es el G4(z), los retardos son y[n — 1], y[n — 2], x[n — 1], x[n — 2])

c) Construir la matriz @ con los retardos.

d) Calcular el vector 6 con la ecuacion (33).
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3.3.2. Estimacion de parametros mediante gradiente decreciente

El gradiente decreciente debido a la manipulaciéon que permite con la funcion de costo y los
parametros de estimacion se plantea para los modelos continuos de primer orden a través de la
ecuacion (17). En cambio, para los modelos continuos de segundo orden se puede plantear una

funcion de transferencia mediante la ecuacion (18).

Tabla 5-3: Casos de sistemas discretos para el método de gradiente

decreciente
No. Modelo Continuo Modelo discreto
1000
! 6 = 537000 bo + byz™!
s Hi(2) = ap +agzt
2 6208 = 53000
1.17
3 G3(s) = s(0.12s + 1) by + byz™t + byz~?
Hy(2) = r -
4 Ga(s) = L ap+a,z71 +a,z
s2+3s+2

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En la Tabla 5-3 se observa los modelos discretos para cada sistema continuo. Como el gradiente
decreciente permite trabajar con todos los parametros de un sistema discreto, lo que se interpreta que
la salida del sistema depende tanto de valores actuales y del pasado de la entrada y la salida. El tener
mas parametros, lo vuelve un poco mas complejo al momento de procesarlo. Las complicaciones se
presentan porque la funcion de costo esta en funcion de cuatro y seis parametros de H, (z) y H,(z)

respectivamente.

Como primer punto del método de gradiente decreciente es generar un modelo inicial de partida. Para
esto, es necesario tener en cuenta las condiciones de estabilidad y causalidad de un sistema discreto.
Por lo tanto, para inicializar un modelo de primer orden discreto se debe considerar la ecuacion (39),
caso contrario el algoritmo del gradiente decreciente no permite llegar a minimizar la funcidén de

costo.

Por otro lado, para inicializar un sistema discreto de segundo orden hay que tener en cuenta la
ecuacion (43). Luego de tener un modelo inicial es necesario considerar una funcion de costo y para
este método se mantiene con la misma del método de minimos cuadrados, dicha funcion se define en

la ecuacién (31).
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En el Algoritmo 3 se describen los pasos para desarrollar el método del gradiente decreciente a través

de programacion.

Algoritmo 3. Estimacion de parametros mediante gradiente decreciente

a)
b)

c)

d)

g)
h)

Adquisicion de datos de entrada “x” y salida “y” como vectores de dimension N X 1.

Construir un vector de parametros con los coeficientes de H, (z) o H,(z) dependiendo el caso.
Generar un modelo inicial “y,,” teniendo en cuenta las condiciones de estabilidad de acuerdo con
el orden del sistema y el vector de parametros 8.

Establecer la funcion de costo “J” que puede ser la ecuacion (31).

Declarar un valor alfa de aprendizaje y un valor de incremento, ambos valores pueden empezar
siendo muy pequenos (por ejemplo 0.0001).

Calcular los nuevos valores del vector 6 mediante la ecuacion (36).

Calcular nuevamente el modelo y,, con los nuevos valores del vector 6.

Verificar si la funcion de costo estd siendo minimizada para regresar al paso f. Realizar este
proceso hasta que valor se desee ser minimizada o cuantas iteraciones se le permita al programa.

En el caso que la funcion de costo no esté siendo minimizada terminar la programacion.
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CAPITULO IV

4. RESULTADOS Y DISCUSION

En el presente capitulo, se presentan los resultados obtenidos en el proceso de identificacion de
sistemas bajo la estructura ARX y con dos métodos de estimacion de parametros. Para lo cual, se ha
visto necesario separar en dos secciones como son 4.1 y 4.2 que corresponden analisis de resultados
con el método de minimos cuadrados y gradiente decreciente respectivamente. Finalmente, se

realizard la demostracion de la hipdtesis mediante la prueba Chi-cuadrado.

4.1. Analisis de Resultados de minimos cuadrados

En la seccion 4.1.1 se muestra el inconveniente de modelar un filtro pasa alto debido a que el grado
del denominador es igual al del numerador en su funcién de transferencia para un sistema de tiempo

continuo. En cambio, con un filtro pasa bajo no se presentan estos inconvenientes.

Por otro lado, en la seccidon 4.1.2 se detallan los resultados en el proceso de identificacion de los
sistemas de segundo orden seleccionados en el presente trabajo. Para estos sistemas si se pudo realizar

una identificacion bajo una estructura ARX y con el método de minimos cuadrados.

4.1.1. Resultados de los modelos de primer orden con minimos cuadrados

En el sistema del filtro pasa bajo de primer orden no se presentd ninglin inconveniente con la funcion
de transferencia en el dominio Z que se muestra en la Tabla 3-3. Luego de implementar el Algoritmo

2 de la seccion 3.3.1, el método de minimos cuadrados para el modelo G;(s) presentd la siguiente

1dentificacion.
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o Sefial Real
Sefial Modelada

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Figura 1-4: Respuesta de salida del modelo G;(s) y su

correspondiente sefial modelada con minimos cuadrados.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

Como se observa en la Figura 1-4, el método de minimos cuadrados ayudo a encontrar los parametros

del modelo en la estructura ARX. La funcion de transferencia en el dominio Z, se presenta en la

ecuacion (54).

G (2) = 0.020000000000007z~* (54)
= 1770.9799999999999937 1

Para evaluar el modelo identificado, ecuacion (54), se le aplica una entrada senoidal de amplitud A =

10y frecuencia de entrada w;, = 100 [rz—d].Como se trata de un filtro pasa bajo la misma entrada

debe encontrarse en la salida del sistema. En la Figura 2-4 se observa la respuesta del sistema y se

compara con la salida real.

Salida Real
Salida Minimos Cuadrados

o 0.05 0.1 015 2 0.25

Figura 2-4: Respuesta del modelo 6,(s) y su
respectivo sistema modelado con minimos cuadrados

ante una entrada senoidal de frecuencia w;, =
rad

100 55|
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

49



Para continuar con la verificacion del modelo, se utiliza una entrada senoidal de la misma amplitud
. d . .
10, pero con una frecuencia de entrada de w;, = 1000 [%] Como ya es conocido la salida del filtro

pasa bajo, cuando la frecuencia de corte es igual a la de entrada, debe ser similar a la entrada, pero

con una amplitud disminuida en % = % = 7.07. Enla Figura 3-4 se observa este suceso y se compara

con la senal real.

I ' [ Salida Real |
Salida Minimos Cuadrados |

1 L 1 I

0 0.005 0.0 05 002 0.025

Figura 3-4: Respuesta del modelo G,(s) y su respectivo

sistema modelado con minimos cuadrados ante una entrada

senoidal de frecuencia w;;,, = 1000 [% .

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

Para terminar con la evaluacion del modelo G (z), recién identificado, se le aplica una entrada

. . rad . , .
senoidal de frecuencia de w;, = 10* [T . De acuerdo con lo que dice la teoria, cuando la frecuencia

de entrada es superior a la de corte, entonces la salida del filtro pasa bajo debe ser nula en amplitud.

Dicha consecuencia se puede observar en la Figura 4-4.

[——— salids Reat J

— Balida Minimes Cusadrados

Figura 4-4: Respuesta del modelo G,(s) y su
respectivo sistema modelado con minimos

cuadrados ante una entrada senoidal de
. rad

frecuencia w;,, = 10* [T]

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021
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El modelo G, (s), al tratar de ajustarse mediante la ecuacion (51) correspondiente a una funcion de
transferencia de primer orden bajo una estructura ARX, present6 una anulacién de un parametro b; =
0, lo que implica que la funcion de transferencia siempre es nula. Entonces, no puede realizar una
identificacion con el método de minimos cuadrados bajo la estructura de autoregresion con variable

exbdgena.

4.1.2. Resultados de los modelos de segundo orden con minimos cuadrados

El modelo G3(S) se caracterizo con la ecuacion (53) y presentd que el parametro b; = 0 y por ende

su funcidn de transferencia en el dominio Z se reduce a:

0.0975 (55)
72 — 1.166666666655191z + 0.166666666655165

G3(z) =

La ecuacién (55) representa la funcion de transferencia en el dominio Z modelada y en la Figura 5-4

se observa la respuesta del sistema real y del sistema modelado.

60 T T T T

50

40

30

Sefial Real
Sefal Modelada

20

10

0 1 2 3 4 5

Figura 5-4: Respuesta de salida del modelo G3(s)
y su correspondiente sefial modelada con minimos

cuadrados.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

0

La Figura 6-4 muestra la respuesta del sistema real y del sistema identificado con minimos cuadrados
ante una entrada senoidal. Las dos sefiales se encuentran sobrepuestas. En este caso no es necesario
establecer un cierto valor de frecuencia debido a que se trata de un motor de corriente continua y no

de un filtro como en el caso anterior.
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Salida Real |
Sakida Minimos Cuadracos |

L L 1 | | 1 | L i
1] ] 0 15 20 26 an a5 A

Figura 6-4: Respuesta del modelo G3(s) y su respectivo
sistema modelado con minimos cuadrados ante una entrada

senoidal.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

Con la ecuacion (53) se caracterizo el sistema G4(S) y se pudieron encontrar los cuatro elementos del
vector de parametros. La funcién de transferencia en el dominio Z modelada del filtro pasa banda se

expresa en la ecuacion (56).

0.0004z — 0.0004 (56)
z? — 1.999699726z + 0.999699746

G,(2) =

La ecuacion (56) representa la funcion de transferencia en el dominio Z modelada mediante el método
de minimos cuadrados. Para su analisis se aplica una sefial senoidal de entrada de amplitud A = 10,

su amplitud es irrelevante, a diferentes frecuencias de entrada.

12 T T T T

O Sefal Real
Senal Modelada

10rp R

0G&
0

2 4 6 8 10

Figura 7-4: Respuesta de salida del modelo G4 (s)
y su correspondiente sefial modelada con minimos

cuadrados.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021
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rad
T , que €S una

La primera sefial de prueba es una onda senoidal de frecuencia w;, = 0.038[
frecuencia antes del rango del ancho de banda del filtro. La respuesta ante esta entrada se puede
observar en la Figura 8-4. Se espera que ante esta frecuencia de entrada la salida sea idealmente nula

evitando que entre una frecuencia fuera del rango.

- Badcia e
— Saiaa Minmos Cuadmados

04

Q6

0.8
I

100 00 i 400 ]

Figura 8-4: Respuesta del modelo G,(s) y su
respectivo  sistema modelado con minimos

cuadrados ante una entrada senoidal de frecuencia
rad

Wi = 0.038 2.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

Como segunda prueba se escoge una sefial senoidal de frecuencia de entrada w;, = 0.6 [%] En la

Figura 9-4 se observa la respuesta del sistema ante esta sefal de entrada. Como la frecuencia de

entrada se encuentra dentro del rango del filtro se espera que la respuesta sea la misma sefial de

entrada.

- Balida Real
Ealida Mnimaos Cuadeocios

(e

n 0 a0

Figura 9-4: Respuesta del modelo G,(s) y su
respectivo  sistema modelado con minimos

cuadrados ante una entrada senoidal de frecuencia
rad

Win = 0.6 [T .
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021
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Finalmente, se experimenta con una entrada senoidal de frecuencia w;, = 52.1 [T] En la Figura

10-4 se puede observar la respuesta del sistema real y del modelo ante esta sefial de entrada. Para la
salida del sistema se espera que la sefial sea nula porque se encuentra por encima del rango de

frecuencia del filtro.

Sallida Real
Salida Minimos Cuadradas |

|

| |
02 04 0.8 o8

Figura 10-4: Respuesta del modelo 6,(s) y su
respectivo  sistema modelado con minimos

cuadrados ante una entrada senoidal de frecuencia
rad

Win — 52.1 [T .
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

I | | |
14 16 1.6 Z

4.2. Analisis de Resultados de Gradiente Decreciente

En la seccion 4.2.1 se muestran los resultados de identificacion de sistemas de primer orden de los
dos modelos seleccionados aplicando el método de gradiente decreciente para la estimacion de los

parametros.

En la presente seccion se utiliza el Algoritmo 3 del capitulo anterior para la identificacion de los
sistemas planteados. La estrategia para que el método de gradiente decreciente pueda minimizar la
funcion de costo es establecer un modelo inicial. El valor de la funcidn de costo inicial debe ser lo
mas pequefio posible para realizar el ajuste de los parametros. Lograr encontrar un modelo inicial
puede tardar varios minutos e incluso horas, el proceso se vuelve tedioso cuando el tiempo de muestro

de las sefiales de entrada y salida son un valor sumamente pequefo.

Encontrar un modelo inicial con un pequefio valor de funcién de costo es fundamental para que el
algoritmo pueda trabajar y lograr estimar los parametros del sistema. Mientras menor sea el nimero

de parametros es mejor para que el algoritmo realice una minimizacion de la funcion de costo. Una
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vez que se logra conseguir un buen modelo inicial se prosigue modificando los valores del aprendizaje

“o”y del incremento “g”.

Después de modificar los valores de “o”” y “€”, se verifica si el algoritmo puede ajustar el sistema
modelado con la sefial real. En caso de que no se haya logrado ajustar el modelo, se debe nuevamente
buscar otro modelo inicial para hacer arrancar otra vez el algoritmo. Todo este proceso se realiza para

cada uno de los sistemas a identificarse.

En la seccion 4.2.2 se presentan de igual manera los resultados de la modelacion de sistemas de
segundo orden de los modelos continuos seleccionados y se mantiene el mismo procedimiento para
encontrar un modelo inicial.

4.2.1. Resultados de los modelos de primer orden con gradiente decreciente

Los coeficientes de la funcion de transferencia H, (z) de la Tabla 5-3 se encontraron con el Algoritmo

3 y se expresa el modelo identificado en la ecuacion (57).

—

+ Sefial Real
| Sefial Modelada |

o 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

10

5

0

|
|
|
|
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Figura 11-4: Respuesta de salida del modelo
G,(s) y su correspondiente sefial modelada con
gradiente decreciente ante una entrada escalon
(La figura superior es la respuesta de salida y la

inferior es la evolucién de la funcion de costo).
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021
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En la Figura 11-4 se observa la evolucion de la funcién de costo y que termina el proceso de ajuste

antes de las 1600 iteraciones.

H,(2) = 0.003401131307619z + 0.015829824535012 (57)
= 0.960958668921340z — 0.941726983893381

Para las siguientes pruecbas se le aplica una entrada senoidal de amplitud A = 10 al modelo
identificado de la ecuacion (57). En el primer caso, la frecuencia de la sefial de entrada al sistema es
win = 100[rad/s] y su respuesta se puede observar en la Figura 12-4. Las dos sefales tanto de la
salida real como del sistema modelado estdn sobrepuestas.

Salida Feal
Sallda Gradiente Decrecents

| L L ' L
005 o1 ®15 0z .35

Figura 12-4: Respuesta del modelo G4 (s) y su
respectivo sistema modelado con gradiente
decreciente ante una entrada senoidal de
frecuencia w;,, = 100[rad/s].

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021
. . . rad
Como segunda prueba se aplica una entrada senoidal de frecuencia w;, = 1000 [T y como se

observa en la Figura 13-4 siguen las sefales sobrepuestas tanto la salida real como la salida del

modelo recién identificado.

Salda Real
Salida Gradienta Dacraciants

0.005 no nos 002 0.025

Figura 13-4: Respuesta del modelo G,(s) y su
respectivo sistema modelado con gradiente

decreciente ante una entrada senoidal de

frecuencia w;,, = 1000 [% .

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021
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rad

Finalmente, como tultima prueba se aplica una entrada senoidal de frecuencia w;, = 10000 [ ] y se

s
puede ver en la Figura 14-4 que la sefial se extingue cumpliendo con negar la entrada a sefiales de

frecuencias mayores a la de corte.

y [ T T ¥ T T T - I = T —
Salida Real
15 {-{—— Galida Gradiente Decrecieme

Offset=0 <10

Figura 14-4: Respuesta del modelo 6,(s) y su
respectivo sistema modelado con gradiente

decreciente ante una entrada senoidal de

frecuencia wg, = 10000 [“22|.

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

. . . . rad
Cuando se desee probar el funcionamiento para frecuencias muy superiores a 10000 [T es

necesario tener en cuenta el tiempo de muestreo del sistema identificado. No se puede muestrear con
un tiempo muy grande al periodo de la sefnal de entrada porque no permite tener informacion del

sistema.
El modelo G, (s) también fue identificado mediante el método de gradiente decreciente. Debido a que

se trata de un filtro pasa alto es necesario evaluarlo para una entrada senoidal en al menos tres casos

cuando la frecuencia de entrada es mayor, igual y menor a la frecuencia de corte del sistema.
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Figura 15-4: Respuesta de salida del modelo
G, (s) y su correspondiente sefial modelada con
gradiente decreciente ante una entrada escalon
(La figura superior es la respuesta de saliday la

inferior es la evolucion de la funcidn de costo).
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En la Figura 15-4 se observa la seflal modelada y la sefial real del sistema G-, (s) y ademas se presenta
la evolucion de la funcion de costo en su proceso de minimizacion. También se puede observar que

el proceso de identificacidon terminé antes de las 100 iteraciones.

——— Bakda Raal
Salida Gradianie Decracientn

a 006 [[E] 01s ne 025

Figura 16-4: Respuesta del modelo G,(s) y
su respectivo sistema modelado con gradiente
decreciente ante una entrada senoidal de
frecuencia w;,, = 100[rad/s].

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En la Figura 16-4 se observar la respuesta real y modelada mediante gradiente decreciente del sistema

de primer orden que corresponde a un filtro pasa alto. Para esta prueba, se utilizé una sefial de entrada
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senoidal de amplitud A = 10 y frecuencia de entrada w;, = 100[rad/s]. La senal de salida debe ser

nula por el tipo de sistema y es justamente esto lo que se observa.

I Salicda Real
B Salida Gradiente Decreciente |

B

I
0 0008 001 0ms o.02 0025

Figura 17-4: Respuesta del modelo G, (s) y su respectivo

sistema modelado con gradiente decreciente ante una

entrada senoidal de frecuencia w;, = 1000 [% .

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En la Figura 17-4 se observa la respuesta del sistema real y modelado del filtro pasa alto ante una
entrada senoidal de amplitud A = 10 y frecuencia de entrada w;, = 1000[rad/s]. Por medio de esta

prueba, se espera que la respuesta del sistema no alcance la amplitud de la sefial de entrada.

—— Salida Real
10 | —— Balida Gradiente Decreciente
3 |-

Offset=0 <107

Figura 18-4: Respuesta del modelo G,(s) y su respectivo

sistema modelado con gradiente decreciente ante una entrada

. . rad
senoidal de frecuencia w;;, = 10000 [T]
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021
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Finalmente, se aplica una entrada senoidal de amplitud A = 10 y frecuencia de entrada w;, =
10000[rad/s], ante el sistema real y modelado del filtro pasa alto. La sefial de salida se esperd que

sea idéntica a la de entrada.

En la Tabla 1-4 se observan los valores del aprendizaje, del incremento, el modelo inicial para que el
algoritmo de gradiente decreciente realice el proceso de minimizacion de la funcion de costo y
entregue los valores de los parametros del modelo H,(z) de la ecuacion (58). Ademas, esta tabla

muestra los valores de la funcion de costo inicial y final.

Tabla 1-4: Valores para arrancar el algoritmo de gradiente decreciente en los sistemas de

rimer orden.
Modelo Descripcion Valores
Vector de pardmetros inicial 0 =[0.01,0.02,1,—0.9]
Aprendizaje a=0.13
Incremento e=1075
1000 Tiempo de muestreo ts = 0.00002 [s]
G.(s) = 11000 Numero de 1terac'1’ones 1530
Valor de la Funcién de costo
A Jo = 19.993
inicial
Valor de la Funcion de costo _ _5
final J= 3.7(107>)
Vector de pardmetros inicial 0 =[0.991,—0.991,1,—0.982]
Aprendizaje a=0.1
Incremento €=10"°
s Tiempo de muestreo ts = 0.00001 [s]
Gy(s) = 71000 | Numero de 1terac'1’ones 89
Valor de la Funcién de costo
A Jo = 0.3264
inicial
Valor de la Funcion de costo _ —a
final Jr=2.6(107%)

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

Los valores de la Tabla 1-4 se fueron hallando de acuerdo con la evolucion de la funcion de costo,
toma tiempo estar inicializando estos valores porque es necesario empezar con un modelo donde su
error cuadratico medio sea en el orden de las decenas para que el método encuentre los parametros

para un buen modelo. Ademas, esta tabla recoge los dos modelos identificados.

0.991038216903074z — 0.991020805506037 (58)
0.996027682192273z — 0.985969885748067

Hy(z) =
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Como se puede notar mediante el método de gradiente decreciente se pudo encontrar los valores de
los coeficientes de la funcion de transferencia H,(z), lo que no se pudo lograr mediante minimos

cuadrados por la estructura que debia seguir el modelo.
4.2.2. Resultados de los modelos de segundo orden con gradiente decreciente
En la Figura 19-4 se observa como el sistema modelado se ajusta al sistema G5(s) y la evolucion de

la funcion de costo. Ademas, se puede apreciar que con menos de 160 iteraciones el método de

gradiente decreciente logra encontrar los coeficientes del sistema H;(z).

80

1
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50 {J_.»:v"” |
v‘x
40 e
Ar‘f* :
30 i 1
A_,_,r" ¥ Sefial Real |
20 F 4_(,,__--!"( = - Sﬂla_l I'-;1ode|_ada_, 4
e
10 L4 |
r‘_*.‘.'
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100 H
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Figura 19-4: Respuesta de salida del modelo G3(s) y
su correspondiente sefial modelada con gradiente
decreciente ante una entrada escalon (La figura
superior es la respuesta de salida y la inferior es la

evolucion de la funcidn de costo).
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En la ecuacion (59) se observa el modelo identificado en el dominio Z para el modelo del servomotor
de corriente directa encontrado a partir de la minimizacién de la funcion de costo por el método de

gradiente decreciente.

0.102528773876749 (59)

H =
3(2) z2 —1.129910944071272z + 0.130220132669145
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Una vez obtenido el sistema modelado se le pone a prueba mediante una entrada senoidal y su
respuesta se observa en la Figura 20-4, en esta ocasion el método de minimos cuadrados tiene una
ligera diferencia con la sefal real. Para este sistema como no es un filtro de los que se ha venido
analizando no es necesario evaluar ante varias frecuencias. Pero es necesario indicar que no se puede

evaluar para frecuencias que no se encuentren acorde con el tiempo de muestreo en el proceso de

1dentificacion.

I T T Salida Real
Salida Gradiente Decracante

S 1 1 1 1 1 ! -
I

a 8 10 15 20 25 a0 25 40

Figura 20-4: Respuesta del modelo G3(s) y su respectivo
sistema modelado con gradiente decreciente ante una

entrada senoidal.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En la bsqueda de un modelo inicial para el algoritmo de gradiente decreciente en el sistema G3(s)
no fue muy complicado debido a que su tiempo de muestro es alto (t, = 0.1 [s]), pero para el siguiente
sistema G4 (s) se complicd encontrar un modelo inicial porque su tiempo de muestreo es muy pequefio

(t, = 0.0001 [s])

En el sistema G, (s) se necesito utilizar un tiempo de muestreo pequefio para poder evaluar el sistema
modelado con entradas senoidales de diferente frecuencia debido a que se trata de un filtro pasa banda.
En la Figura 21-4 se observa la respuesta del modelo identificado y la evolucion de la funcion de
costo. Ademas, se puede apreciar que el método de gradiente decreciente estimé los parametros del

sistema H, (z).
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Figura 21-4: Respuesta de salida del modelo
G,4(s) y su correspondiente sefial modelada con

gradiente decreciente ante una entrada escalon.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En la ecuacion (60) se expresa el sistema modelado en el dominio Z mediante el método de gradiente
decreciente. Este sistema representa un filtro pasa banda por lo cual es necesario evaluar ante una
entrada senoidal de diferentes frecuencias. Como se necesita evaluar para diferentes frecuencias es

por tal motivo que el tiempo de muestreo debia ser muy pequeiio (t; = 0.0001 [s]).

0.000399999999202z — 0.000400000001062 (60)
z2 —1.999699715001674z + 0.999699734998370

Hy(z) =
La primera prueba es ante una entrada senoidal de amplitud A = 10 y frecuencia w;, = 0.038 [%]

En la Figura 22-4 se observa la respuesta del sistema modelado y real ante dicha entrada. Esta
frecuencia esta por debajo del ancho de banda del filtro, por tal motivo, se espera que la senal de

salida sea casi nula.
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Salda Real
Saida Grdiente Decracntes

Figura 22-4: Respuesta del modelo 6,(s) y su
respectivo  sistema modelado con gradiente

decreciente ante una entrada senoidal de frecuencia
rad

Wi = 0.038 2],

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021
Como segunda prueba se aplica al sistema modelado de la ecuacion (60) una entrada senoidal de
amplitud A = 10 y frecuencia w;, = 0.6 [%] En la Figura 23-4 se observa la respuesta del sistema

modelado ante dicha entrada. Esta frecuencia se encuentra dentro del ancho de banda del filtro, por

tal motivo se espera que la misma sefial de entrada se encuentre a la salida.

Salida Real
Salida Gradwente Decrecisnte
10 5 1

[t} & 10 15 20 3 30 B 40

Figura 23-4: Respuesta del modelo G,(s) y su
respectivo  sistema modelado con gradiente

decreciente ante una entrada senoidal de frecuencia

rad
Win = 0.6 ek

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

Finalmente, se aplica una sefial de prueba del tipo senoidal de igual amplitud que en los dos casos

anteriores, pero de frecuencia wj, = 52.1 [%]. En la Figura 24-4 se observa la respuesta del sistema

64



modelado ante dicha entrada. Esta frecuencia se encuentra por encima del ancho de banda del filtro,

por tal razon se espera que la respuesta sea nula.

Salida Real
Sabda Gradienie Decieciente

LY

a 02 04 1K) D8 1 12 1.4 1.6 1.8 2

Figura 24-4: Respuesta del modelo G,(s) y su
respectivo  sistema modelado con gradiente

decreciente ante una entrada senoidal de frecuencia
rad

Win = 52.1 [T .
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En la Tabla 2-4 se pueden observar los valores de arranque para el algoritmo de gradiente decreciente
tanto para el modelo G3(s) y G4(s). Se puede observar en esta tabla que el vector de parametros del modelo
G, (s) necesitd que casi sea el mismo sistema real para arrancar con el proceso de minimizacion de la funcién
de costo, por tal motivo tomo6 mucho tiempo llegar a ese modelo inicial. En este caso, necesité que el modelo

inicial arranque con un error cuadratico medio de aproximadamente 0,5.

Por otro lado, el tercer sistema que corresponde al motor de corriente directa no fue necesario arrancar con un
modelo inicial donde su error cuadratico medio sea del orden de las decenas, asi que no se puede establecer una

regla general para empezar con un modelo inicial y asi que el algoritmo de gradiente decreciente encuentre el

mejor modelo.
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Tabla 2-4: Valores para arrancar el algoritmo de gradiente decreciente en los sistemas de segundo

orden.

Modelo Descripcion Valores
Vectorde 0 = [0.09,~1.1,0.16]
parametros inicial
Aprendizaje o= 0.01
Incremento £=10"*

. 1.17 Tifampo de muestreo t; = 0.1[s]
3(s) = m Numgro de 154
iteraciones
Valor de la Funcion _
de costo inicial Jo = 237.79
Valor de la Funcion _
de costo final Jr = 0.006968
Vectorde = 0 = [0.0004, —0.0004, —1.99969971,0.99969974]
parametros inicial
Aprendizaje a=10"%
Incremento e=10"1°
4s Tiempo de muestreo ts = 0.0001 [s]
G4(s) = =———— | Numero de
2
s+3s+2 iteraciones 291
Valor de la Funcion _
de costo inicial Jo = 0.5614
Valor de la Funcion _ —6
de costo final Jy =2.77(107%)

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

4.3. Comprobacion de la Hipotesis

Con base a las pruebas realizadas, el método de minimos cuadrados no funcioné para todos los casos
planteados, en cambio el método de gradiente decreciente si consiguid identificar los cuatro sistemas.
Por tal motivo, el método de gradiente decreciente seria mas conveniente aplicarlo para poder
caracterizar los siguientes sistemas: filtro pasa bajo y alto de primer orden, servomotor y filtro pasa

banda.

Cabe senalar que para el analisis de resultados se tomo en cuenta el procedimiento y ¢l resultado del
proceso de identificacion. Entendiéndose al procedimiento como la facilidad de implementar el
algoritmo de programacion del método de minimos cuadrados y gradiente decreciente. En cambio, el
resultado es la similitud entre la grafica de salida del modelo con la real para cada método de

estimacion de parametros.

Para cuantificar el procedimiento y el resultado de cada uno de los cuatro sistemas planteados se

utilizo la siguiente escala:
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e Procedimiento:
o 3 eslamayor facilidad de implementacion del algoritmo.
o 2 es lapoca facilidad de implementacion del algoritmo.
o 1 es la mayor complejidad de implementacion del algoritmo.
e Resultado:
o 3 es la similitud total de la grafica de salida del modelo con la real.
o 2 es lasimilitud parcial de la grafica de salida del modelo con la real

o 1 eslaausencia de similitud de la grafica de salida del modelo con la real

Los resultados se muestran en la Tabla 3-4.

Tabla 3-4: Calificacion de los métodos para evaluar la

identificacion de los sistemas propuestos.

METODO DE CUANTIFICACION
ESTIMACION DE
, Sistemas | Procedimiento | Resultado
PARAMETROS
1 3 3
2 2 3
Gradiente Decreciente
3 1 3
4 1 3
1 3 3
2 3 1
Minimos Cuadrados
3 3 3
4 3 3

Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

Para una mejor visualizacion de los resultados de la Tabla 3-4, los mismos se lo presenta en un
diagrama de barras, ver Figura 25-4, tanto para el procedimiento como para el resultado de los dos

métodos de estimacion de parametros.
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Sistemas

Figura 25-4: Comparacion de los sistemas modelados para el

procedimiento.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En la Figura 25-4, se observa que en los cuatro sistemas planteados se presentd una mayor facilidad
al momento de realizar el algoritmo mediante minimos cuadrados, en cambio para el método de
gradiente decreciente la facilidad de implementar el algoritmo se di6 unicamente en el primer sistema

mientras que para los otros disminuyo.

3.5

3
2.5
H Resultado
1.5 Gradiente Decreciente
M Resultado
Minimos Cuadrados
0.5
0

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3 Sistema 4

N

Frecuencia

[

Sistemas

Figura 26-4: Comparacion de los sistemas modelados para el resultado

obtenido.
Realizado por: Morocho, Andrés, 2021

En la Figura 26-4, se observa que en los sistemas 1, 3 y 4 los resultados presentaron una similitud
total de la grafica de salida del modelo con respecto a la real tanto para el método de minimos

cuadrados como del gradiente decreciente, mientras que para el caso 2 s6lo el de minimos cuadrados

no lo logro.
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CONCLUSIONES

a)

b)

d)

La invariabilidad en el tiempo de los sistemas se verifico al observar que en cualquier instante
cada uno de los sistemas propuestos tanto de primer y segundo orden se comportaron con la
misma dinamica que los caracteriza.

Una estructura de autoregresion con variable exogena es aplicable a sistemas causales, esto es
que el orden del numerador debe ser menor con respecto al denominador, y también el sistema
debe ser invariante en el tiempo en la forma que sus coeficientes de los polinomios de la funcion
de transferencia sean constantes.

Las funciones de transferencia de cada uno de los sistemas continuos planteados se expresaron
en forma matricial mediante un modelo de regresion lineal y como funcion de costo el error
cuadratico medio para caracterizar tres de los cuatro sistemas planteados. En este caso no fue
posible para el filtro pasa alto de primer orden porque este sistema tiene el mismo orden para el
numerador y el denominador.

El algoritmo del método de gradiente decreciente present6 dificultades para encontrar un modelo
inicial para cada sistema e incluso su dificultad aument6 al incrementar el orden del sistema.
Ademas, no se pudo establecer una regla general para el modelo inicial porque en los sistemas de
primer orden, el error cuadratico medio estaba oscilando en un valor de las decenas; en cambio
para el tercer sistema de segundo orden el error era inferior a la unidad y para el ultimo sistema
el error oscilaba en un valor de las centenas.

El método de gradiente decreciente modelo todos los sistemas planteados a pesar que presenta
dificultades para inicializarlo mientras que el método de minimos cuadrados no logré caracterizar
el filtro pasa altos pero este método al ser programado no presenta dificultades si el orden del

sistema aumenta.
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RECOMENDACIONES

b)

d)

En el caso de conocer que los datos adquiridos pueden ser representados mediante una estructura
de autoregresion con variables exogenas se recomienda utilizar directamente el método de
minimos cuadrados para la estimacion de los parametros del sistema debido a la inmediatez de
su proceso de identificacion.

Al momento de realizar una modelacion en tiempo discreto es necesario tener en cuenta la
frecuencia maxima con la que se va a emplear en la entrada del sistema a modelarse para
considerar el valor del tiempo de muestreo.

Cuando un modelo fue identificado en tiempo discreto es muy importante tener en cuenta el
tiempo de muestreo de los datos que fueron procesados para la identificacion del sistema. Por tal
razon, si se emplea entradas adquiridas con otro tiempo de muestreo para evaluar el modelo
identificado no va a funcionar.

Para obtener un modelo inicial en el método de gradiente decreciente es necesario verificar si se
ha logrado de entrada un valor pequefio de la funcion de costo y a partir de ahi se puede modificar
los valores de aprendizaje y de incremento. Por lo cual es necesario tener paciencia para ajustar

cada parametro.

70



BIBLIOGRAFIA

Alvarado, C., & Villamar, C. (2010). Aplicacion del modelo anfis a la sintetizacion de notas

musicales y seniales de voz. 7.

http://www.dspace.espol.edu.ec/handle/123456789/16119

Amran, M. A. N., Bakar, A. A., Jalil, M. H. A., Wahyu, M. U., & Gani, A. F. H. A. (2020).
Simulation and modeling of two-level DC/DC boost converter using ARX, ARMAX,

and OE model structures. Indonesian Journal of Electrical Engineering and Computer

Science, 18(3), 1172—1179. https://doi.org/10.11591/ijeecs.v18.i3.pp1172-1179

Ding, F., Pan, J., Alsaedi, A., & Hayat, T. (2019). Gradient-based iterative parameter
estimation algorithms for dynamical systems from observation data. Mathematics, 7(5).

https://doi.org/10.3390/math7050428

Eykhoff, P. (1978). System identification; Advances and case studies. In /EEE Transactions
on Automatic Control (Vol. 23, Issue 4). https://doi.org/10.1109/tac.1978.1101781

Hsia, T. C. (1977). System Identification Least-Squares Methods (pp. 1-168). Lexington
Books.

Hsu, H. P. (2015). Seriales y Sistemas (Segunda Ed). McGrawHill.

Internacional Centre for Mechanical Sciencie. (1988). Application of System Identification
in Engineering. In H. Natke (Ed.), Application of System Identification in Engineering.
Springer-Verlag Berlin Heidelberg. https://doi.org/10.1007/978-3-7091-2628-8

Isermann, R., & Munchhof, M. (2019). Identification of Dynamic Systems an Introduction
with Applications. In Journal of Chemical Information and Modelling (Vol. 53, Issue
9). Springer Heidelberg Dordrecht London New York.

Kamen, E. W., & S., H. B. (2008). Fundamentos de Sernales y Sistemas usando la Web y
MATLAB (Tercera Ed). Prentice Hall.

Kendall, K. E., & Kendall, J. E. (1993). Andlisis y Diserio de Sistemas (Tercera Ed).

Kunusch, C. (2003). Identificacion De Sistemas Dinamicos. In Universidad Nacional de la

Plata. Universidad Nacional de la Plata.



Lathi, B. P. (2005). Linear Systems and Signals. In Linear Systems and Signals.

Leondes, C. T. (1987). Control and Dynamic System: Advances in Theory and Applications.
In System Identification and Adaptive Control (Vol. 25, Issue P1). Academic Press.

Levin, R., & Rubin, D. (2005). Estadistica para Administracion y Economia (séptima ed).

Prentice Hall.
Ljung, L. (1987). System identification: Theory for the User (Primera). Prentice Hall.

Ljung, L. (1997). System Identification. Prencite Hall Lntemational. http://www.diva-
portal.org/smash/get/diva2:316967/FULLTEXTO1.pdf%0Ahttp://scholar.google.com/
scholar?q=system+identification+1989+soderstrom%2C+t&btnG=&hl=en&as_sdt=0
%2C5#1

Nelles, O. (2001). Nonlinear System Identification. In Nonlinear System Identification.
https://doi.org/10.1007/978-3-662-04323-3

Oppenheim, A. V., & Willsky, A. S. (1997). Sefiales y Sistemas (P. Roig (ed.); Segunda Ed).

Prentice Hall.

Pintelon, R., & Schoukens, J. (2001). System Identification - A Frequency Domain Approach.
IEEE Press.

Proakis, J. G., & Manolakis, D. G. (2007). Tratamiento digital de seniales (Cuarta Edi).
Prentice Hall.
https://books.google.com.mx/books?1d=8rhdNQA ACA AJ&dg=tratamiento+digital+d
etsefiales+4+ed+proakis&hl=en&sa=X&ved=0ahUKEwjSm9Wi5-
DeAhURCawKHZIuCg8Q6AEIKTAA

Rachad, S., Nsiri, B., & Bensassi, B. (2015). System Identification of Inventory System
Using ARX and ARMAX Models. International Journal of Control and Automation,
8(12), 283-294. https://doi.org/10.14257/ijca.2015.8.12.26

Salah-Eddine, M., Sadki, S., & Bensassi, B. (2020). Microcontroller based data acquisition
and system identification of a DC servo motor using ARX, ARMAX, OE, and BJ
models. Advances in Science, Technology and Engineering Systems, 5(6), 507-513.



https://doi.org/10.25046/2j050660

Sanandaji, B. M., Vincent, T. L., Wakin, M. B., Téth, R., & Poolla, K. (2011). Compressive
System Identification of LTI and LTV ARX Models. IEEE Conference on Decision and
Control and European Control Conference (CDC-ECC), 50, 791-798.
https://doi.org/978-1-61284-801-3/11

Walpole, R., Myers, R., & Myers, S. (2007). Probabilidad y estadistica para ingenieria y
ciencias (Octava Edi). PEARSON EDUCACION, S.A.

Wang, L., & Garnier, H. (2014). System Identification, Environmental Modelling, and
Control System Design (Liuping Wang & G. Hugues (eds.)). Springer London
Dordrecht Heidelberg New York. https://doi.org/10.1007/978-0-85729-974-1

Weyer, E. (2000). Finite sample properties of system identification of ARX models under
mixing conditions. Automatica, 36(9), 1291-1299. https://doi.org/10.1016/S0005-
1098(00)00039-X

Yankov, K. (2013). Data Structure of Models in System Identification. Proceedings of the

International Conference on Information Technologies, September, 312—328.



ANEXOS


PC
Texto tecleado
ANEXOS


DBRA

ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DE CHIMBORAZO

DIRECCION DE BIBLIOTECAS Y RECURSOS DEL APRENDIZAJE
UNIDAD DE PROCESOS TECNICOS Y ANALISIS BIBLIOGRAFICO Y DOCUMENTAL

REVISION DE NORMAS TECNICAS, RESUMEN Y BIBLIOGRAFIA

Fecha de entrega: 29 /11/2021

INFORMACION DEL AUTOR/A (S)

Nombres — Apellidos: Andrés Fernando Morocho Caiza

INFORMACION INSTITUCIONAL

Instituto de Posgrado y Educacion Continua

Titulo a optar: Magister en Matematica Mencion Modelacion y Docencia

f. Analista de Biblioteca responsable: Lic. Luis Caminos Vargas Mgs.

Firmado digitalmente
LU | S por LUIS ALBERTO
CAMINOS VARGAS

A L B E RTO :\let?nbor:i:?iento (DN):

CA M I N O S c=EC, I=RIOBAMBA,
serialNumber=0602766
CAVINGS VARGAS Fat
VARGAS Fecha: 2021.11.29 0117-DBRA/—UPT—IPEC—2021

08:49:34-05'00'




