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RESUMEN

El presente trabajo tuvo como finalidad calcular las fluctuaciones escalares sobre una pared de
dominio estéatica 4-dimensional embebida en un espacio-tiempo 5-dimensional en coordenadas
conformes, para empezar, se toma como punto de partida la solucion pared doble al sistema Einstein-
Campo Escalar y las perturbaciones del escenario gravitacional, las excitaciones de la métrica fueron
separadas en modos tensoriales, vectoriales y escalares, las Gltimas determinadas por un par de
ecuaciones tipo Schrddinger cuyas autofunciones comparten el mismo autovalor excepto para el
modo cero. Dichas ecuaciones de resolvieron separando los modos tensoriales, vectoriales y
escalares, para finalmente llegar a dos soluciones de tipo Schrodinger para los modos escalares que
acttan sobre la pared de dominio encontrando estados escalares localizados en 4 dimensiones. Dichas
ecuaciones se las resuelve mediante el método numérico llamado medio incremento usando el
software Mathematica, ambas ecuaciones gracias a un cambio de variable se las puede tratar como
unasola, y son estas soluciones las que nos pueden dar mas informacion acerca del problema tratado,
dandonos un indicio muy solido acerca de la concordancia de nuestro universo, con el planteado por
el presente trabajo, sin embargo, hay que tomar en cuenta las restricciones usadas, siendo una de ellas
el hecho de que al romper la simetria de la pared doble, es cuando realmente se puede observar el

fendmeno de la localizacion de las fluctuaciones escalares.
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SUMMARY

The present work aimed to calculate the scalar fluctuations on a 4-dimensional static domain wall
embedded in a 5-dimensional space-time in coordinates according to begin with, the double wall
solution to the Scalar Field Einstein system and the perturbations of the gravitational stage are taken
as a starting point, the excitations of the metric were separated into tensor, vector and scalar modes,
the latter determined by a pair of equations Schrédinger type whose eigenfunctions share the same
eigenvalue except for the zero mode. These equations were solved by separating the tensor, vector
and scalar modes, to finally arrive at two Schrédinger-type solutions for the scalar modes that act on
the domain wall, finding scalar states located in 4 dimensions. Those equations are solved thereby of
the numerical method called half increment using Mathematica software, both equations thanks to a
change of variable can be treated as one, and these solutions that can give us more information about
the problem treated, giving us a very strong indication about the concordance of our universe, with
the one proposed by the present work, however, we must take into account the restrictions used, being
one of them the fact that when breaking the symmetry of the double wall, it is when it can actually

observe the phenomenon of the localization of scalar fluctuations.

Keywords: <BIOPHYSICS>, <DOMAIN WALLS> <NUMERICAL METHODS>,
<EINSTEIN COUPLED SYSTEM-SCALAR FIELD>, <ASYMMETRIC WALL>,
<SYMMETRIC WALL>, <SCALAR MODES>, <TENSORY MODES>, <VECTOR
MODES >
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INTRODUCCION

En los Gltimos afios se han planteado varios modelos que puedan describir nuestro universo de manera
fisica y matematica, y es gracias a estos modelos que se ha podido resolver varias interrogantes acerca
de nuestra realidad, sin embargo ain hay varios problemas que se intentan resolver, siendo uno de
ellos, el problema de la jerarquia, el cual, para resolverlo se plantea un modelo de nuestro universo,
como un universo 5-dimensional, de las cuales 4 dimensiones son las que se logra percibir, mientras
gue la dimension adicional no debido a la naturaleza de la misma, el universo 5-dimensional tendria
un sector 4-dimensional llamado pared de dominio, donde se concentra una densidad de energia
mayor, dicha pared est4 contenida en la dimension adicional, la cual es mucho més grande, y con

menor densidad de energia haciéndola imposible de percibir.

Para plantear este modelo se recurre al sistema acoplado Einstein-Campo Escalar y a sus soluciones,
las cual nos permite describir matematicamente la pared de dominio, asi como también las leyes
fisicas en dicho sector del espacio, para este caso especifico se obtiene una solucion tipo pared de
dominio para un caso estatico y asimétrico, una vez obtenida dicha solucién se procede a desacoplarla

o descomponerla en modos tensoriales, vectoriales y escalares.

Centrandose en los modos escalares o también Ilamados graviescalares, debido a su relacién con la
gravedad, se realiza un analisis matematico y se procede a hallar autovalores, mismos que nos permite

asociar la gravitacion a la pared de dominio planteada.

Dichos autovalores se los puede construir a partir de la densidad de energia asociada a la pared de
dominio, potenciales y ecuaciones tipo Schrodinger que se obtienen del analisis matematico de los

modos escalares, dando coherencia a la pared planteada y ligando la gravedad a la pared de dominio.



CAPITULO I
1. MARCO TEORICO REFERENCIAL

1.1. Antecedentes

Desde hace ya algunos afios que se trata de resolver varios problemas importantes de la fisica
mediante la adicion de mas dimensiones a nuestro universo, dimensiones que, para explicar por qué
no las percibimos, se las presenta de forma compactificada, sin embargo, aquellas suposiciones no
son las Unicas, siendo posible que las dimensiones extra existan pero no de manera compacta, por el
contrario, siendo estas de un tamafio mucho mayor, conteniendo en su interior a nuestro universo 4-
dimensional, idea que se les ocurrid en el afio de 1983 a Rubakov y Shaposhnikov (Rubakov y
Shaposhnikov, 1983, pp.136-138), siendo este modelo uno de los pioneros en tocar esta afirmacién y como
Randall y Sundrum més tarde lo mencionan en su investigacion “An Alternative to
Compactification”, la escala de Plank estaria determinada por la curvatura de una dimension superior

maés no por el tamafio de esta dimensidn adicional (Randall y Sundrum, 1999, pp.4690-4693).

Gremm en su trabajo “Four-dimensional gravity on a thick domain wall” nos habla también acerca
del acoplamiento de la gravedad a los modos escalares garantizando siempre la invarianza de

Poncaire, partiendo de una métrica de la forma (Gremm, 2000)

3
ds? = e2A0) (dxg . Z dxf) —dr? (L.1)
i=0

donde A es el factor métrico.

También las ecuaciones de movimiento que siguen la accion de la gravedad 5-dimensional acoplada

a un campo escalar, se escriben como

R
S = f @*xdry =g [ = 7701 & 0% 0) = V() (1.2)
av



3
12 — __AII
¢ 2

V() = — (3A'2 + %A”)

Donde S es la accion de la gravedad, g es el determinante de la métrica, ’ es la derivada con respecto

(1.4)

a la coordenada adicional, ¢ es el campo escalar y V(¢) es potencial de interaccion.

Podemos obtener soluciones a las ecuaciones de movimiento que aparecen al estudiar las paredes de
dominio, analizando también los efectos gravitacionales producidos al incluir de manera arbitraria
asimetrias sobre un espacio-tiempo del tipo pared de dominio y no solo eso, ya que también provocan
la interaccion de la gravedad estdndar con el sector 4-dimensional de la pared, llegando a la
conclusion de que dichos campos deben estar sobre el defecto topoldgico, la teoria resultante sobre
la pared corresponde a las ecuaciones de Einstein con constante cosmologica; obteniendo asi que

dichas estructuras representan posibles modelos del universo. (Gremm, 2000).

1.2. Planteamiento del Problema

Hoy en dia es bien conocido que nuestro universo esta conformado por 3 dimensiones espaciales y
una temporal, 0 al menos es lo que se percibe; hace ya varios afios que la idea de un universo 4-D se
ha ido quedando atrds, con el surgimiento de nuevas teorias que lo estructuran con una
dimensionalidad mas alta y tratando de explicar por qué no es posible percibirlas, surgié la teoria de

Kaluza-Klein, en la cual una dimension extra se encuentra compactificada en el orden de10 cm.

Mas tarde, en 1999 Randall y Sundrum plantearon a nuestro universo como una 3-brana inmersa en
un espacio de mayores dimensiones, en el cual es posible reproducir gravedad newtoniana, haciendo
contraste con teorias anteriores a las suyas, como la ya mencionada, ;Do we live inside a domain
wall?” (Rubakov y Shaposhnikov, 1983, pp.136-138), el modelo de Randall y Sundrum expone a nuestro
universo igualmente con 4 dimensiones, pero, por el contrario, la dimensidn extra es muchisimo mas
grande confinando nuestro universo a la pared de dominio 4-dimensional, razén por la cual es
imposible percibir la dimensién extra, dentro de estas soluciones del tipo pared de dominio podemos

hallar varios grupos, centrando nuestro estudio en paredes estaticas.

Para el caso estatico se logra recuperar soluciones del tipo pared doble que logran generalizar la

solucion gruesa de Randall-Sundrum, asi como también del tipo asimétrico, en las cuales, mediante



el analisis numeérico sera posible hallar la fluctuacion de la métrica sobre el sector cuatro dimensional

de la pared en términos de variables invariantes de calibre.

1.3. Justificacion

La importancia del presente trabajo recae en el problema de la jerarquia entre la escala de Planck y la
escala electrodébil tratando de recuperar gravedad 4-dimensional, se parte de que los gravitones
tienden a localizarse en los bordes de una pared doble gruesa en un espacio-tiempo anti de-Sitter

cinco dimensional.

Las paredes dobles son escenarios donde es posible recupera gravedad newtoniana en cuatro
dimensiones y ademas se obtiene una realizacion del problema de jerarquia. Sobre esto ultimo, la
gravedad se atenua entre las subparedes, siendo de intensidad débil en la subpared donde residen las
otras interacciones fundamentales.

Por otra parte, se utilizara métodos numéricos y herramientas computacionales para la realizacion de
célculos, asi como también la obtencion de gréficos que nos ayudaran con una adecuada

interpretacion fisica del fendmeno evaluado.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo General

Determinar numéricamente el espectro de las fluctuaciones escalares de una pared de dominio en
cinco dimensiones apelando a la generalizacion del formalismo de J. M. Bardeen al caso de branas

escalares.

1.4.2. Obijetivos Especificos

e Obtener las ecuaciones de los estados tensoriales hgg y vectoriales V.



e Recuperar la solucién del tipo pared doble al sistema acoplado Einstein Klein Gordon.

e Determinar numéricamente la composicion del espectro de las fluctuaciones escalares sobre
el escenario estatico.

1.5. Marco Tedrico

1.5.1. Pared de dominio y sistema acoplado Einstein-Campo Escalar

1.5.1.1. Sistema acoplado Einstein-Campo Escalar

Ahora partiremos de las ecuaciones de acoplamiento Einstein-Campo Escalar, siendo el sistema, un

conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas en derivadas parciales, las cuales se las
define a continuacion.

1
Gap = Rap — EgabR =Tap (1-5)
1
Tap = VoV — gap 5 VadVio + V() (1.6)
V Ve — —dI;EIj)) =0 (1.7)

donde sabemos que G, Y T,p S0n el tensor de Einstein y el tensor Energia Impulso respectivamente,
donde el altimo representa también la fuente del campo gravitacional, dado por el campo escalar ¢
con un potencial de auto interaccién dado por V(¢). Como ya se conoce g, €s el tensor métrico, el
cual nos proporciona informacion del espacio-tiempo. Y por ltimo tenemos R, que es el tensor de

Ricci el cual nos muestra la manera en la que se curva el espacio y R el escalar de Ricci, también
llamado escalar de curvatura.

1.5.1.2. Pared de dominio

De manera mas precisa podemos definir una pared de dominio como una solucion al sistema Einstein-

Campo Escalar, donde el campo escalar es solamente funcion de la dimensidn extra, ¢ = ¢(z),



interpolando asintéticamente entre dos valores, +, los cuales corresponden a los minimos del

potencial de auto interaccién V().

1.5.1.3. Solucién al sistema Einstein-Campo Escalar

Para nuestro caso, requerimos que el sistema cumpla con las condiciones de una pared de dominio,

es decir:

e El campo escalar debe depender Unicamente de la coordenada adicional ¢ = ¢(z).
e El campo escalar interpola entre los minimos del potencial.
e La geometria del espacio-tiempo puede ser descrita en coordenadas cartesianas (Simetria

plano-paralela).

Tomando en cuenta estas tres condiciones, podemos obtener un tensor métrico en un espacio-tiempo

5-dimensional de la forma

Gap = e*4@ (—dt,dt, + e*Ptdxldx}) + e?4Pdz,dz, (1.8)
donde, ay b =0,...,4; x! =1,2,3, siendo estas las coordenadas espaciales, mientras que z es la
coordenada adicional; con p=0 para el caso de una pared estatica. Entonces con esta métrica y

haciendo uso de la ecuacion (1.5) podemos obtener las ecuaciones de Einstein

Gt—i[A”+A’] GZ —iA’2
t ™ 24 ’ z T g24"
(1.9)
Gl=i[A”+A’] G1=GZ=G3
1 eZA ) 1 2 3
y de igual manera con la ecuacion (1.6) obtenemos las del tensor Energia-Impulso
¢12 ¢12
Tf=—p= —5g2a~ V(®), I7=—-P=5 22— V()
' (1.10)
r= V@), TE =T =13

donde T{ es la densidad de energia p y T es la densidad de presion P.

Si nos fijamos en (1.9) y (1.10) podemos observar que al sumar Gf + GZ = T + TZ, se encuentra que

V(z) = ————[A2 + A" + A'] (1.11)

262A

y al restar Gf — GZ = T} — T7Z se obtiene



P2 =3[A%+ A"+ A'] (1.12)
de esta manera se logra simplificar el sistema Einstein-Campo Escalar a dos ecuaciones diferenciales
parciales acopladas descritas por (1.11) y (1.12).

1.5.1.4. El Bulk

El presente trabajo se centra en el estudio un espacio tiempo 5-dimensional llamado Bulk,
particularmente en las paredes de dominio 4-dimensionales contenidas en el Bulk, las cuales dividen
el espacio-tiempo en dos subespacios con curvatura determinada por el potencial V(¢). La curvatura
del Bulk se la puede hallar mediante el Tensor Energia-Impulso para cuando z — +oo, donde los
efectos gravitacionales de la pared son despreciables, quedando solo la contribucion de la energia del
vacio asociada al espacio-tiempo donde se encuentra la pared. Si en (1.6) tomamos el limite de z —
+o0, los dos primeros términos se anulan debido a que el campo escalar tiende a una constante ¢ —

+, quedando tan solo:

im Top = —Gap ¢lirg(pV(¢) (1.13)

z—+oo

y se reduce también (1.5) a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio

Gap +Mgap =0, A= lim V
ab + Agap Jim () (1.14)

donde A es la constante cosmoldgica; de aqui sabemos que la curvatura del Bulk la obtenemos

entonces del potencial de auto interaccion.

1.5.1.5. Solucién de Pared Doble

Se propone una familia de soluciones del tipo Pared de Dominio estatica, dada por

(1 + (@))%
(1+pz2F1 [%% 1 +%, —(az)*|)

donde o es una constante, {3 es el factor de asimetriay s es el pardmetro de la familia de soluciones.

A(z) —

o (1.15)

Si se despeja A en (1.15) obtenemos la ecuacion



1
= log (1.16)

(1 + (az)?)%s (1+pz2F1 [ 14— —(az)zs])

Donde el término asociado a la constante cosmoldgica es a = 5, para una pared doble tenemos s = 3

Zss

y el término de asimetria se escribe como § = 2.

Resolviendo (1.11) y (1.12), se obtienen el campo escalar y el potencial de auto interaccién para el

caso simétrico

Vv3@s—1) (1.17)
s
V() = 3a25in(2_%) ((%) (@ cos? (g) - 2> —A (1.18)
0 0

donde s = 1,3,5, ... ; la constante cosmolégica es A = —6a?.

¢ = ¢poArcTan(a?z?), by =

Y también una ecuacioén del potencial de auto interaccion para el caso asimétrico

K(d) = a+ —Tanl/ ( )ZFl( Z1 +2—1S _Tan? (qi)) (1.19)
V(h) = -6 (11—0)2 Cos™/s ((%)
- ESm ((%) Tan” /s (d(j)o) k(®) %Tanl/s (%) (1.20)

+ Cos /s (%) (5 25 — (3 + 2s)Cos (id))) k(o) |;

Para poder presentar de mejor manera la Pared Doble se parte del caso simétrico, donde = 0, para

después activar el termino de asimetria donde § > 0, con esto se grafica la ecuacion (1.18 y 1.20).



—100[

—1s0[ -af

Gréfico 1-1: Potenciales de auto interaccion para una pared simétrica (1.18) con
(a =5 y s=3)yasimétrica (1.20) (¢ =1 y s = 5) respectivamente.

Realizado por: Gavilanes Marco; 2020

Se tiene también la densidad de energia para las distintas paredes de dominio, tanto simétrica como

asimétrica con sus respectivas ecuaciones.

(1.21)
p(z) = e 24(=34"2 —34")
Y con la ecuacion (1.21) podemos graficar la densidad de energia
500 ECIZ]; -
1jpoo [ 100 [
| 0o A L T

04 0.2 | \ 0.2 0.4 -1000 [

-500

-2000 [
-1000 |
-— -3000 [

-1500 L

Gréfico 2-1: Densidad de energia para una pared simétrica g =0 y asimétrica g > 0
respectivamente.

Realizado por: Gavilanes Marco; 2020

1.5.1.6. Gravitacion de Einstein sobre la Pared de Dominio

Aqui se demuestra que las ecuaciones de gravitacion de Einstein con constante cosmolégica

corresponden con la descripcion dindmica de la pared de dominio, dividiendo el espacio 5-



dimensional en dos subespacios 4-dimensionales creando un muro entre dichos subespacios, donde

la métrica sobre dicha pared es

Bmn = —dtpdt, + e?Pt(dxl,dx}) (1.22)
dondemyn =0,...,3 y las componentes del tensor de Einstein asociado a (1.22) diferentes de cero
son

att = 3S2' Cll = _382e28t, 611 = GZZ = 633 (123)
de esta manera (1.23) podemos escribirlo como
Gmn = _BBZAmn (1.24)

donde " es usado para aquellas componentes asociadas al espacio-tiempo 4-dimensional. Ahora para

el espacio tiempo de 5-dimensiones tenemos la siguiente métrica

gap = €2A@(—dt,dt, + e?Ptdxidx}) + e2APdz,dz, (1.25)

aqui se puede observar que

y por lo tanto las componentes del tensor de Einstein diferentes de cero para (1.26) son:

G, = 3B2 —3[A" + 4, G,, = —6B%e” + 6[A'?],
tt zzZ B [ ] (127)
Gy, = —3PB%e?Bt 4+ 3e2Bt[4" + A'], Gi1 = Gaz = G33
las cuales podemos reescribirlas de la siguiente manera
Gpn = :SBZAmn TIS[A’: i’ A’]gmn (1.28)
= Gmp + 3[A" + A'8mn
de esta manera también el tensor Energia-Impulso (1.6) se reduce a
¢
Ton = 2Agmn 2e24 + V(d))] (1.29)
por lo cual ahora se puede construir las ecuaciones de Einstein G, = Tiun
s ¢'?
G + 3[4 + A']8n + €24 [Ze“ + V(q))] B =0 (1.30)
aqui se nota que
¢ + A" A+ (1.31)
2 ZA (q)) 2A B ] )

por lo tanto, las ecuaciones de Einstein quedan reducidas a
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G + AoBmn = 0, A, = 3B (1.32)
Entonces con la ecuacion (1.32) queda demostrado que el comportamiento del espacio-tiempo sobre
la pared estéa descrito por las ecuaciones de Einstein en el vacio con constante cosmoldgica A,. De
esta manera se garantiza que estas estructuras (Paredes de Dominio) representan posibles modelos

del universo (Zoghbi, 2006, pp.1-5).

1.5.2. Espectro de Fluctuaciones Gravitacionales

1.5.2.1. Perturbaciones Gravitacionales

En el trabajo “Localizing gravity on exotic thick 3-branes” se propone una generalizacion para
obtener las ecuaciones que describen las perturbaciones del espacio-tiempo descritas a continuacion

(Castillo-Felisola et al., 2004).

Para g, Y ¢ soluciones exactas al sistema Einstein-Campo Escalar formado por (1.5), (1.6) y (1.7).
Entonces se puede plantear una familia de tensores métricos g,;, (1), asi como también una familia
de campos escalares $(A), ambas uniparamétricas y solucion del sistema Einstein-Campo Escalar,

tal que:

8ab = 8ap + Ahyp, $ =6+ A0 (1.33)
donde h,, Yy @ representan la perturbacion de la métrica y el campo escalar, respectivamente. De

manera que a primer orden se tiene

d . B d~|
g 8ab|,_ = hav, 5\¢|;\=0 = 9. (1.34)

Las ecuaciones de Einstein-Campo Escalar, escritas en la forma de Ricci, para g, estan dadas por

~ ~ 1. - . e o~ 1 o ~
Rap = Tap — §gabTr Toe = Vo dVypd — Goc [Egbdvb(bvdq) + V(d))] (1.35)

donde T = G*T,,,. Para el campo escalar perturbado &, se tiene

5abyg T F _ dV((T)) _ 1.36
g2PV. Vo b ry: =0 (1.36)

Para hallar las ecuaciones que describen la dinamica de la perturbacion h,;, de primer orden, se

diferencia (1.35) con respecto a A y se iguala A = 0,
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d -

d . 1d
d_}\Rab =

=—T - =
a0 dA “"LO 3d\

Al desarrollar cada uno de los términos se obtiene

[Ban Tla=o- (1.37)

1 1
- EDhac - Evavc(gbdhbd) + V(aVPhey + RE% hpa + RPsahoyp

D-5 bd D-5 bd
=2V,LeVyo + Thacg VpdVad — Tgach VpdVad (1.38)

D-5 4 D-3 D-3 dv
+ T 8ac8 Vb(PVdCIJ + T hacv(q)) + T Bac d_d) @,
donde o es el D’Alambertiano 5-dimensional dado por o = g2PV,V,,. Al mismo tiempo la dindmica

del campo viene dada por la siguiente ecuacion:

1 d?v
—h?*V,Vyd — Egabng(vahbd + Vphag — Vahap)Ved + 2PV, V0 — dTbZCP = 0. (1.39)

1.5.2.2. Parametrizacion de las fluctuaciones gravitacionales

Para poder describir las fluctuaciones gravitacionales, se parte de las fluctuaciones de la métrica, es
decir, de la ecuacion (1.38 y 1.49), observando asi que dicha ecuacion contiene modos tensoriales,
escalares y vectoriales; los cuales pueden descomponerse mediante la invariancia de Poincaré 4-

dimensional (Giovannini, 2002)

TT —-A
by, = et 2hfy +2 a(“f) + 20,0 +20,0,E e (D;A+ 9,C) (1.40)
e~*(D, +9,C) e 2w
aqui se puede encontrar un sector transverso y sin traza, hﬂ, esto quiere decir
hy™=0 OMRIT =0 (1.41)
y también los vectores f,, y D, con divergencia 0,
M, =0 "D, =0 (1.42)

Cuando se sustituye la métrica (1.26) y la parametrizacion del tensor h;, (1.40) en la ecuacion (1.38)
obtenemos tres ecuaciones, las cuales representan la parte tensorial, vectorial y escalar de las

fluctuaciones respectivamente.
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(—e* 0P ag — 02 — 44" 0, )h[Y + 0, [3e7ADyy — fy — 4A'f)) + e 2D}
+ M [_e—ZA 9B aﬁ(q‘[ + e2AQE — eAAIC) _ l.|J” _ 814’11]’]
+Nw[84%w + A'w' + 24" w]

(1.43)
+ N[ (@ +2¢) — E" —4A'E' + e AC" 4+ 34'e7AC]
_2dv
1
—5e 40P ap(D, — ) + 0,340 = 3U' — ') = 0 (1.44)
—e 24 0P9g(w + E" + 2e*AA'E' — eRA'C — eAC") — 40" — BA'Y' + 44" o'
(1.45)

2dv
" 2,0 _ ror g - —
+2A"w+ 84w —2¢ @ +3d¢cp 0

Y finalmente de (1.39) se obtiene la ecuacion para el campo escalar junto con fluctuacion

correspondiente

e‘“c’?ﬁaﬁ(go —ed¢p'C+e?E'¢p')—2(¢p" +4A4'pNw— P’ w' + 4¢" Y + "
42V (1.46)

1.5.3. Transformaciones de calibre

En las ecuaciones (1.43 - 1.46) se puede apreciar que existe un acoplamiento entre las fluctuaciones
de la métrica y las fluctuaciones asociadas al campo que genera la pared. Con la intencién de
establecer la localizacion de los distintos modos sobre la brana, se debe definir una serie de variables
gue sean invariantes bajo transformaciones infinitesimales de coordenadas, lo cual nos permite
trabajar sin depender del espacio sobre el cual se trabaja, y asi poder escribir en funcion de dichas

variables las ecuaciones de las fluctuaciones de la métrica.

1.5.3.1. Ley de transformacion de las fluctuaciones
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En relatividad general existe una libertad de calibre asociada al grupo de difeomorfismos. Esto
implica que en dos perturbaciones, hy,, Yy hy, representan la misma perturbacion fisica si y solo si
difieren un "difeomorfismo infinitesimal" de la métrica, que es generado por un campo vectorial €4,
cumpliéndose para la transformacién de coordenadas que (wald, 1984), dicho de otra manera, las

ecuaciones linealizadas de Einstein son invariantes bajo transformaciones infinitesimales

X2 = x% 4 € (1.47)
Por otro lado, la perturbacion de la métrica tiene la siguiente libertad de calibre

hab = hab - ZV(aEb) (148)
El campo vectorial €, puede ser expresado explicitamente si se considera la métrica dada por la

ecuacion (1.1)

€= (e** €,,€) (1.49)

El vector €, puede ser expresado en funcion de la derivada de un escalar y de un vector transverso

€,=0, € +(,, ", =0 (1.50)
Una vez que se conoce como transforma el tensor h,;, (1.48), se puede obtener las transformaciones

de todos los campos asociados al tensor.

Para empezar, se considera la parte 4-dimensional de h,;,, y para obtener las transformaciones de los

escalares E y s se calcula g*Vh,,,, obteniendo

s

T=y-4¢ (1.51)

E=E—¢€ (1.52)
Para encontrar como transforma el campo vectorial £, se calcula 0" Euv

fu=/fu—0 (1.53)
Se considera también las componentes a lo largo de la coordenada adicional. Para encontrar la
transformacion de los campos C y D, se calcula la divergencia auﬁw de la parte vectorial de hy,.

Obteniendo

C=C-efe—ethe, (1.54)
Dy =Dy —e’d, (1.55)

La transformacion del campo escalar w se lo encuentra calculando o"h,.,
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®=w—€, (1.56)

Para finalizar, la transformacion de la perturbacion del campo que genera la pared, o, es

P=¢@—-¢' & (1.57)

1.5.3.2. Variables invariantes de calibre

Para facilitar el trabajo se trabajara en coordenadas propias, se definen unas variables invariantes de
calibre partiendo de las transformaciones hechas a los campos escalares y vectoriales involucrados
(1.51-1.57).

Los grados de libertad de la transformacion determinan el nimero de variables a definir (Giovannini,

2002). De acuerdo con esto, la funcion de calibre ¢, permite definir la variable vectorial Vu dada por:
S A s
V, =D, —ef, (1.58)
Mientras que las transformaciones para las funciones escalares involucran a € y €,., por lo que se

definen las dos variables siguientes:
F'=y+A'(e?E' - e“C) (1.59)
0 =®—eAC +e?AE" — A'e“C + 24'e*AE’ (1.60)

También se define una variable invariante de calibre asociada a las fluctuaciones del campo que

genera la pared, es decir, . Entonces:

X=0+e*p'E —ef¢p'C (1.61)
Es posible escribir las ecuaciones (1.59 - 1.61) de una manera mas simple, si se establece que

Q = e?AE' — eAC (1.62)
Por lo tanto, se tiene
F=y+AQ (1.63)
0=+ (1.64)
X=9+¢'Q (1.65)
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Sabiendo que las nuevas variables son invariantes de calibre, tal que T=T, Q=Qy ¥, =V, se
pueden reescribir las ecuaciones de los modos de fluctuaciones (1.43 - 1.46) en funcién de las

variables mencionadas.

(—e 2A0Pag — 02 — 44’ 0, )hjy + €740, (8, + 34DV,
+0,0,[-e 24O+ 2r —24'0 - Q") —44'E —E" + e A(34'C

+ CI)] + nuv[_e_ZA 6[3 aBF _ (FII _ (AIQ)H) — 84’ (1-/ _ (AIQ)I)] (166)
2 " ! ! ! " 2 ! dV
+ny [(BA™ +247)(0 — 0 + A(0" — )] = oy (X — ¢ Q)@
—%eA 9P gV, +0,[34'(0— Q) —=3(I" = (AQ)) - d'(r—d' W] =0 (1.67)
—e 22 9P 930 +44'(0' — Q) — BA'(I" — (A'Q)") —4(I"" — (A'Q)")
! ! ! 12 " ! 2 ! dV (168)
—2¢'(x — (¢'Q)") + (84" + 24 )(@—Q)=§(x—¢ﬂ)@

Finalmente, la ecuacion para el campo escalar y su fluctuacion en funcion de las variables invariantes

de calibre es:

0P apx—2(¢" +44'¢)(O — Q) = ¢/ (@' = ) + 4¢' (I' — (A'D)")

d2v (1.69)
d¢?

Las ecuaciones para los distintos modos de las fluctuaciones dependeréan de la fijacion de calibre que

+44 (' = (@D +x" = (@D = - ¢'D)

se haga. Existe una escogencia de calibre en particular con la que se logra eliminar los grados de
libertad no fisicos (aquellos que no pueden ser escritos en funcion de las variables invariantes de
calibre) y en Gltima instancia permite el estudio de la localizacion de los distintos modos sobre la
pared. Esta escogencia de calibre es una generalizacion del calibre longitudinal, donde todas las
componentes escalares fuera de la diagonal de la métrica perturbada son nulas (Rojas, 2013, pp.16-18),

tal que:
E =0, C=0, fu =0 (1.70)

De esta forma, los parametros de la transformacidn de calibre pueden ser fijados por completo:

€E=E, €.=(E'—-0), =1, (1.71)
Con lo impuesto en (1.70) es inmediato ver que la funcion Q definida en (1.62) es igual a 0, asi como

todas sus derivadas. Por lo tanto, los términos dependientes de Q que aparecen en las ecuaciones de
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los distintos modos se anulan. Eliminando entonces la tilde de las variables en las ecuaciones para los

distintos modos de las fluctuaciones, se tiene que:

(—e2A9P9g — 02 — 44" 0,)hTT + €749, (9, + 34V,
+ M [—e 724 9B 9T — T — BA'T' + (8A'? +24")0 + A'0']

(1.72)
2 dv
—2A _
+0,0,[—e24(0 + 2I)] —§nw)(£
1 —-A 3 ’ ’ ’
—5e 80P 0yl +0,[34°0 — 31" — ¢'x] = 0 (1.73)
—2A 3B rQ’ s " 11 2 17 2 dv
—e0P 050 + 44'0/ —BAT' —4T" — 20y’ + (84 + 24)0 = Sy 3o (1.74)
—-2A47 " Y Y e o1 " dZV
e 0P 0px — 2" + 44410 = $'0' + 4§ T + 4NN 4" = g (1.75)

Se puede por conveniencia reescribir las ecuaciones (1.72 - 1.75) en un sistema de coordenadas

conformemente planas, definidas por:

Z= f e"AMdr (1.76)
De este cambio también surge un cambio en la métrica (1.1)
ds? = e*A(ndxtdx’ + dz?) (1.77)
dr = e™4dz (1.78)
debido a este cambio las ecuaciones de los modos de las fluctuaciones podemos escribirlas en sus
nuevas coordenadas
(—0Pag—34"0,—02)hiy +9,(d, + 34")Vyy — 8,0, (2T +0)
+ N[ 0P 0T — 7AT' + (6A™* +24")0 + A'®' —T"

(1.79)
2 dv
:§eZAnqu%
1 B [ i !
—50P 9V, +0,[34°0 = 31" —¢'y] =0 (1.80)
ray/ rp/ " [ 12 " 2 2A dV
— 0P 90 +44'0" — 4A'T —4T" — 24"y + (64"* + 24 )0 =ze *36 (1.81)
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0Popx —2(¢" +4A'$NO — 'O+ 4¢'T' + 34 + 5" = xe*A—— (1.82)

1.5.4. Desacoplamiento de los modos de las fluctuaciones

Se puede desacoplar los modos tensoriales, vectoriales y escalares del sistema acoplado Einstein-

Campo Escalar, para ello primero se considera la parte no diagonal de la ecuacion (1.79), obteniendo:

(—0Pog —34'0, —02)hiy + 9, (3, + 34" )V,y — 9, 0,(2T' + ©) =0 (1.83)
Todos los términos que aparecen en esta ecuacién dependen de campos que satisfacen restricciones

cinematicas que los hacen independientes.

(—oPag—34'd,—02)hIT =0 (1.84)
9,0, + 34,y =0 - (9, +34)V,, =0 (1.85)
9,0,(2I+0) =0 > 2r+0 =0 (1.86)

Después se puede considerar la parte diagonal de (1.79)

2 dv
_AB _ Al 12 " ' — T = a2A
0P 0pT — 7A'T" + (6A™ +24")0 + A0 — "' = e 1%

Ahora se toma la ecuacion (1.80), se sabe que la divergencia de I/, es igual a 0, por lo tanto, se obtiene

(1.87)

1

> o8 gV, =0 (1.88)

0,[340—3I"-¢'x] =0 (1.89)
La ecuacion de los modos tensoriales (1.84) se la puede escribir también como una ecuacion tipo
Schrodinger mediante una separacion de variables, escribiendo hE‘T como el producto de una funcion

de las coordenadas espaciotemporales y una funcién de la coordenada adicional, obteniendo

hiy = e 342Xy, (7) (1.90)

de esta manera se elimina el término de la derivada de primer orden, obteniendo

18



donde m? = p"py y su potencial Vg se escribe como

9 3
Voo = 242 42 g0 1.92
Qu = 7 A7+ 5 (1.92)

evaluando el potencial se puede hallar dos pozos, como se muestra en el grafico 3-1 y su respectivo

modo 0 localizado

vam v

40t

-1.0 -05 \j 0.5 1.0 4t
20 | L

-40

-05

Gréfico 3-1: Potencial para los modos tensoriales y modo cero localizado respectivamente.

Realizado por: Gavilanes Marco; 2020

Para los modos vectoriales, sin embargo, no se encuentran autofunciones o estados acoplados para

una pared doble asimétrica con comportamiento estatico.
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CAPITULO I

2. MARCO METODOLOGICO

2.1. Ecuaciones de los estados tensoriales, vectoriales y escalares

Como se observa en el Capitulo | en la seccién de la parametrizacién de las fluctuaciones
gravitacionales, se separa ecuacion de la fluctuacion de la métrica en los distintos modos tensoriales,

vectoriales y escalares, obteniendo las ecuaciones (1.43 - 1.46).

2.2. Solucion para los modos escalares

El modo de interés en la presente investigacion es el modo escalar, el cual, para obtenerlo se empieza

restando la ecuacién (1.87) y (1.81)

ok 0g(@—T)—34'0" —3AT" +3T" +2¢'y' =0 (2.1)
Usando la ecuacién (1.86) se puede eliminar © dejando (2.1) en funcion de T y las fluctuaciones del
campo
—30P 0T + 3AT" +3I" +2¢'x' =0 (2.2)
Se despeja (2.2) haciendo uso de (1.86) y (1.89) de manera que x queda en funcién de I'

—6A'T —3I"
X=—"7— (2.3)
¢
Se sustituye (2.3) en (2.2)
B /] q)” ’ 17 ¢” ’ ’ " o__
—0vdgl'+| 34 —ZE '+4(4 —?A M"+r'" =0 (2.4)

Se puede proponer un cambio de variable
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2 . ~
Y= ip r, Y = eP*Y(2) (2.5)
Se despeja I' en funcién de Y y se remplaza en (2.4), obteniendo asi una ecuacion tipo onda
donde
5 9 ¢II ¢II 2 ¢III
| =g A2 rr_ I 27
Vomy ( A A A 2<¢,>+¢, (2.7)

El segundo modo escalar se obtiene a partir de (1.82) la cual se deriva de la ecuacién de Euler-

Lagrange para el campo perturbado @. Se propone un cambio de variable de la siguiente forma

= e%A <x - %) r (2.8)

[1]

Para demostrar que la ecuacion tipo Schrodinger (2.8) esta en concordancia con la ecuacion (1.82) se
parte de una ecuacidn tipo onda

(c*c™+0Pag)E = (2.9)
donde
Z' 3,0
Ci:iaz+7' Z=eZAI (210)

Se desarrollan los operadores C* 'y C~, obteniendo

! ! 2
—9%2+49 Z Z 0Pa, |2=0 2.11
zt0, 7 + 7 + 5 ( )

se sustituye (2.8) en (2.11), y después de despejar sumar y hacer las operaciones correspondientes, se

llega a una ecuacién

" . B 4¢/I , 2¢,A” , ., A,, )
X' +3Ax +0"0px - A’F+ VG I'—4(¢ _T(p T
¢” ¢/H 2¢IIAII Anr Z(A”)z (212)
— 3A’__3AII ey a4 a —0
( T Y IV )X

De la ecuacion (1.87) se despeja I'" quedando en funcién de ' y y, y haciendo uso de la ecuacion
(1.12) ¢'? = 3[A"? + A" + A'] laecuacion (2.12) se simplifica

X' +34 % +0Pdpx +4¢"T = <3A’ % —34" + %)x (2.13)

Ahora tomamos la ecuacion (1.89) y mediante (1.12) obtenemos
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2ndV@) _
dp

después de aplicar una transformacion a coordenadas conformes, obtenemos

—e?A4A P+ ¢ (2.14)

dv*(¢) " 9"
e?h =— (3A” + 34—+ ) (2.15)
d¢? ¢ 9
Una vez hecho esto, se sustituye (2.15) en (1.89) para despejar I'’, obteniendo
17 I B "y /¢” 17 ¢,”
X' +3A ) +0P0px +49"T = SAW—SA +¢, X (2.16)

de tal forma que, como se logra apreciar (2.16) y (2.13) son exactamente iguales demostrando que

con el cambio de variable (2.8) puede escribirse (1.89) como una ecuacion tipo Schrodinger

(—0Z + Vou, )E = m?E (2.17)

donde el potencial mecanico cuantico esta dado por (Rojas, 2013, pp.33-45)
9 ¢II 3 ¢III 2¢”A” AHI 2A”2
Vome =-A%2+34 ——-A"+— ———— —— + —— 2.18
QMg 4 ¢)/ 2 ¢I ¢’A’ A’ A2 ( )
de esta manera nos quedan las ecuaciones (2.6) y (2.18) cuyas auto funciones seran analizadas en el

Capitulo 111 del presente trabajo.
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CAPITULO 1l

3. MARCO DE RESULTADOS Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Partiendo entonces de las ecuaciones tipo Schrodinger obtenidas en (2.6) y (2.17) se procede a obtener
los autovalores de dichas ecuaciones, utilizando el método del medio incremento, con la ayuda de
herramientas computacionales, siendo Mathematica la herramienta a usarse en el presente trabajo,

debido a la facilidad que tiene para evaluar ecuaciones diferenciales y graficarlos de manera precisa.

Para aplicar el método del medio incremento primero se despeja la segunda derivada en las ecuaciones
(2.6) y (2.17) obteniendo

078 = (Vou, — m*)E (3.2)

una vez despejada la segunda derivada se procede a aplicar el método descrito a continuacion

Upy1 = U, +Au (3.3)
d d Au
L ~ 4y C— (3.4)
du1/2 duO 2
d d
v = v + CAu (3.5
dun+(1/2) dun—(1/2)
ay
Wit = Yy + ———Au (3.6)
n+(1/2)

Para aplicar el método se cambia la segunda derivada por una constante cualquiera siendo 02 = r

para la ecuacion (3.1) y 82 = f para la ecuacion (3.2) obteniendo

r = (Vom, — m?)Y (3.7)

Entonces se empieza partiendo de las ecuaciones del potencial correspondiente a (3.7) y (3.8), las
cuales son (2.7) y (2.18) respectivamente, la ecuacién (1.16) se puede reemplazar en (1.12) y despejar

¢, obeteniendo
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¢ = V3@2s—1) ArcTan(a z° (3.10)

Con las ecuaciones (3.9) y (3.10) podemos graﬂcar los potenciales (2.7) y (2.18)

Vau= Vg,

0.1 0.2

0.4 0.z \ E

Gréfico 1-3: Potenciales (2.18) y (2.7) para z entre (-0.7, 1) y (-0.1, 0.1) respectivamente, se
encuentra un pozo entre -0.2 y 0 para (2.18) y -0.06 y 0 de tamafio muy pequefio para (2.7).

Realizado por: Gavilanes Marco; 2020

ahora se puede evaluar la ecuacion tipo Schrodinger (2.6) y (2.17) en el pozo entre -0.2 y O del
potencial (2.18) y el pozo entre -0.06 y 0 del potencial (2.7), con la intencién de hallar autovalores
contenidos dentro de dichos pozos, para lo cual se aplica el método descrito en las ecuaciones (3.3-
3.6) obteniendo los siguientes autovalores

-®20 -0.15 -0.10

10f i
: % 003}
0s5f %

-0.20 -0.15 -0.10 -0.05 Y -0.041

Gréfico 2-3: Valor de m = 913 para las ecuaciones (2.17) y (2.6) respectivamente.

Realizado por: Gavilanes Marco; 2020
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1ol 0.04%

-0.20 -0.15

=001

=002

Gréfico 3-3: Valor de m = 2115 para las ecuaciones (2.17) y (2.6) respectivamente.

Realizado por: Gavilanes Marco; 2020

-0.20 -0.15 B -0.10 -0.05

’ -003f
U _ [ o

Grafico 4-3: Valor de m = 3800 para las ecuaciones (2.17) y (2.6) respectivamente.

Realizado por: Gavilanes Marco; 2020
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Grafico 5-3: Valor de m = 5970 para las ecuaciones (2.17) y (2.6) respectivamente.

Realizado por: Gavilanes Marco; 2020

como se puede observar para ambos potenciales se encuentran autovalores en el mismo sitio, por lo

tanto, se puede concluir que las autofunciones vienen en pares.
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Acorde a los objetivos del trabajo se puede analizarlos acorde a los avances realizados, gracias al
procedimiento realizado se pudo hallar las ecuaciones de los estados tensoriales y vectoriales
partiendo de las ecuaciones de Einstein y del Tensor Energia-Impulso propuestas en (1.5) y (1.6) para
después llegar a la ecuacion (1.79) para los modos tensoriales y (1.80, 1.81) para los modos
vectoriales cumpliendo asi con el primer objetivo.

Gracias a las ecuaciones de los modos escalares podemos obtener las soluciones tipo pared de
dominio para el caso estético, el cual se la representa en forma de ecuaciones tipo Schrddinger las
cuales estan descritas en (2.6) y (2.17), cumpliendo asi con el segundo objetivo propuesto; para
después mediante el método numérico del medio incremento descrito en las ecuaciones desde (3.3) a
la (3.6) podemos graficar los autovalores tal y como se muestra en los gréficos (2-3) a (5-3)

cumpliendo asi el tercer y Gltimo objetivo.
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CONCLUSIONES

e Sellegd a los estados Tensoriales y Vectoriales a partir de las ecuaciones de Einstein y el tensor

Energia-Impulso partiendo de la métrica establecida para el espacio-tiempo 5-dimensional.

e Sehallo lasolucion al sistema acoplado Einstein-Capo Escalar, encontrando asi una pared doble
asimétrica del tipo estatica, misma que parte de una pared doble simétrica, en donde no se
encuentran estados sino hasta activar el termino de asimetria (a), siendo la solucién asimétrica

de gran utilidad para poder hallar las fluctuaciones escalares acopladas en dicha solucién.

e Mediante el método numérico del medio incremento se hallaron los autovalores asociados a la

composicidn de las fluctuaciones escalares para un escenario de pared doble estatica.
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RECOMENDACIONES

e  Estimar la contribucion de los modos escalares al potencial de interaccion 4-dimensional, a partir

de las soluciones numéricas de los mismos.

e Enel método del medio incremento es importante trabajar con un incremento A muy bajo ya que

mientras mas bajo es el incremento, mas precisa se vuelve la aproximacion numeérica.
e Paravisualizar la gréfica de los autovalores de mejor manera es importante hallar un equilibrio

entre el nmero de puntos y la potencia del computador usado, ya que a mayor cantidad de puntos

aumenta la continuidad del gréfico, pero también aumenta la demanda computacional.
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ANEXOS

ANEXO A: Codigo del programa en Mathematica

1
Alz_] = Log|

1;

1
1+ (az)?$)zs(1 + ,BZHypergeometriCZFl[%%, 1+ %, —(az)?s])

3(2s — 1)ArcTan[a®z°]

plz_] = .
V0] = 6a? + 3a2Sin[—— 5 (25 + 3)Cos————? — 2) + 64 — 300;

} J3@2s—1) 2 J3@2s—1) '

S S

k[®_] +1T [ ¢ 1/sH t'2F1[111+1 Tan][ i 121

] =a+ —Tan[—————= ypergeometric —,—, —, —Tan[————=—]"];

10 J32s —1) 2s's 2s 32s—1)
S S

V3[®_] = —6(%)2C05[L]2/5

32— 1)
S
i PTan— 2k [b) 2 Tan[ Vs
4 " [32s-1) J3@2s—1) 10
S S

J3@2s—1)

S

® _2 29
+ Cos[————]"%/5(5 — 25 — (3 + 25)Cos[————])k[P]);

B S
1 9 9,A[2]9,, 0z,2 02,22
Vi[z] = _2(532_2,4[2]) + Z(aZA[z])z + E’JZ]¢[}]¢[Z] + 2 & (Z’[[ZZ]])Z - '¢(fz[]Z];
_9 3(0,A12)0,,912]) 3 0529171 20,4219, A12]
V2[z] = 3 QpAlz]) + = = 5 0 Al = e AT
az,z,zA[Z] aZ,ZA[Z] .
B azA[Z] * 2( aZA[Z] )2’

p = Exp[—24](-3(0,A[z])* — 30,,Alz])

9 3
Va[z_] = 7 (05Alz])* + > 9z,4lz];



b = Plot[V1[z],{z,—0.5,0.5}, AxesLabel - {z, Vo, }, PlotStyle — Red, LabelStyle
— Directive[Bold, 11]]

¢ = Plot[V2[z],{z,—0.7,1}, AxesLabel - {z, Vou_}]

d = Plot[V[®],®,0,3];

e = Plot[V[-®],{®, —-3,3}];

g = Plot[¢][z], {z,—3,3}]

h = Show|d, e, PlotRange — All, AxesLabel = {¢,"V (¢)"}]

j2 = Plot[V3[®], {®, 0,1.5}, PlotStyle — Red];

m = Plot[Re[V3[®]], {®, —1.5,0}, PlotStyle — Red];

n = Show([j2, m, PlotRange — All, AxesLabel = {¢,"V ($)"}]

o = Plot[p]z],{z, —0.5,0.5}, PlotStyle —» Red, AxesLabel —= {z, "p(z)"}]

t = Plot[V4([z],{z, —1,1}, AxesLabel — {z, Vo }, PlotRange — All]

Ac = 0.001;

0y =0;

zy = —0.7;

dQ, =1;

u = (V4[zy] — m)y;

ulo
3 2
0, =y +dQiAo;
2
Z1 = zg + Ac;

v = ListPlot[{{zy, 20}, {21, 21 }}];

Manipulate[For[i = 1,i < 2000,i + +,



ul = (V4[z;] — m)Q;;

dQ. 1 =dQ. 1+ ulAo;
l+E l—E
01 =02; +dQ_ 1Ac;
l+§

Ziv1 = z; + Ac;

x[i, 1] = zi44;

x[i, 2] = 2144];

w = ListPlot[Array[x, {i, 2}], AxesLabel — {z, W}];

Show[w, v],{{m, 2.175, "Masa"},0,2500,1, Appearance — "Labeled"}, ContinuousAction
— False, TrackedSymbols :» {m}]

Ac = 0.001;
¥y = 0;

zy = —0.2025;
d¥, = 1;

r = (V2[zo] — m)¥;

rAc

5 2

2

Z4 = zg + Ac;

J = ListPlot[{{z,, ¥}, {z1, ¥1 }}];
Manipulate[For[i = 1,i < 200,i + +,
rl = (V2[z;] -m)¥;

d¥. 1 =d¥. 1+ rlAc;
l+§ L_E



l+7

Ziv1 = z; + Aoc;

x[i, 1] = zi44;

x[i, 2] = Yia];

p = ListPlot[Array|[x, {i,2}], AxesLabel — {z,Z}];

Show|p, j], {{m, 400, "Masa"},400,2500,1, Appearance — "Labeled"}, ContinuousAction
— False, TrackedSymbols = {m}]

Ac = 0.001;
Yo =0;

to = —0.2025;
dyo =-1;

f = (V1[te] = m)vpy;

rAo

dy = dyo + ——;

1
2

Y1 =Py +dyido;
2

t; =ty + Ac;

k = ListPlot[{{ty, Yo}, {t1, Y1 }}];
Manipulate[For[i = 1,i < 200,i + +,
f1 = (V1[t;] — m)y;;

dy. + flAc;

17
)

dllji_l
2
Vis =i + AP, 1003

ti+1 = ti + AO';

YL, 1] = tiyq;



Y6, 2] = Yisal;
l = ListPlot[Array[y, {i, 2}], AxesLabel = {z,Y}];

Show[l, k, ImageSize — {800,500}], {{m, 400, "Masa"},400,2500,1, Appearance

— "Labeled"}, ContinuousAction — False, TrackedSymbols = {m}]
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