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RESUMEN

El objetivo de esta investigacién fue localizar gravedad en una pared de dominio doble; sus
objetivos fueron ampliar la lista sobre los defectos topoldgicos del tipo pared de dominio doble,
y el de aportar al estudio de los ya existentes. Se recuperd una pared de dominio previamente
reportada en la literatura y se encontrd una nueva pared de dominio doble estatica, en
coordenadas de longitud propia. Para graficar las paredes, y para una mejor visualizacion de las
soluciones, se us6 Wolfram Mathematica 12.3 Student Edition. Los resultados consistieron en
dos soluciones cuyos campos escalares interpolan asintéticamente entre los minimos de sus
correspondientes potenciales de autointeraccion. La nueva solucidon se expres6 como una
familia de paredes de dominio, en coordenadas de longitud propia. Las observaciones
realizadas a cada solucion se enfocaron en las gréficas resultantes del factor métrico, potencial
de autointeraccién, campo escalar, densidad de energia y potencial mecanico-cuantico. Como
conclusiones se obtuvo que ambas soluciones son fisicamente diferentes, y poseen una
estructura interna donde se puede localizar gravedad newtoniana estandar. Con respecto a la
nueva solucién en coordenadas de longitud propia, se recomienda encontrar una expresion
general para el factor métrico, calcular el valor de la constante cosmoldgica, y hacer un analisis

detallado de sus caracteristicas gravitacionales.

Palabras clave: <FISICA>, <FLUCTUACIONES GRAVITACIONALES>, <PAREDES DE
DOMINIO>, <TEORIA DE CAMPOS>, <EINSTEIN-KLEIN-GORDON>.
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SUMMARY

The aim of this research was to locate gravity in a double domain wall; its objectives were to
extend the list of topological defects of double domain wall type, and to contribute to the study
of existing ones. A domain wall previously reported in the literature was recovered and a new
static double domain wall was found, in proper length coordinates. Wolfram Mathematica 12.3
Student Edition was used to plot the walls, and for a better visualisation of the solutions. The
results consisted of two solutions whose scalar fields interpolate asymptotically between the
minima of their corresponding self- interaction potentials. The new solution was expressed as a
family of domain walls, in coordinates of proper length. Observations made on each solution
focused on the resulting plots of the metric factor, self-interaction potential, scalar field, energy
density and quantum-mechanical potential. As conclusions it was obtained that both solutions
are physically different and have an internal structure where standard Newtonian gravity can be
located. Regarding to the new solution in proper length coordinates, it is recommended to find a
general expression for the metric factor, to calculate the value of the cosmological constant, and

to make a detailed analysis of its gravitational characteristics.

Keywords: <PHYSICS>, <GRAVITATIONAL FLUCTUATIONS>, <DOMAIN WALLS>,
<FIELD THEORY>, <EINSTEIN-KLEIN-GORDON>.
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INTRODUCCION

Los defectos topoldgicos del tipo pared de dominio doble en teoria de campos son contados, y
por lo tanto es mucho lo que ain se puede incursionar en este tema. Esto dio pie al presente
trabajo, cuyos objetivos fueron recuperar una de estas soluciones ya conocidas, en coordenadas
conformes, y encontrar una nueva, en coordenadas de longitud propia.

Para recuperar la primera solucion, se tomé la forma analitica de la misma, ya planteada en otra
investigacion, y, con el objetivo de exponer la segunda, se expresaron el factor métrico, campo
escalar, densidad de energia, y potencial de autointeraccion en coordenadas de longitud propia,
para luego llevar a cabo el andlisis gravitacional mediante el potencial mecénico-cuantico
obtenido a partir de la ecuacion de Schrodinger que siguen las fluctuaciones. Las graficas se
generaron en el software Wolfram Mathematica 12.3 Student Edition. Cabe resaltar que la
segunda solucion es fisicamente diferente de la primera.

Para exponer el presente trabajo, se ha dividido el contenido en tres capitulos. EI primero se
denomina “Marco tedrico referencial”, en donde se exponen las bases contextuales que soportan
a los objetivos también incluidos en el capitulo, y ademas se hace un repaso de lo que es el
potencial de autointeraccion, y el papel que cumple el campo escalar en una pared de dominio.
El segundo se denomina ‘“Marco metodoldgico”, que contiene la obtencion de la pared de
dominio, en coordenadas conformes, a partir del sistema acoplado Einstein — campo escalar,
precisando cdmo se consiguieron el factor métrico, campo escalar, densidad de energia, y
potencial de autointeraccién, asi como el comportamiento de las fluctuaciones gravitacionales
sobre la pared. El tercero y ultimo es el “Marco de resultados y discusion de los resultados”,
donde se muestra la nueva solucidn, y se realizan observaciones sobre las graficas de ambas
soluciones. Posteriormente se levantan las conclusiones y recomendaciones acorde a los
objetivos planteados. Finalmente, en los anexos se explica con méas detalle la obtencion de la

nueva solucion.



CAPITULO |

1. MARCO TEORICO REFERENCIAL

En el primer capitulo de este trabajo se da una introduccion tedrica y problemética del tema de
investigacion, incluyendo antecedentes, planteamiento del problema, justificacion y objetivos,
culminando con las bases tedricas de lo que es una pared de dominio y del potencial y campo
escalar asociados a esta, que son descritas en el capitulo 3 de las notas de Goran Senjanovic.

1.1. Antecedentes

Randall y Sundrum (1999, p.5) son los primeros en manifestar que, sobre una pared de dominio,
de grosor infinitamente fino, es posible localizar gravedad en correspondencia con el potencial
newtoniano, y abre la posibilidad de hablar sobre dimensiones adicionales extendidas.

El articulo de Martin Gremm (2000, p.4) es el primero que hace referencia a una pared de
dominio estatica con grosor finito, como solucién al sistema acoplado Einstein — campo escalar,
llevando a cabo perturbaciones sobre la métrica demostrando la localizacion de gravedad en la
pared. Ademas, establece que la constante cosmoldgica cinco dimensional debe ser negativa
para que el modo cero de las fluctuaciones gravitacionales sea normalizable.

Bazeia (2003, pp.1,4,6) es el primero en reportar una solucion del tipo pared de dominio doble,
llevando a cabo la localizacion de gravedad y observando que la densidad de energia presenta
un par de picos alrededor del origen, y el potencial mecanico — cuantico un par de pozos,
también alrededor del origen. Aqui, el modo cero confinado entre las subparedes presenta la
misma densidad de probabilidad, lo cual significa que es igualmente probable determinar
gravedad newtoniana en cualquier region cuatro dimensional entre las subparedes.

Melfo, Pantoja y Skirzewski (2002, p.6) son los segundos en reportar una pared de dominio doble,
en coordenadas de calibre, como una generalizacién de una pared delgada escalada previamente
obtenida por R. Guerrero, en coordenadas conformes; y también realizan el anélisis de sus
caracteristicas gravitacionales.

Castillo-Felisola, Melfo, Pantoja y Ramirez (2004, pp.5,7) hacen el analisis de localizacion de
gravedad y el célculo del potencial gravitacional de la pared de dominio reportada por Melfo,
Pantoja y Skirzewski.

El articulo de Guerrero, Rodriguez y Torrealba (2005, p.2) plantea un método para hallar nuevas
soluciones al sistema acoplado Einstein — campo escalar, y también reporta una pared de
dominio irregular, debido a que exhibe una singularidad (de coordenada) en la métrica. Esta

singularidad podria removerse con una transformacion de coordenadas adecuada.



Guerrero, Rodriguez, Torrealba y Ortiz (2006, p.6) reportan una pared doble asimétrica obtenida a
partir del método indicado por Guerrero, Rodriguez y Torrealba. La ruptura de la simetria
implica que es méas probable conseguir al modo cero en una de las subparedes y, por lo tanto, la
intensidad de la interaccion gravitacional es menor en la subpared donde la probabilidad de
hallar el modo cero es menor. Esto favorece una realizacion del problema de jerarquia de masas.
En la tesis de Susana Zoghbi (2006, pp.56,8,21) se estudia el espectro de fluctuaciones
gravitacionales en diferentes paredes de dominio, y se demuestra que las ecuaciones de Einstein
con constante cosmologica describen la dindmica de las paredes. También presenta las

caracteristicas de dos soluciones: una estatica y otra dindmica.

1.2.  Planteamiento del problema

1.2.1. Enunciado del problema

En las teorias con dimensiones adicionales extendidas los defectos topoldgicos del tipo pared de
dominio son de interés ya que generan escenarios donde el modo cero de las fluctuaciones
métricas resulta localizado en el sector 4D de la configuracién en correspondencia con la
interaccion gravitacional estandar.

Tales defectos topol6gicos se pueden obtener como soluciones al sistema acoplado Einstein-
Klein-Gordon en D dimensiones, donde el potencial de autointeraccién exhibe por lo menos dos
minimos y el campo escalar del modelo interpola asintticamente entre ellos. Es bien conocido
que en el sector 4D de estos escenarios es posible localizar el modo cero de las excitaciones
gravitacionales en correspondencia con potencial gravitacional estandar.

En este trabajo se propone determinar soluciones del tipo pared de dominio al acoplamiento
Einstein — campo escalar. A partir de las ecuaciones de movimiento del sistema, se planteara un
problema de contorno cuya solucion se determinard integrando analiticamente las ecuaciones.
También se estudiara las fluctuaciones gravitacionales y la localizacion del modo cero del

espectro.

1.2.2. Formulacion del problema

¢Cudl seria una nueva solucion del tipo pared de dominio doble estatica, al sistema acoplado

Einstein — campo escalar, que permita estudiar las fluctuaciones gravitacionales?



1.3. Justificacion

Las fluctuaciones gravitacionales de un escenario escalar pared de dominio se caracterizan por
un modo cero localizado en el sector 4 dimensional de la estructura y una torre de modos
masivos que se propagan libremente por todo el espacio-tiempo. Mientras el estado base esta en
correspondencia con el potencial de Newton, los modos masivos generan correcciones a la
interaccion gravitacional estandar. En este sentido, las paredes de dominio son escenarios donde

se puede reproducir la interaccion gravitacional estandar.

1.4.  Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Localizar gravedad sobre una pared de dominio doble autogravitante.

1.4.2. Objetivos especificos

e Encontrar una nueva solucidn estatica de tipo pared de dominio doble, al sistema acoplado
Einstein — campo escalar.

e Graficar el campo escalar, el potencial de autointeraccion, y la densidad de energia de la

solucién encontrada.

o Realizar perturbaciones sobre la métrica de la pared de dominio doble.



1.5. Marco teérico
1.5.1. Solucion pared de dominio

Goran Senjanovi¢ (2002, p.17) asume un lagrangiano, sin gravitacion, de la forma

L=:
2

2
(0u0) (@ 9) — % (92 —v?)?, (1.1)
con simetria discreta D:¢p — - ¢ (lo cual implica que es invariante bajo esta transformacion
simétrica).

Con esto, se pretende hallar una solucion para el campo escalar ¢ de forma tal que este interpole
entre los minimos del potencial V.

Estos minimos del potencial estan en
(¢)? =v?0(p) = tv. (1.2)

De acuerdo con Goran Senjanovic (2002, p.20), la solucion a encontrar es estatica en el plano x —

y. Entonces, supone que ¢(%,t) solo depende de z, y basandose en la ecuacion de Euler —

Lagrange
92 92 82 92 v
G525~ 9) ¢ =55 (1.3)
obtiene
da*¢ _ov
PEErs (1.4)

Multiplicando (1.4) por Z—f da como resultado

LIy =2 (L5)
0
(2 -c as

donde C es una constante.

Por otra parte, Goran indica que la energia por unidad de area para la pared de dominio es

S RO @



La intencion es dar con una solucion que tenga una energia finita bien definida. Para ello, se

pide que
a 2
V(p) — 0 : (a—f) — 0
Z — +oo Z — too.
Tal como se puede observar en el grafico 1 — 1:
P(z)
3||||
I vV
2t .
1F .
0: F4
1 _ ]
2 _ ]
-V
) e T T N E P T .
-15 -10 -5 0 5 10 15
Campo escalar
Grafico 1 — 1. Una pared de dominio en el eje z
Realizado por: Javier, A. Barrazueta, S. 2021.
Esto implica C = 0 en la ecuacion (1.6), obteniéndose
2 = +vav. (1.8)
Sustituyendo (1.8) en (1.7) e integrando para escribir la energia por unidad de area:
E_ (p(+0) , dz 0 p(+00)
=1 dp o2V =+ f¢(_w) dp2V. (1.9)

¢(—c0)

Para un V dado, (1.8) y (1.9) proveen la formay la energia de la solucion.

Lo anterior se puede relacionar mecénicamente con una particula moviéndose en un potencial

U = -V, de la siguiente manera.



¢ o x;

do dx

Ya que
Lx_ 111
atz = dx’ (1.12)

Y comparando (1.11) con (1.4), se tiene que U = —V, entonces el potencial puede escribirse
como V = %(d)z —v?2)? (nbtese que es el término potencial en (1.1)), asi como lo muestra el

grafico 2 — 1.

(o]
T

l...'ly..'.-y.l'-..|..'-~¢
-V 0 Vv

Gréfico 2 — 1. Potencial de autointeraccién

Realizado por: Javier, A. Barrabzueta, S. 2021.

“La solucidon que se busca con ¢(—o0) = —v; p(+0) = +v; %(-I_—oo) = (0 corresponde al

movimiento de una particula que comienza con velocidad cero en x(—o) = —v y llega con
igual velocidad nula a x(4+00) = +v.” (Senjanovi¢, 2002, p.22).

Introduciendo la forma de V en (1.8) se obtiene

“_t [Lgr-vm), (112)
7



Y, si se elige ¢ (+0) = +v, se obtiene la solucidn de una pared de dominio.

¢o = v.tanh (g);

§= [2v7Y, (1.13)

donde § es el espesor de la pared, y ¢; es el campo escalar clésico.



CAPITULO II

2. MARCO METODOLOGICO

Este segundo capitulo explica la relacion de las paredes de dominio con el sistema acoplado
Einstein-campo escalar, y a la vez indica la metodologia que se usara para encontrar las
funciones caracteristicas de estas soluciones tanto en coordenadas conformes, cuyo origen se
detalla en la tesis de Susana Zoghbi, como en coordenadas de longitud propia, que son

obtenidas por el autor de este trabajo.

2.1.  Sistema Einstein-campo escalar y paredes de dominio

2.1.1. Paredes de dominio

La solucion al acoplamiento Einstein — campo escalar viene dada por la métrica, el campo
escalar y el potencial de autointeraccion.

Como se pretende encontrar una solucion del tipo pared de dominio estatica para el sistema
acoplado Einstein — campo escalar, en cinco dimensiones, donde € es la coordenada adicional,
se piden las siguientes condiciones al sistema:

e El campo escalar sera funcion unicamente de la coordenada adicional é:¢ = ¢(¢)

e El campo escalar interpola entre los minimos consecutivos ¢, del potencial de

av(e)
a¢

autointeraccion, cumpliéndose que gliT P =9y — ¢lim =0,p€ER
—+4o00 - —Q4

2.1.2. Sistema acoplado Einstein-campo escalar

Es un conjunto no lineal de ecuaciones diferenciales acopladas en derivadas parciales,

constituido por

1
Gap = Rap — EgabR = Tap, (2-1)
1
Tap = Va®Vo$ = Gap [ VadV%d + V()] (22)
v, Vi — d‘;—f:” =0, 2.3)

donde:

G,p €s el tensor de Einstein



T, e€s el tensor energia-impulso y representa la fuente del campo gravitacional dado por el
campo escalar ¢ con potencial de autointeraccion V(¢)

Jap €S el tensor métrico del sistema y representa la geometria del espacio-tiempo

R,y es el tensor de Ricci

R es el escalar de curvatura

Es importante aclarar la notacion usada en este sistema en lo que se refiere a los indices. Las

letras a,b y d se refieren a coordenadas cinco-dimensionales, y toman un valor entre 0y 4.
2.1.3. Simplificacion del sistema Einstein-campo escalar
Asumiendo una simetria plano paralela, se propone una forma para el tensor métrico:

9ap = () (~dtadt, + e*Prdxidxy) + f2(§)dE,déy, (2.4)
donde a,b =0, ...,4; x' son las coordenadas espaciales con i = 1,2,3; y & es la coordenada
espacial adicional. Ademas, si > 0 se tiene una pared dindmica, mientras que si 8 = 0 se

tiene una pared estéatica.

Para esta métrica se construyen las componentes del tensor de Einstein

i-gl-r) of-afE-)

(2.5)
3 [f1r :
¢t=35-p  ci=6i=ck
y las componentes del tensor energia-impulso
11, 11,
Ti=—p==35¢"-V() T{ = =P =55¢" ~V(©®),
(2.6)
11 ,,2
T11 = Y - V(¢g), Tz2 = T33 = Tllv

donde T¢ y Tgt se interpretan como la densidad de energia p, y la densidad de presion P con

signo opuesto, respectivamente.

En (2.5) y (2.6) se observa que el sistema puede simplificarse.

Igualando las sumas G + Gg =Tt +T¢, se llega a:
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12 _ fr _ I _ n2
¢ =32 - | (2.7)
E igualando las diferencias Gf — Gg =Tt - Tsf, se da lugar a

S PY L Py
V(@) = — 55|25 + - 37 (2.8)
En las ecuaciones (2.7) y (2.8), las primas significan derivadas con respecto a €.

Asi, el sistema acoplado conformado por (2.1), (2.2) y (2.3) se ha reducido a un par de
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas: (2.7) y (2.8).

La métrica de la solucidn a encontrarse en este trabajo no depende del tiempo, cumpliéndose

que g = 0.
2.1.4. Curvatura del Bulk

El bulk es el espacio 5-dimensional en el que estdn embebidas las paredes de dominio de 4
dimensiones. Estas paredes dividen al bulk en dos subespacios. De acuerdo a la curvatura que
estos posean, se los puede clasificar como planos o curvos. A los espacio-tiempos planos se los
conoce como espacios de Minkowski, a los de curvatura positiva como espacios “de Sitter”, y a
los de curvatura negativa como espacios “Anti de Sitter”.

De acuerdo con Susana Zoghbi:

La curvatura asintdtica del bulk se puede determinar evaluando el tensor energia-
impulso cuando & — t+oo, donde los efectos gravitacionales de la pared son
despreciables y s6lo queda la contribucién de la energia de vacio, asociada al espacio-
tiempo donde estd embebida la pared. Al tomar el limite cuando é —» +oo, los dos
primeros términos en (2.2) se anulan porque el campo escalar tiende a una constante,

¢ — @4. De manera que

{l—l;ToO Tap = _gab¢l_i)7£+v(¢)- (2.9)

Y (2.1) se reduce a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio con constante

cosmologica A. (Zoghbi, 2006, p.3)

Gab + Agab = 0, A= lim V(¢), (210)
P-4
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donde la constante cosmoldgica indica la curvatura del bulk.

2.1.5. Teoria de gravitacion de Einstein sobre la pared de dominio

Se puede probar que la dindmica de una pared de dominio es consistente con las ecuaciones de
gravitacion de Einstein con constante cosmoldgica.

Para este proposito, Zoghbi (2006, pp.3-5) considera el espacio-tiempo 4 dimensional sobre la
pared de dominio

Gmn = —dtpdt, + e?Pt(dxb,dxt), (2.11)

dondem,n=0,..,3ei=1,..,3
Las componentes no nulas del Tensor de Einstein asociado a (2.11) son

~

Gy = 332, 611 = —33232&, 622 = 633 = 611- (2.12)

Por lo que se puede escribir
Gmn = _3ﬁzgmnv (2.13)

donde el " denota las componentes del espaciotiempo 4 dimensional.

Como se vio anteriormente, un espacio 5 dimensional presenta la métrica
Jap = f2(E)(—dtadt, + e*Prdxidx}) + f2(§)dS,d8s, (2.4)
que se puede escribir en términos de la métrica 4 dimensional (asumiendo que ¢ es constante):
Gmn = () Gimn- (2.14)

Y las componentes no nulas del tensor de Einstein asociado a (2.4) son

" 12
Gee = 382 — 31, Geg = —657f + 62,

(2.15)

Guy = —3p%?t + 3¢ L, Gy1 = Gyp = Gas:

12



de tal manera que se puede escribir lo siguiente:

.
= _3ﬁ2gmn +3— f Imn

Gmn = Gmn ng (2.16)
El tensor energia-impulso en (2.2) se reduce a

~F2Gmn [ ‘fc'z +V(9)]- 2.17)

Ahora, con ayuda de la ecuacion (2.1), se puede construir G, = Trn:

G + 3f e Vet V()| Gn = 0. (2.18)
Notando que
;’;’2 +V @) =% (- f7"+ﬁ2), (2.19)
las ecuaciones de Einstein se reducen a
Grn + NoGmn = 0 — Ay = 352 (2.20)

Esta expresion indica que el comportamiento espaciotemporal en las paredes de dominio es

congruente con las ecuaciones de Einstein en el vacio, con constante cosmologica A,.
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2.2.  Perturbaciones gravitacionales
2.2.1. Potencial mecanico-cuéntico

Suponiendo que existe una familia uniparamétrica de tensores métricos g,, (1) y otra familia
uniparamétrica de campos escalares ¢ (A1), tal que sean soluciones exactas al sistema acoplado
(2.1), (2.2) y (2.3), las perturbaciones se realizan en la métrica g,;, y el campo escalar ¢, que
también son soluciones a dicho sistema.

Esta perturbacién sera minima, y vendré dada directamente por h,;,, para la métrica, y ¢, para el

campo escalar, de la siguiente manera:
Jab = Jap + Ahap, d =+ Ao, 1« 1. (2.21)

Posteriormente se reescriben las ecuaciones del sistema acoplado en la forma de Ricci, para

1 =~ ~= - 1 g ~= -~ ~
Rac =Tac =3GacTs  Tac = Va®Ve — Jac |5 3° VsV + V($)]. (2.22)

Ahora se requiere encontrar la dindmica de la perturbacion h,. a primer orden. Para ello se

diferencia (2.22) con respecto a Ay se hace 1 = 0.

d = d =
ﬁRaCLl:o =JT‘1€|/1 0 3d/’l(gac )|/1 0

(2.23)
Luego, al desarrollar la expresion surge el término g*’V,V,, que se lo denotara como el
D’Alambertiano D.

1 1
_EDhac - Evavc(gbdhbd) + V(avdhc)d + Rd(ac) fhfd + Rd(ad fhc)f =
D -5 bd D—-5 bd

Zv(a(pvc)¢ + Thacg Vb¢vd¢ - Tgach Vb¢vd¢ +

av
_gacg Vb(pvd¢ + hacV(d)) + gac de @. (2-24)

Ahora, se imponen las condiciones de nulidad de: la traza de la perturbacion, la divergencia, y el
calibre axial

g%hge = 0; V he = 0; hgq = 0. (2.25)
14



Y se considera que la perturbacion del campo escalar no genera las fluctuaciones
gravitacionales, por lo que ¢ = 0; y también que ¢ = ¢ (&), y que la constante D que aparece al
derivar tenga un valor de 5, ya que es el nimero de dimensiones con el cual se requiere trabajar.
Estas asunciones dan lugar a la siguiente expresidn, que representa al sistema acoplado Einstein

— campo escalar para la perturbacion gravitacional realizada:
1 2
_EDhac + Rb(ac) dhbd + Ré)a|b| dhc)d = ghacv(d))- (2-26)

Particularmente, para la métrica (2.4), la ecuacion (2.26) se reduce a la ecuacion de movimiento

de la perturbacion h,,:
1 ! 12}
= (Deay + 0% - ’%ag - 2”7) hae = 0 — D, = 943, (2.27)

Se realiza una separacion de variables en la perturbacion del tensor métrico. La primera funcion
esta en términos de las coordenadas sobre la pared de dominio, y la segunda funcién depende
Unicamente de la coordenada adicional.

Esto se hace en coordenadas conformes porque técnicamente facilita el andlisis de la ecuacién

de movimiento de la perturbacion:

hae = x(t, x, Y Z)Lpac(f)- (2-28)

Se pide que la funcion sobre la pared de dominio satisfaga una ecuacion de onda, porque es un

hecho que las ondas gravitacionales se perpetian en cuatro dimensiones:

Dyx(t,x,y,2) = m?x(t,x,y,2), (2.29)

donde m es una constante.

Sustituyendo esto en la ecuacion de movimiento de la perturbacién, queda:

m? W () + (02 - L0; - L) () = 0. (2.30)

1
Realizando la sustitucion W,;, (&) = f21,,(¢), donde f es el factor métrico, resulta una
ecuacion conocida, de tipo Schrédinger donde se puede identificar un término concreto: el

potencial mecanico-cuantico (Vo).
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(=02 + Vou Wbac(®) = m24oc(©) — Vou = 222 +20% (231)
En esta ecuacion de tipo Schrédinger se pueden determinar los modos (las soluciones)
analizando el VQM. La forma de este VQM es tal que existe un modo cero localizado y otros
modos masivos que se propagan libremente.
La solucion para (2.31) estd compuesta por el modo cero (no masivo) para m? = 0y los modos
masivos param? = 0, siendo m? la masa asociada a la onda gravitacional.

El modo cero de las fluctuaciones gravitacionales se puede escribir como
3 34
fz = Ne2", (232)

donde N es una constante de normalizacion.

Asi, (2.32) es la solucidn a la ecuacion de Schrodinger (2.31) cuando el autovalor es 0.

En el VQM, el modo cero debe ser una funcién normalizable, acampanada, porque no hay
suficiente energia para escapar a la dimension adicional (la materia queda confinada a la pared
doble). Si el factor métrico exhibe un perfil normalizable, el modo cero también lo sera.
Teniendo el modo cero, se puede hablar de la densidad de probabilidad de la gravitacion
newtoniana estandar.

Cuando se calcula el potencial de interaccion entre dos particulas masivas (potencial de
Newton), en cuatro dimensiones, se obtiene un término newtoniano determinado por el modo
cero, y otro término determinado por los modos masivos, que se propaga libremente por el bulk

5 dimensional:

V@) = GslpoO)D) ™™ (14 g fy  Wm(@I2e ™™ dm).  (2.33)

El modo cero es el comportamiento de la gravitacion estandar, porque da lugar al término

newtoniano. (Zoghbi, 2006, pp.21-23)
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CAPITULO III

3. MARCO DE RESULTADOS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

En este capitulo se indica la segunda solucién en coordenadas de longitud propia, y se explican
graficamente las caracteristicas de ambas soluciones.

La caracterizacion de una solucién del tipo pared de dominio consiste en representar el campo
escalar ¢, potencial de autointeraccion V(¢), y el factor métrico f. Adicionalmente, en este
trabajo, se presenta la densidad de energia p.

Para graficar estas funciones, se hizo uso del software matematico Wolfram Mathematica 12.3
Student Edition.

La coordenada adicional para la solucién en coordenadas conformes es &, mientras que para
aquella en coordenadas de longitud propia es r.

La solucion en coordenadas conformes depende de dos parametros: a (determina la constante
cosmolégica) y s (determina el ancho de las subparedes); mientras que la solucion en
coordenadas de longitud propia depende Unicamente del pardmetro p (determina la constante
cosmoldgica y el espesor de las subparedes).

Cabe resaltar que s y p Unicamente toman valores enteros impares positivos.

Para conocer el comportamiento de las fluctuaciones gravitacionales de cada solucion, se

observa al potencial mecanico-cuantico V), asociado a cada una.

Las siguientes soluciones son estaticas, por lo que 8 = 0 en ambas.
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3.1. Solucion en coordenadas conformes

A continuacion, se indican las funciones asociadas a la solucién presentada por Susana Zoghbi

en coordenadas conformes.
3.1.1. Forma analitica de la solucién en coordenadas conformes
3.1.1.1. Factor métrico

El factor métrico en coordenadas conformes, como lo indica la ecuacion (2.6) de la tesis de
Susana Zoghbi (2006, p.8), €s

@ = [1+ @)] . (3.0)
3.1.1.2. Campo escalar

El campo escalar en coordenadas conformes, viene indicado en la ecuacién (37) del articulo de

Melfo, Pantoja, y Skirzewski (2002, p.6),

¢ = ¢parctan(asés) — ¢, = V3@l o 1,35, ... (3.2)

N

3.1.1.3. Potencial de autointeraccion

El potencial de autointeraccion en coordenadas conformes, viene indicado por la ecuacion (38)

de Melfo, Pantoja, y Skirzewski (2002, p.6):

V($) + A = 3a?sin®"s (L) [ cos? (£) - 2] (3.3)

donde ¢, ¢, ¥ s son los mismos de la ecuacion (3.2), y A representa la constante cosmoldgica

del bulk, cuyo valor es —6a?.
3.1.1.4. Densidad de energia

Mediante la densidad de energia se puede observar la presencia de la pared de dominio dentro
del bulk. Dicha densidad viene dada por la componente G;, de la ecuacion (2.5), cuyo factor

métrico esta descrito en (3.1):
18



6t =% -8 (25)

Debe recordarse que g = 0 porque se trata de una solucién estatica.
3.1.2. Perturbaciones gravitacionales sobre la pared
3.1.2.1. Potencial mecanico-cuantico

La funcion que permite visualizar el perfil de las fluctuaciones gravitacionales de la solucién en
coordenadas conformes, es el potencial mecanico-cuantico (Vgu). Este revela el

comportamiento oscilatorio de la gravedad sobre la pared de dominio descrita por la métrica
(2.4).
La ecuacion que da lugar a su gréafica se consigue de la ecuacion de Schrédinger (2.31) obtenida

al perturbar dicha métrica:
3f

para la cual, el factor métrico es el que se indica en (3.1).
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3.1.3. Forma gréfica de la solucion en coordenadas conformes

En todas las gréaficas de la solucion en coordenadas conformes se usaron los mismos valores
para los pardmetros a y s:

- a=1

- s=135

Ademas, § = 0 porque se trata de una solucion estatica.

3.1.3.1. Factor métrico

1.0

04r

02 I~ ,_,;—'"“- .

OO ! I ! | | I I ! ! ! ! | ! | ! ! | I
-10 -5 0 5 10

Factor métrico

Graéfico 1 — 3. Factor métrico en coordenadas conformes, para s = 1,3,5

Realizado por: Javier A, Barrazueta S. 2021.

Se puede notar que el factor métrico presenta un perfil acampanado en el origen, con una
curvatura suave para s = 1, a diferencia de las cuspides para s = 3,5, que presentan un perfil
aplanado en la misma region.

Esta funcion se puede interpretar como la densidad de probabilidad para localizar gravedad
newtoniana estandar (el modo cero de la ecuacién de tipo Schrodinger para las fluctuaciones
gravitacionales) sobre la pared de dominio, y asi la zona aplanada indica que hay igual
probabilidad de conseguir esa gravedad entre las subparedes; por otra parte, cuando uno se aleja
de ellas, dentro del bulk, la probabilidad de conseguir gravitacion estandar va decayendo

exponencialmente.
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3.1.3.2. Campo escalar

(9
B T e e E R T (S B
oL » sl — o
: f— ]
1 B i
/ 1
O ‘r: " §

Campo escalar

Gréfico 2 — 3. Campo escalar en coordenadas conformes, paras = 1,3,5

Realizado por: Javier A, Barrazueta S. 2021.

Se observa que para s =1 (curva azul) el campo escalar presenta un perfil tipo kink que
interpola entre dos valores, que coinciden con los minimos del potencial de autointeraccion para
s=1.

Para s = 3,5 (curvas naranja y verde, respectivamente) se observan kinks dobles, con tres
segmentos planos, que corresponden a los minimos del potencial de autointeraccion para s =
3,5, respectivamente. Para confirmar estos resultados, se pueden observar los minimos del

gréafico 3 - 3.
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3.1.3.3. Potencial de autointeraccion

Potencial de autointeraccion

Gréfico 3 — 3. Potencial de autointeraccion para s = 1,3,5

Realizado por: Javier A, Barrazueta S. 2021.

Aqui se observa que el potencial de autointeraccién es una funcién periddica, de curvatura
suave, gque presenta exactamente dos minimos cuando s = 1 o, lo que es lo mismo, cuando se
tiene una pared de dominio simple. Para s > 1, la gréfica del potencial de autointeraccion
presenta tres minimos, uno de los cuales se da exactamente en V(¢) = 0. Estas observaciones
estan directamente relacionadas con, y sirven para confirmar los resultados de, el grafico 2 — 3.

También se puede notar que los minimos del potencial de autointeraccion coinciden con el valor

de la constante cosmoldgica A.
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3.1.3.4. Densidad de energia
o($)

Densidad de energia

Grafico 4 — 3. Densidad de energia en coordenadas conformes, paras = 1,3,5

Realizado por: Javier A, Barrazueta S. 2021.

Para el caso de s = 1 (curva azul) se tiene un perfil acampanado sobre el origen. En tanto que
para s =2n+ 1, n € N, surgen dos concentraciones simétricas de energia, una en cada lateral
del origen, que crecen conforme lo hace s. Esto sugiere que la pared de dominio posee una
estructura interna consistente en dos subparedes paralelas.

Ademas, se observa claramente el valor de la constante cosmoldgica A = —6a?, también visible

en el grafico 3 - 3.
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3.1.4. Perfil de las perturbaciones gravitacionales sobre la pared

3.1.4.1. Potencial mecanico-cuantico

Igual que para las funciones anteriores:

- a=1
- s=135
VaM(£)
2 T T T ¥ T T
([ ‘t | :
L | |
oF— — ¢
i 7
[ \! V|
=il | | | | 4
L l ‘I | )
I |
3 . ) =)
I 1 | " I i | i L " " " I | i i i 1 I 1 8
-6 -4 -2 0 2 4 6

Potencial mecanico-cuantico
Grafico 5 — 3. Potencial mecéanico-cuantico en coordenadas conformes, para
s=1,35

Realizado por: Javier A, Barrazueta S. 2021.

La gréfica del potencial mecanico-cuantico expone el comportamiento ondulatorio de la
gravedad sobre la pared de dominio, teniéndose para s = 1 un pozo gravitacional simple con
bordes suaves, y que va perdiendo fuerza conforme incrementa la distancia hacia la pared;
mientras que para el resto de valores s = 3,5, aparece un doble pozo gravitacional,
correspondiente a las dos subparedes internas, cuya profundidad y maximos se acentlan
conforme aumenta s. Esto da a notar que la gravedad de la pared de dominio decae
exponencialmente cuanto mas lejos se esta de ella.

También cabe destacar que el modo cero de las fluctuaciones gravitacionales no posee la
suficiente energia como para escapar hacia el bulk, ya que el potencial tiende asintéticamente a

cero, mientras que los modos masivos si pueden hacerlo mediante el efecto tanel.
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3.2.  Solucién en coordenadas de longitud propia

A partir del factor métrico (3.5), campo escalar (A.14), y potencial de autointeraccién (A.16), se
puede construir la nueva solucion en coordenadas de longitud propia.

El procedimiento detallado para expresar la nueva solucion en dichas coordenadas se encuentra
en el anexo A del presente trabajo.

También, se presenta el comportamiento ondulatorio de la gravedad sobre la pared de dominio
en longitud propia, a través del potencial mecanico-cuéntico (A.18).

Para obtener la nueva solucion, se integré la ecuacién (A.13) en Wolfram Mathematica,
tomando el campo escalar de (A.14), para valores de p especificos: 1, 3, 5y 7, que dan origen a
las cuatro primeras curvas de la familia de nuevas soluciones, con el objetivo de tener una
representacion grafica mas sencilla de analizar. A la funcién A resultante se le anularon las
constantes de integracion para poder usarla en el factor métrico, campo escalar, densidad de
energia, potencial de autointeraccion y potencial mecanico-cuantico.

Las funciones A, para cada p, son las mismas para todas las graficas, excepto en el campo

escalar, donde no se hace uso de ellas.
3.2.1. Forma analitica de la solucién en coordenadas de longitud propia
3.2.1.1. Factor métrico
El factor métrico se representa como e4, donde A es solucion de (A.13):
f(r) =ed®. (3.5)
3.2.1.2. Potencial de autointeraccion
El potencial de autointeraccion en coordenadas de longitud propia viene indicado en la ecuacion
(A.16), pero en funcion de la coordenada adicional r, y se requiere expresarlo en funcion del

campo escalar ¢, para lo cual se debe despejar r de la ecuacion (A.14), y luego reemplazarla en
(A.16):

¢p(r) = tanh? (%) (A.14)

p\/¢7p = tanh (%)
r = ptanh™* (/).
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V(r) = _g(A" +44'% —342), (A.16)
Cabe recordar que g = 0 porque se trata de una solucion estatica.

3.2.1.3. Campo escalar

El campo escalar en coordenadas de longitud propia se propone como lo indica la ecuacién
(A.14):

$p(r) = tanh? (). (A.14)

3.2.1.4. Densidad de energia

La expresion para la densidad de energia en coordenadas de longitud propia esta en la ecuacion

(A.17), donde B = 0 porque el espacio-tiempo, en el cual la solucion esta embebida, es estatico:
GE = 3A" + 64" — 2 2. (A.17)
3.2.2. Perturbaciones gravitacionales sobre la pared

3.2.2.1. Potencial mecanico-cuantico

El analisis de fluctuaciones gravitacionales siempre se lleva a cabo en coordenadas conformes,
porgue en ese sistema se puede obtener una ecuacién de tipo Schrédinger, donde aparece el
Vou.

Por este motivo se debe realizar un cambio de variable, que no es invertible, lo cual representa
un desafio técnico para ver como luce el VQM.

Entonces, para poder visualizar el VQM correspondiente a la solucion planteada en longitud
propia se piensa en una solucidon gréfica, que se obtiene mediante el comando Parametricplot en
Wolfram Mathematica.

Lo que se puede observar gréficamente es la forma que tomaria el VQM en coordenadas
conformes, conocida su forma en coordenadas de longitud propia.

Por otro lado, se tiene el cambio de variable para pasar de coordenadas conformes a

coordenadas de longitud propia.
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Entonces, se coloca el VQM como funcidn de la coordenada adicional &, y en el eje horizontal
la coordenada adicional ¢ en funcidn de la coordenada en longitud propia .

El procedimiento matematico es el siguiente:

Partiendo de la ecuacién

fdé = dr, (A5)
se despeja
aé _ 1
el (3.6)

y se resuelve para ¢ con una condicion arbitraria:

) =1. (3.7)
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3.2.3. Forma gréfica de la solucién en coordenadas de longitud propia

3.2.3.1. Factor métrico

IVIF(r)

—60 40 -20 0 20 40 60

Factor métrico

Gréfico 6 — 3. Factor métrico en coordenadas de longitud propia, parap = 1,3,5,7

Realizado por: Javier A, Barrazueta S. 2021.

Las expresiones analiticas para las graficas con p =13 (curvas azul y amarilla,

respectivamente) son:

sech(r?)
18

2
eAl — e—gln[cosh(r)]+

eA3 _ e%{—lz ln[cosh(g)]—ls sech(§)2+6 sech(g)l}—sech(g)ﬁ}—s—i_)tanh(g)6

Aqui se puede observar que la probabilidad para localizar gravedad newtoniana estandar
disminuye conforme aumenta p, pero en cambio dicha probabilidad se manifiesta a lo largo de

una zona mas extensa.
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3.2.3.2. Campo escalar

| s ' : : s : : L 1

-20 -10 0 10 20

Campo escalar

Grafico 7 — 3. Campo escalar en coordenadas de longitud propia, parap = 1,3,5,7
Realizado por: Javier A, Barrazueta S. 2021.
La forma analitica de las curvas para p = 1,3 es la siguiente:

¢, = tanh! (E),

¢5 = tanh3 (g)

Este grafico del campo escalar sugiere que los minimos del potencial son los mismos,
independientemente del valor del pardmetro p, a diferencia del campo escalar en coordenadas

conformes, donde cada valor de s da lugar a un minimo distinto.
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3.2.3.3. Potencial de autointeraccion

1 1

1 L L 1 L
0.0 0.5 1.0 15

Potencial de autointeraccion

-1.5 -1.0 -0.5

Grafico 8 — 3. Potencial de autointeraccion parap = 1,3,5,7

Realizado por: Javier A, Barrazueta S. 2021.

Los potenciales de autointeraccion para p = 1,3 (curvas azul y amarilla, respectivamente), son:
__3) 2, _ 2 24204 g2\ _L1oa 4232 2z, 1 _22
=2 - gD+ 207 - 9D -1 - ¢+ 4= 20 - Se(1- 97| |

2
1

V= =220 (1-09) 203 (1-97) +5|-2(1-00) - 20 (1-0) 4

2 2

2(1-93) + 24 (1- %)

3 2 2.3 2

319 -4 (-0 #3000 |

2
4 {—%qﬁ (1-¢5)+= [—44;5 +10¢3 (1 - ¢3) — 8¢5 (1 - ¢5)2 +2¢5 (1 - ¢5)3]} }

En el gréfico 8 — 3 los minimos del potencial de autointeraccion estan en conformidad con lo

observado en el grafico 7 — 3, para el campo escalar.
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3.2.3.4. Densidad de energia

Ar)
— 7T T T T T T s e e SSSL AN B S S B S s
10 5
05} & .
! v Sl . X \ |
O 0 -‘//—/7\ \\\ I 1 ///:\
| h‘—,/..’ j & | \;\;\_ p
05 L s eSS | S s | ' (e ' ' R ! L ' L ' !

-15 -10 -5 0 5 10 15

Densidad de energia

Gréfico 9 — 3. Densidad de energia en coordenadas de longitud propia, parap = 1,3,5,7

Realizado por: Javier A, Barrazueta S. 2021.
Las graficas de la densidad de energia para p = 1,3 estan descritas, respectivamente, por:

sech? (r)

Gee, =3 [— gsech2 ) — += se(:h2 (r) tanh? (r)] +6 [— =tanh(r) — —sech2 ) tanh(r)]

Gery =3 {— %sech4 (;) tanh* ( ) —sech2 (g) tanh® (g) % [—%sech2 (g) +
%sech4 (;) - —sech6 ( ) + =sech® (—) - —sech2 ( )tanh2 (g) + —sech4 ( )tanh2 (3) -
)

2
3
4 sech® ( )tanh2 (;)]} +6 {——sech2 ( tanh® ( ) + 7—10 [—4 tanh (g) +

10 sech? () tanh (1) — 8 sech* (Z) tanh (2) + 2 sech® (2) tanh (2) |}

La densidad de energia es una representacién de la pared de dominio en el bulk. Y asi es que se
puede observar una disminucion en la energia contenida en cada pared, ademas de una
separacion creciente entre las subparedes, conforme el valor de p aumenta.

Ademas, la constante cosmoldgica pasa de describir un espacio-tiempo anti deSitter a indicar un

espacio-tiempo minkowskiano conforme aumenta p.
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3.2.4. Perfil de las perturbaciones gravitacionales sobre la pared

3.2.4.1. Potencial mecanico-cuantico

AamIce

Gréfico 10 — 3. Potencial mecéanico-cuantico en coordenadas de longitud propia, para p =
1,3,5,7

Realizado por: Javier A, Barrazueta S. 2021.

Las expresiones analiticas, en coordenadas de longitud propia, para los VQMs con p = 1,3 del

grafico 10 — 3, son respectivamente:

sech2(r)

18 } {1:5 [— gtanh(r) - %sech2 (@) tanh(r)]2 + % [— % sech?(r) —

2{—§1n[cosh(r)]+ sech*(r)

VQM]_ =e +

g sech?(r) tanh? (r)]},

v, = e Gt (s 9] (12 o (2 (2) 4
4 35 3 3

% [—4 tanh (g) + 10 sech? (g) tanh (g) — 8sech* (g) tanh (g) + 2 sech® (g) tanh (g)]}z +

E{—%sech”‘ (g) tanh* (g) + —sech? (r) tanh® (E) +- [— gsech2 (g) + 1?Osech4 (g) - gsech6 (Z) +

2 35 3 3 70 3

gsech8 (g) - 23—0sech2 (g) tanh? (g) + 33—zsech4 (g) tanh? (g) — 4sech® (g) tanh? (g)]}}

En este grafico se puede confirmar lo que se ha venido observando desde el potencial de
autointeraccién en la nueva solucion en coordenadas de longitud propia: que las subparedes se

distancian entre si progresivamente conforme aumenta el valor de p.
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De igual manera que en el grafico 5 — 3, se observa que el modo cero esta confinado dentro de

la pared, mientras que los modos masivos pueden escapar al bulk mediante el efecto tanel.
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CONCLUSIONES

e Se encontraron dos soluciones del tipo pared de dominio doble al acoplamiento Einstein -
campo escalar, en cinco dimensiones. En estas dos soluciones, el campo escalar corresponde
a un doble kink interpolando entre los minimos del potencial de autointeraccion, en

correspondencia con la constante cosmolégica del bulk.

e Se recuperd una solucion estatica del tipo pared doble en coordenadas conformes. Esta
solucion se caracteriza por una densidad de energia donde se observan dos maximos
poniendo en evidencia la presencia de dos subparedes, que muestran la estructura interna de
la pared doble.

La pared en coordenadas conformes estd determinada por dos parametros: o y S
El primero asociado a la constante cosmoldgica del espacio cinco dimensional, y el segundo
con el ancho de las subparedes. Cabe resaltar que la pared determinada es de espesor fijo.

e También se encontrdé una solucién pared de dominio doble estatica, en coordenadas de
longitud propia. Esta esta caracterizada por un solo pardmetro: p
En esta solucion, el campo escalar también interpola entre los minimos del potencial
correspondiente. El parametro p determina el espesor de la estructura doble, y también define

la constante cosmolégica del espacio - tiempo 5 dimensional.

e Sobre ambas soluciones se hizo el andlisis de fluctuaciones gravitacionales. Para ello, se
introdujo una pequefa perturbacion sobre la métrica, y se hallé la ecuacion de movimiento
de la perturbacion a primer orden, en el calibre transverso y sin traza.

Luego de introducir una separacién de variables sobre la perturbacion gravitacional, se
encontré que el término asociado a la coordenada adicional satisface una ecuacién de
autovalores del tipo Schrodinger, de forma tal que el potencial mecéanico - cuantico
correspondiente soporta un modo cero localizado, normalizable, y un espectro continuo de
modos con autovalores distintos de cero que se propagan libremente por toda la estructura

cinco dimensional.
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RECOMENDACIONES

e En relacion con las paredes de dominio encontradas en longitud propia, hallar la expresion
del factor métrico para todo p, y luego determinar el espesor de la pared doble y la constante

cosmoldgica del sistema.

e En relacion con la pared doble en longitud propia, determinar numéricamente el espectro de
las fluctuaciones gravitacionales. También, conseguir el espectro de las fluctuaciones
gravitacionales de forma analitica, o por lo menos una aproximacion al mismo, con el

proposito de calcular el potencial de interaccion gravitacional en 4 dimensiones.

e Descomponer las perturbaciones gravitacionales en modos tensoriales, vectoriales y
escalares, y analizar la localizacidn de los modos escalares cuando se rompe la simetria de la
pared doble. Esto con el propdsito de determinar la significancia de los modos escalares en el

potencial newtoniano 4 dimensional.

e Calcular el valor de la constante cosmoldgica para la nueva solucién en coordenadas de

longitud propia.
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ANEXOS

ANEXO A: NUEVA SOLUCION EN COORDENADAS DE LONGITUD PROPIA.

Coordenadas conformes

ds? = f2(E)[~dt? + 2Pt (dx? + dy? + dz?) + d§?); (A1)
; _ de,

¢ = (A.2)
r_af

rr=% (A.3)

Coordenadas de longitud propia
ds® = f2(r)[—dt* + e?F'(dx?* + dy? + dz?)] + dr?. (A.4)
Transicion de coordenadas conformes a coordenadas de longitud propia

El factor métrico es la relacion entre los incrementos de la coordenada adicional en el sistema

coordenado conforme y la del sistema coordenado en longitud propia:
fd¢é =dr. (A.5)
Se calculan la primera y segunda derivadas del campo escalar en coordenadas conformes:

d¢ _ dodr _ d¢
& drag  ar?’’ (A.6)

a’¢ _ d (dpdrydr _ d (d¢ _ &by dfdd
d{z_dr(drdf)dé'_dr(drf)f_drzf tarar (A7)

Ahora se pueden encontrar la primera y segunda derivadas, en coordenadas de longitud propia,

para el factor métrico:

af _dfdr _ df
¢ arag  ar’’ (A8)



L) L) = e ()

Ecuaciones para ¢ y V(¢) en longitud propia

Reemplazando (A.5) en (A.3),

y, a partir de (A.9),

Loty

(A.9)

(A.10)

(A.11)

se puede calcular, en coordenadas de longitud propia, la expresion para el campo escalar

indicada en la ecuacién (1.7) de la tesis de Susana Zoghbi:

92 =32 -L—p?)

(8 () s () o

dr dr dr? dr
dp\? _ 3 (df\*> 3d*f 2
(&) —f—z(;) — oz 3%
Asumiendo que
f — eA(r),

entonces

(d_¢)2 3 <d(eA<r>)>2 3 d?(e)

_ _ 2
dr/ — (eA)2\ dr eAM)  dr2 3k
12 3 1, AN2 3 ",A 12 A 2

¢ =eﬁ(Ae) —e—A(Ae +A e)—3ﬁ

¢'* =34"% —34" — 34" — 3p2
$'? = —3A" — 3p2.

(A.12)

(A.13)



El campo escalar que se muestra a continuacion, es propuesto por Bazeia (2004, p.2) como parte

de la solucion tipo pared de dominio, porque la tanhp( ) cumple con el perfil de un kink si

= 1, y de un doble kink si p es un impar mayor que 1:

$p(r) = tanh? (1) (A.14)

De igual manera, para el potencial de autointeraccion descrito en la ecuacién (1.8) del trabajo de

Susana:
V@) = — 5 (% + - 367) (A.15)
31 df\* d2f df\?
V(d))__Zf_z[ ( ) fdr2 (dr) _3ﬁ2]
31 gdf\* _d¥f
V() = —Zf—z[s( ) +fﬁ—3ﬁ2]
f — eA(r)
3 1 deA\? d?(eA™
V() = —26%[3(14%)2 +e4(4"e” + A'%e) — 382]
V(T‘) 2 " (3A/2 2A+Au 2A+A12 2A 3,82)
V(r) = —;(3A’2 + A"+ A% -3p7%)
(A.16)

V(r) = —g(A” + 44’2 — 382),

Densidad de energia en longitud propia

Partiendo de la expresion para la densidad de energia de la ecuacion (2.5), se reemplaza la

expresion (A.11), en coordenadas conformes, del factor métrico

6t=2(Z-p?) (2.5)
o= At () -]



f:eA(r)
2
P L Gl BT S [ Catld) _ g
bt e24 dr? dr
t 3 " _2A 12 24 1, A\2 2
Gt=eﬁ[,4e + A e + (Ae?)? — B?]

GE=3A" + 64 — 2. (A.17)

Potencial mecanico-cuantico en longitud propia

A la expresion para el Vqy, de la ecuacion (2.31), se le reemplazan las expresiones (A.10) y
(A.11) encontradas, en coordenadas de longitud propia, del factor métrico:

2
_ 35! 3!
VQM = Zf—z-l'ET (231)

vou=3() 3l + (@)

v _9(df>2 3 d*f
M = g \dr 27 dr?

f — eA(r)

9[d(eA™) Z 3,4 d?(eA®™)
Vou =Z[ dr 2 dr?

9 3
VQM =Z(AleA)2 _I_EeA(AIIeA +A,26A)
9 3
VQM — ZA,ZeZA +E€2A(AH +A’2)
15 ,,2 3
Vou = €24 (24 +247). (A.18)



ANEXO B: CODIGO EN WOLFRAM MATHEMATICA 12.3 STUDENT EDITION,
PARA LA GRAFICACION DE f, &, V(®), p, y VQM.

Solucién en coordenadas conformes

Factor métrico f(§)

Factor metrico f(¢) (coord. conformes)
[S) .

xel
s1«1
s2=3
s3=5
Flz (14 (aed) (2451))7(-1/{2e51))
£2= (14 (ael)M{2682}) (=17 {2052))
fla (1o (aef)M(2+83))7(~1/ {2+53))

Plot[ (1, f2, F3}, (£, -100, 186), PlotRange » ((-10, 18}, (0, 1.1)), Frame + True, LabelStyle - (FontFamily = “Arial™),

Framelabel - (“Factor aétrico”}, AxesLabel - {“2", “f(£)"), PlotStyle - (Dashing[r]}]

Campo escalar ¢p($)

Campo escalar ¢(¢) (coord. conformes)

el
M=
s2=3
slah
@01 = Sqrt[3e (251-1)) /81

P02 « Sqrt[3e (252-1)) /%2

083 = Sqrt[3e (253-1)) /53

o1« ¢0leArcTan|{ae{)*sl]
¢2 = $@2 s ArcTan[{ae ) *s2]

O3 5 pOXsArcTan[(ae«f) s3]

Plot( (@1, 2, ¢3), (£, -20, 20}, PlotRange « ((~15, 15), (-3, 3}, Frave « True, LabelStyle » (FontFamily - "Arial™),

fFrameLabel « {“Campa escalor®), AxesLabel < (“£°, "2(0)"))




Potencial de autointeraccion V(¢)

Potencial de autointeraccion V(p)(coord. conformes)

a=z1l

511

LY |

s3=5

A= -Bea™2

Pl =Sqrt[3e (251-1)] /51
G02 « Sqre(de (232-1)) /92

$03 « Sqrt(3s (233-1)] /33

@1« ¢B1eArcTan( (ae ) sl)
¢2 = $BZ e ArcTan[ (ae ) "s2)

¢ e pR2eArcTan[(ael)*sd)

V1= 3 (a*2) +Sund ([ (SIn[p/$01]) @, 1]+ ({251+43/2) ¢ (COS[p/d01]) 2-2)
V2 3e{a*2) eSurd((Sin[p /¢02]) "8, 3] e ((252+3/2) ¢ {COS[p/a02]) 2~ 2)

V3iz3e(a"2) eSurd[(Sin[p/¢B3]) "B, 5]« ({253+3/2) « (Cos[p/e03])"2-2)

Plot[{v1, v2, V3}, {p, -3, 3}, Frame - True, LabelStyle — {FontFamily « “Arial™}, Framelabel « {“Fotencial de autolnteraccion™} ]

Axeslabel « ["#", "V(4 "), PlotStyle « [Dashing(r] )]

Densidad de energia p(§)

Densidad de energia (coord. conformes)

a=1
p=0

$1.1

$2»3

s3=5

fl= (1« (anf)"(2051))*(-1/(2e51))

F2a (1o (ané)*(2e82) ) (~1/ (2+52))

F3= (1« (@a€) " (2653))7(-1/ (2053))

GLLL w = (37 (F172)) & ({D[F1, &, £]/ F1) = B~2)

Gtt2 = - (3/(f272)) o ((D[F2, &, £1/F2) -B2)

Gtt3 = - (37 (F3°2)) » ((D[F3, &, £]/F3) - B*2)

Plot{(Gtel, GLr2, Gtr3d), (&, <6, 6}, PlotRange « ((-6,6), (~7,8)), Frane « True, LabelStyle « (FontFamily « “Arial®),

FraneLabel - {“Densidad de energia™), Axestabel - ("4, "o({) "), PlotStyle + (Dashing(r]}}




Potencial mecanico-cuantico (VQM)

Potencial mecanico-cuantico VQM (coord. conformes)

a=1
s1=1

s2=3
5325

Fle (1o (aeg) {2031)) =1/ {2a51))
22 (e ()M (2e82))"(-1/ (2+582))
Fiz= (e (aef) " {2453))%(-1/ (2+53))
VOM1 = (3/4) « (D[F1, £]~2/F172) & (3/2) « (O[F1, &, £] /1)
VOM2 = (3/4) « (D[F2, £]72/F272) + (3/2) a (D[FZ, T, €]/ ¥2)
VOM3 = (3/4) # (D[F3, £]1"2/¥372) + (3/2) & (B[F3, £, €]/ 43)

Plot [{WOM1, vQM2, vQM3}, {£, -100, 100), PlotRange - ({-6, 6}, {-3.3, 2}}, Frame - True, LabelStyle < (FontFamily - “Arial”},

Framelabel < (“Fotencial mecdnico-cudntico™), Axeslabel - (“Z“, “vgM (&)™), PlotStyle + (Dashing[ri}]




Nueva solucién en coordenadas de longitud propia

En las siguientes imagenes donde aparecen las soluciones A, para cada p, estas expresiones
tienen subindices que no corresponden al valor de p, sino que corresponden al orden en el que
se fueron obteniendo. Asi, A; es solucién de p =1, Az lo es parap = 3, Az parap = 5, y asi

sucesivamente.
Factor métrico f(r)
Para obtener esta solucion se recurrio al factor warp A, de Bazeia, pero luego se vio que este no

servia para los enteros impares, por lo que toco integrar la ecuacion (A.13) para cada valor del

parametro p, y asi obtener las soluciones especificas A(r).

Factor metrico (coord. longitud propia)

)
]
plas
4.7
CSelve [BTamh [r/pd]| *p), r]1* 2+ A7 [r) w @, A[r], r
CSolve [D[Yamh [ r/p2| g2, c1 2+ 3N (F) w @, A0, T
OSalve [D[Tarh [r/p3] *pd, r]*2+3A'°[r] w @, A[r}, ]

OSolve [D[Tamh [r/pd] *pd, r]*243A'7[Fl w @, Alr), 1)

»
R EEEREE
ces PRI eeS

? Sech(r)?
AleChar Log[Cashir)) +
» 1
1 ry (s rye (T 3 ras
AlwCler(as l‘”““l""’l |~l$shhj | "+ asech] -] - seen] - ") - < raem
™ Al L) ! oS ]
1 ' q 1" 12 e (e rye roamy 28 rom
Ade (Serih S (120L0g|Cosh ]]-.'nnem’ |7 - 268 sech « 180 Sech| ~a5sech| - |"vaseen] - |7 Tah|
W6 \ ‘s 5! 5 ‘s s) ‘sl 7 Ly
AL
1 "y fea LR} ) TRl fyw 1fw st
ST Pty | (Mm{[lcﬂl-‘ o 2758 Sech| - arsn sech| - |+ 3850 seen| - 1625 sech| - .uuum[- asesech |~ |7« e secn| -
5190 7! 7! L7 7! (] 7 ? il
Fan
— Tan | -
a5 7
M1 w Exp[AL)
W2« ExpA2)
W3 ExplAY)
Wi . Exp[aa)
PLOTJ(MFE, WE2, ES, R ), (r, <100, 1005, PlotRange « ((-70, 9], (0, 1.1)), Freme < True, LabelStyle « [fonthfasily « “Arial®),

Frametabel « [“Fartar satricn®), Axmsisbel « (“r", “Wf ("), PlatStyle « [Dashing[r]}]




Campo escalar ¢p(r)

Campo escalar ¢(r) (coord. longitud propia)

pi=1
p2 =13
pla-h
pa=7
#l= (Tanh{r /pi])*p1
#2 » (Tanh{r /p2])*p2

#3 = (Tanhir /p3])*p3

@3 « (Tanh{r /pd])~pa

Plot[{el, ¢2, ¢3, ¢4}, (r, -100, 188}, PlotRange —« ({-20, 28}, [-1.1, 1.1}}, Frame -+ True, LabelStyle -« {FontFamily - “Arial®},

FraneLabel « (“"Corpo escalar™), Axestabel « ("#%, “#(r) "}, PlotStyle « {Dashing(r]}]

Potencial de autointeraccion V(¢)

Potencial de autointeraccion Vig)
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Densidad de energia p(r)

Densidad de energia p(r} (coord. longitud propia)

Cloar (A1, A2, Ad, Ad]
f=0

Qa0
2=9
csz0
CAne@
5.0
6-0
cr=0
8»0

MaClere- 20 [Cosh(r)] Sechir1
- srii- - asl r - ——
ot 15

AZeCIercas 710 (-ulogl(ush[g” -usecn[g]’ -GScchlgl. - s«-[gl'} - % uva[g]'

5 [nol.o;{cosuli}].zns«cnlﬂ'-zum[f]‘.x»mﬂ{i]'.ass«nli]'.smn[i]"] s

A= C5erch- P ,_,}"”"[E]“

pree

CTerce.
":" ) ‘mm[cmu[;” nrus«h[;]’-:rns«n[;]‘.zasos«n[;]'-zszss“n[-;]'.uus«n[;]"-ms«.n[;]".us«n[;]"} =
as 3
1"

GEE = (AeD[A1, r, F1) o (6 (DAL, r])*2) - ((3/Rxp[2enl]} e ")
Gttl« (3«D[A2, r, F) » (6= (DIAZ, r]) "2} = {(I/Exp[29A2]} # (572}
Gttd = (340[AS, 1, F])« (60 (DAZ, 1] 1 %2} - {(3/Exp(2eA3]} 0"}

Gttd « (3eD[AS, r, r]) « (6 (DLAL, r1) %2} = {(3/EXP[2e AA]} « 372}

Plot[{-6tt]l, -10 6212, -10«Gtt3, -10«GttA}, {r, -100, 180), PlotRange « ({-15, 15), (-0.5, 1.1}), Frame < True,

LabelStyle - (Fonthamily = “Arial™), Frasulabel « (“Deraidad de smergia®), Axeslabel <« [“0°, “o(r1 "), PlotStyle « [Dashing[r]))




Potencial mecanico-cuantico (VQM)

Potencial mecanico-cuantico {coord. longitud propia)

Clear[r}

C1z0
-0
Cz0
4.0
BSz0
6«0
=0
.0

sechir]?
1

2
zClerC2-= .
AlzCler - LoglCosh(r]| =

AlsCiercas ’—1‘ {-uu‘[w[;]] -1ss«n[£]'.ss«h[%]'-mn[';']'} - ’—: I-h[E]'

AY=CS5erCo- ”L“ s (uuo.[cem[E” -”'MIEE"’“"‘*[E}'“"*'[E]'-"“‘"IE]' .nma[i]"} L t-nﬁ[i]"

297
M.
Crorca-
" (uouglcm[;]] . znos:eh[;]’- ;msm.[;]‘ .uus«a[;]' = :uss«b[;]' . uus«h[g]' < ms«n[;]"- »mn[%]“) <
a9
;.—su-[;]"

VORI - Expl2aAL) e ({(15/4) # DAL, r)*2) o ((3/2) «D[AYL, 7, 1)}

VO « Exp[2eA2] 0 ({157 4) 2 D[A2, 172) « [ (AL 2} «DIAL, ru P 1)}

VOMG = EXPl2aA3] o ({(15/4) «D[AI, r)*2) « ((3/2) «D[A2, r, r])}

VUM B2 ) o ({(19/4) «D[AA, r]*2) ¢ [(3/2) DM, r, ]}

*Ln edo s In ecvacion diferencial que results e In relacion entre las coordensdss adicionales, conforwe ({) y de lomgitud

propia (r), y £l factor sstrico: @f/dr » L/F°

edol = £°(r] = Exp[-A1)

edol = {*[r] = Exp[-A2]

edod « £°[r] w Exp[-A3]

edod = £7|r] = tap[-M)

soll « NDsSolve] (odol, £[1] « 1}, £, {r, -100, 108} ]
3012 » MDSolve [ [edo2, £[1] » 1}, £, [r, -188, 168} ]
sol) « Msolve [ {edod, £[1] « 1}, &, {r, ~100, 109} ]

1014 « NDSolve [ (edod, £[1] = 1}, 4, [r, <109, 109] ]

ParametricPlot{{({£ /. First[soll]) [r], SO« WML}, ((£ /. First(sol2])[r], 1000« WMZ], ({{ /. First[sol3]}[r], 2000« VM),
{08 £ PAPst[sola]) [r], 3008 VoML S, (r, -3, 30}, Plotiange « { (-5, 50}, (-10, 15)), Frase — True, LabelStyle - (footFasily < “Arlal®),
FraveLabel « {("Potencial secAnico-cudntico™), AxesLabel - (“Cir)™, "WM(<(r)) "), PlotStyle - (Dashingir]})

Show (%1177, ImegeSize « Large)
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