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RESUMEN

El objetivo del presente proyecto de investigación fue generar un documento guía sobre las

estructuras algebraicas de grupos y anillos, para abordar con los temas planteados en las asignaturas

de Álgebra Abstracta I y II de la carrera de Matemática de la Escuela Superior Politécnica de

Chimborazo. Para ello se consideró una investigación de tipo documental, con enfoque cualitativo

y nivel descriptivo, se utilizó el editor de texto Latex y se desarrolló mediante una lectura selectiva,

reflexiva y crítica de la bibliografía existente sobre estas estructuras algebraicas. Como resultado

se deja una guía de estudio titulada: “Una Introducción al Estudio de Grupo, Anillo y Campo”,

la cual describe en forma conveniente los tópicos de grupos, subgrupos y homomorfismos entre

grupos, además de anillos, subanillos, dominios íntegros y campo de fracciones. Luego de finalizar

esta investigación, se concluye que la asignatura Álgebra Abstracta, de la carrera de Matemática,

requiere de un entendimiento riguroso de teoremas y demostraciones, y aquellos estudiantes que se

inician en su estudio pueden presentar dificultades en el proceso de aprendizaje, sobre todo en los

tópicos principales de la teoría de grupos y anillos. Se recomienda continuar el estudio sobre las

estructuras algebraicas de grupos y anillos, abarcar sus aplicaciones, los campos de investigación,

problemas actuales relacionados con éstas y posiblemente otras estructuras del Álgebra Abstracta.

Palabras clave: <MATEMÁTICA>, <ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS>, <GRUPOS>,

<ANILLOS>, <MONOGRAFÍA>.
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SUMMARY/ABSTRACT

The aim of the current research work was to generate a guide on algebraic structures of groups

and rings, in order to study the topics proposed in the Subjects of Abstract Algebra I and II

Subjects, belonging to the Mathematics career of Escuela Superior Politécnica de Chimborazo.

Thus, it was necessary to consider a documentary-type research with a qualitative approach and

descriptive level, it was also necessary to use Latex text editor which was developed by means of a

selective, reflexive and critical reading of the existing bibliography on these algebraic structures.

The result is a study guide entitled: “An Introduction to the Study of Group, Ring and Field”, which

conveniently describes the topics of groups, subgroups and homomorphisms between groups, as

well as rings, subrings, integral domains and fraction fields. Once the research finished, it was

concluded that the subject of Abstract Algebra, belonging to the Mathematics career requires a

rigorous understanding of theorems and demonstrations, and those students who are just starting

to study may have difficulties in the learning process, especially on the main topics regarding the

group and ring theory. It is recommended to carry on studies on algebraic structures of groups and

rings, to consider their applications, research areas, current problems related and possibly other

structures of Abstract Algebra.

Keywords: <MATHEMATICS>, <ALGEBRAIC STRUCTURES>, <GROUPS>,

<RINGS>, <MONOGRAPH>.
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INTRODUCCIÓN

La asignatura Álgebra Abstracta, que se dicta en la carrera de Matemática de la Escuela Superior

Politécnica de Chimborazo (ESPOCH) aborda las estructuras algebraicas de grupos y anillos. Esta

teoría tiene mucha influencia debido a su aplicabilidad en problemas de otras disciplinas, tales

como; la informática, la física y la química (Gallian, 2017, p.15).

La motivación para desarrollar esta guía de estudios surge de la experiencia personal y la de otros

estudiantes al momento de cursar la asignatura Álgebra Abstracta, ya que su didáctica está basada

en la comprensión rigurosa de teoremas y demostraciones; actividad que requiere del estudiante un

nivel avanzado de abstracción y pensamiento crítico. Adicionalmente, la bibliografía especializada

en los tópicos de grupos y anillos la encontramos en otros idiomas, dificultando aún más su

entendimiento, y la Biblioteca Central de la ESPOCH no disponen de bibliografía suficiente sobre

estas teorías.

La estructura algebraica de grupo permite modelar problemas con simetrías, funciones y el conjunto

de los números reales. Cuatro fuentes principales influyeron en el desarrollo de esta teoría; el

álgebra clásica estudiada por Lagrange en 1770, la teoría de números desarrollada por Gauss en

1801, la geometría estudiada por Klein en 1874 y el análisis explorado por Lie y Poincaré en 1874 -

1876. El término de anillos fue acuñado por David Hilbert en 1897, aunque una primera definición

abstracta formal no se dio hasta que Abraham Fraenkel la presentó en 1914 (Gallian, 2017, p.227). En

la teoría de anillos el interés se centra en los anillos conmutativos que han permitido desarrollar

una aritmética en entornos más generales que los números enteros. Los antecedentes destacan que

la teoría algebraica de números, la teoría invariante y la geometría algebraica fueron las fuentes

principales que influyeron en el desarrollo de esta estructura.

Este proyecto de investigación deja como resultado una guía de estudios, pensada y diseñada para

los estudiantes que se inician en el aprendizaje la asignatura de Álgebra Abstracta, ya que se escribió

en forma sencilla, directa, y cada definición y concepto se ilustra con ejemplos. Ciertamente, no

se estudian todos los tópicos de ambas estructuras ya que son teorías sumamente extensas, sin

embargo, se espera facilitar la compresión y análisis de los elementos principales que componen

estas teorías, e influir positivamente en el aprendizaje de estos tópicos por parte de las futuras

generaciones de matemáticos de la ESPOCH.

La guía de estudios ofrece dos módulos, cada uno de los cuales consta de definiciones, proposiciones,

teoremas y ejemplos, siempre considerando los aspectos más relevantes de cada estructura,

planteados en forma simple y concisa. En el primer módulo se estudia la teoría de grupos, sus
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propiedades y homomorfismos entre grupos, mientras que en el segundo módulo se presenta la

estructura de anillo, sus propiedades y generalidades.

Es importante recalcar que esta investigación no expone las aplicaciones de las teorías mencionadas,

sino que intenta cubrir los contenidos mínimos de los cursos de Álgebra Abstracta, contemplados

en la malla curricular de la carrera de Matemática de la ESPOCH.
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CAPÍTULO I

1. MARCO TEÓRICO REFERENCIAL

1.1. Antecedentes

En la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo, específicamente en la carrera de Matemática, no

hay evidencias de la existencia de una guía de estudios sobre las estructuras algebraicas de grupos

y anillos, teorías que se trata en la asignatura de Álgebra Abstracta.

Elvis Cotrado (2017, p.40), encontró que la asignatura con menor índice de aprobación es el Álgebra

Moderna con un 77,78%, ya que de los nueve estudiantes del tercer año únicamente aprobaron dos.

De igual manera, la investigación presentada por Valentín Cruz (2001, p.25) refleja que la asignatura

Álgebra Abstracta, impartida en el sexto semestre es una de las que presentó mayor dificultad de

aprendizaje, según los alumnos de séptimo y noveno semestre de la carrera.

Esto no se debe a que el docente no esté capacitado para dictar la asignatura, sino más bien al hecho

de que el Álgebra Abstracta es una de las materias que da inicio a la matemática teórica (pura).

Israel N, docente de la Universidad de Chicago, considera que el álgebra con frecuencia constituye

el primer encuentro del estudiante con una disciplina matemática abstracta (Herstein, 1986, p.1).

Por otra parte, Thomas W, en su libro “Abstract Algebra Theory and Applications”, señala que:

Uno de los mayores problemas en la enseñanza de un curso de álgebra abstracta es que para

muchos estudiantes es su primer encuentro con un entorno que les exige hacer pruebas rigurosas.

Tales estudiantes a menudo encuentran difícil ver el uso del aprendizaje para probar teoremas y

proposiciones (Judson, 2012, p.3).

De igual manera, otros autores de textos sobre Álgebra Abstracta (Alcock, 2021; Beachy, 2019; Rotman,

2000) opinan que los estudiantes encuentran dificultades de aprendizaje cuando se enfrentan al

estudio de dicha asignatura.

Estos antecedentes, sobre la asignatura Álgebra Abstracta, señalan un problema en el aprendizaje

de estos tópicos en las carreras de matemática, que influye negativamente en el rendimiento

académico de la asignatura, y motivan a realizar esta investigación documental, que dejó como

resultado una guía de estudios: “Una Introducción al Estudio de Grupo, Anillo y Campo”, enfocada

principalmente en los contenidos mínimos requeridos para esta asignatura de Álgebra Abstracta de

la carrera de Matemática de la ESPOCH.
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1.2. Planteamiento del problema

1.2.1. Enunciado del problema

Una de las causas del bajo rendimiento en la asignatura de Álgebra Abstracta, en la carrera de

Matemática de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo, es la falta de una guía de estudios

que aborde los contenidos mínimos planteados en la malla curricular de la carrera.

1.3. Justificación

En la carrera de matemática de la ESPOCH el estudiante se enfrenta al estudio de las estructuras

algebraicas de grupos y anillos, específicamente en el curso de Álgebra Abstracta que se contempla

en la malla curricular de la carrera. Esta asignatura da inicio a la matemática teórica, por tal razón

requiere de un documento de referencia, basado en un estudio crítico y enfocado en los temas que

se dictan en la carrera, el cual influya positivamente en la comprensión de sus tópicos.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Generar un documento que sirva de referencia para estudiantes de la carrera de matemática de

la ESPOCH, mediante una lectura crítica de las referencias bibliográficas especializadas en los

tópicos de las estructuras algebraicas de grupos y anillos, a fin de contribuir con la compresión y

análisis del Álgebra Abstracta.

1.4.2. Objetivos específicos

• Determinar estrategias de búsqueda de información, identificando palabras claves del tema de

investigación y las herramientas de búsqueda más útiles, para establecer aquellas fuentes más

apropiadas que sustenten los temas planteados.

• Realizar una lectura reflexiva, selectiva y crítica sobre los tópicos de investigación, subrayando

la información mas relevante de las referencias seleccionadas, para facilitar la comprensión del

Álgebra Abstracta.

• Diseñar y escribir una la guía de estudios con los conceptos y definiciones fundamentales sobre

las estructuras de grupos y anillos, mediante el uso del editor de texto LATEX y basado en fuentes
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confiables, para la posterior divulgación del documento.
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CAPÍTULO II

2. MARCO METODOLÓGICO

2.1. Enfoque de investigación

Este trabajo de investigación se planificó con una metodología de enfoque cualitativo, debido a que

se interpretó de manera subjetiva los contenidos de la bibliografía seleccionada, para describir los

tópicos que se estudian en la asignatura de Álgebra Abstracta de la carrera de Matemática de la

ESPOCH.

2.2. Nivel de investigación

Esta investigación corresponde a un estudio descriptivo, ya que el interés fue producir una guía de

estudio, en la cual se describan los temas más importantes de cada estructura algebraica de acuerdo

con los contenidos mínimos requeridos para esta asignatura.

2.3. Diseño de la investigación

La investigación es de tipo documental, con uso de fuentes secundarias debido a que se basó

en la recolección de documentos digitales especializados en los temas de grupos y anillos, estos

incluyeron: libros, revistas, tesis, monografías y otros. La bibliografía recabada para la redacción

del documento guía constó de un 71.42% de textos en el idioma inglés y poco accesibles para

estudiantes que se inician en el estudio de estas estructuras algebraicas. Adicionalmente, se hizo un

estudio teórico y crítico sobre estas estructuras para redactar la guía de estudio.

2.3.1. Recolección y análisis de la información

Una vez definido el tema de investigación, se procedió a recabar información en fuentes que

incluyen libros, tesis y notas todas éstas digitales, las cuales contemplan el estudio de las estructuras

algebraicas de grupos y anillos.

Posteriormente, mediante una lectura selectiva de las referencias seleccionadas, se procedió

a la clasificación de la misma, eligiendo aquellos documentos que facilitaran el desarrollo y

entendimiento de los tópicos que se tratan en la asignatura de Álgebra Abstracta.
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2.3.2. Redacción del trabajo de investigación

Debido a que la guía de estudio sobre las estructuras de grupos y anillos, está dirigida a estudiantes

que se inician en el estudio de la asignatura de Álgebra Abstracta, el documento se escribió de

manera clara, concisa y sencilla, además cada definición se ilustra con ejemplos.

Para la escritura del documento guía, se consideraron tres fases; pre-escritura, redacción del escrito

y revisión o post-escritura.

La pre-escritura, consistió en realizar una lectura reflexiva sobre la teoría de grupos y la teoría de

anillos, entender definiciones, proposiciones, teoremas y ejemplos. Una vez entendido los tópicos

se realizó un borrador a mano en el cual se especificaba el desarrollo completo de los teoremas,

proposiciones y ejemplos en forma sistemática y detallada.

En la fase de redacción del escrito se realizó el proceso de escritura digital, para lo cual se utilizó

el editor de textos Latex. Por último, la revisión o post-escritura consistió en una revisión y

depuración final del documento guía.

De esta manera, se generó el documento guía “Una Introducción al Estudio de Grupo, Anillo y

Campo”, con los contenidos mínimos requeridos para la asignatura de Álgebra Abstracta de la

carrera de Matemática de la ESPOCH y cuyo fin es facilitar el aprendizaje de estos tópicos a las

futuras generaciones de matemáticos.
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CAPÍTULO III

3. MARCO DE RESULTADOS Y DISCUSIÓN DE LOS RESULTADOS

3.1. Resultado

Esta investigación de diseño documental con carácter descriptivo y enfoque cualitativo, generó

como resultado una guía de estudio titulado: “Una Introducción al Estudio de Grupo, Anillo y

Campo”, concebida con la idea de ser utilizada por los estudiantes de la carrera de matemática de

la ESPOCH, y cuyo contenido contempla los tópicos mínimos requeridos en las asignaturas de

Álgebra Abstracta I y II de la carrera de matemática de la ESPOCH. El propósito del documento es

facilitarle al lector el entendimiento de los conceptos básicos sobre estas estructuras, y al mismo

tiempo influir en el proceso de enseñanza-aprendizaje de los estudiantes de la carrera.

3.2. Estructura del documento guía

La guía de estudios que se deja como resultado, consta de dos módulos, cada uno de los cuales

resalta definiciones, proposiciones, teoremas y ejemplos, siempre considerando los aspectos más

relevantes de cada estructura. Adicionalmente, cada una de las secciones ofrece un preámbulo en el

cual se identifican los temas a tratar y la estructura de la sección.

Módulo I: En este módulo se contempla el estudio elemental de los tópicos asociados a la Teoría de

Grupos, los cuales fueron: grupos y sus propiedades, subgrupos, grupo de congruencia módulo m,

grupo de permutaciones, grupos cíclicos, clases laterales, teorema de Lagrange, subgrupo normal,

grupo cociente y se finalizó con el tema homomorfismos entre grupos y teorema de Cayley.

Módulo II: Este módulo abarcó el estudio básico relacionado con temas de la Teoría de Anillos,

estos fueron: anillos y sus propiedades, subanillos, dominios de integridad, campos, ideales, anillo

cociente y por último el tópico de campo de fracciones.
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CONCLUSIONES

La asignatura Álgebra Abstracta, de la carrera de Matemática, requiere de un entendimiento riguroso

de teoremas y demostraciones, y aquellos estudiantes que se inician en su estudio pueden presentar

dificultades en el proceso de aprendizaje, sobre todo en los tópicos principales de la teoría de grupos

y anillos.

Como producto del Trabajo de Integración Curricular desarrollado se deja una guía de estudio, que

puede ser considerada como material de apoyo didáctico para el entendimiento de los temas de

Teoría de Grupos y Teoría de Anillos.

Con respecto a la elaboración de la guía, el módulo que conllevó más tiempo de investigación y

desarrollo fue el de la teoría de grupos; especialmente el subtópico de grupos de permutaciones.

Esto se debe, en parte, a que fué el primer módulo que se diseñó, y también porque contiene la

teoría básica en la cual se apoyan otras estructuras, incluyendo la teoría de anillos, lo cual lo hace

más extenso.

La teoría de anillos no presentó mayores inconvenientes en cuanto su comprensión, y la estructura

del documento hizo posible su inserción bajo las mismas consideraciones de redacción que el

módulo anterior. El tópico de este módulo que requirió más lectura y dedicación fue el de los

ideales de un anillo.

Se espera que la guía sea utilizada por las nuevas cohortes de estudiantes de la carrera de Matemática,

y que su uso pueda influir positivamente en el proceso de aprendizaje de la asignatura Álgebra

Abstracta.
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RECOMENDACIONES

En vista de que la guía de estudio “Una Introducción al Estudio de Grupo, Anillo y Campo”, va

dirigida a las futuras generaciones de matemáticos, se recomienda que la misma se ponga al alcance

de los estudiantes de las próximas cohortes. También sería deseable hacer un estudio sobre su

influencia en el aprendizaje y en el rendimiento académico de los estudiantes en la asignatura

Álgebra Abstracta.

Son muchas las aplicaciones de las estructuras algebraicas de grupos y anillos, no solo en el campo

de la matemática, sino también en otras especialidades, por tal razón se recomienda, a futuro,

hacer un estudio detallado de estas aplicaciones, lo cual puede ser extendido a otras estructuras del

Álgebra Abstracta.

Por último, se recomienda los lectores interesados en la teoría de anillos, revisar el contenido del

primer módulo sobre teoría de grupos, antes de iniciarse en este segundo módulo.
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Prefacio

Se presenta una guía de estudio inicial sobre las estructuras algebraicas de Grupos

y Anillos, la cual intenta cubrir estos temas, dictados en los cursos de Álgebra

Abstracta, contemplados en la malla curricular de la carrera de Matemática de la

Escuela Superior Politécnica de Chimborazo.

El propósito del documento es facilitarle al lector el entendimiento de los

conceptos básicos sobre estas estructuras, y al mismo tiempo influir en el proceso

de enseñanza-aprendizaje de los estudiantes de la carrera de matemática.

La guía ofrece dos módulos, cada uno de los cuales consta de definiciones,

proposiciones, teoremas y ejemplos, siempre considerando los aspectos más

relevantes de cada estructura.

En el primer módulo se estudia la teoría de grupos, propiedades de la estructura

y sus derivaciones, considerando homomorfismos e isomorfismos entre grupos. En

el segundo módulo presentamos la estructura de anillos, propiedades y aspectos

relevantes para concluir con el tema de campo de fracciones.

En cada sección se presenta un preámbulo en el cual se identifican los temas a

tratar y la estructura de la sección.



Módulo I

Teoría de Grupos



Grupos

La teoría de grupos es importante debido a sus múltiples aplicaciones en varias

ramas del conocimiento. Un ejemplo que podemos entender gracias a esta teoría

son las distintas combinaciones de movimientos que pueden realizarse para armar

un cubo de Rubik.

Este módulo proporciona a los lectores nociones elementales sobre la teoría de

grupos; se presenta definiciones, proposiciones, teoremas y ejemplos.

Propósito

Al finalizar este módulo el estudiante estará en capacidad de entender los

conceptos asociados a la estructura de grupos y sus propiedades. Además, seguirá

con rigor las proposiciones y teoremas que se estudian.

Contenido

1.1 Grupos y sus propiedades

1.2 Subgrupos

1.3 Grupo de congruencia módulo m

1.4 Grupos de permutaciones

1.5 Grupos cíclicos

1.6 Clases laterales y Teorema de Lagrange

1.7 Subgrupo normal y Grupo cociente

1.8 Homomorfismos entre grupos y Teorema de Cayley



1.1. Grupos y sus propiedades

1.1 Grupos y sus propiedades

Sea A un conjunto no vacío. Se llama operación ∗ definida en A, a toda función con

dominio A× A. Por ejemplo, si A = N, la diferencia y la suma son operaciones

definidas en N.

El resultado de una operación definida en un conjunto A no siempre es un

elemento de A. Por ejemplo, la diferencia de dos números naturales no siempre

es un número natural. Cuando estudiamos la teoría de grupos nos interesa que

las operaciones definidas en un conjunto cualquiera A, generen un elemento del

conjunto A.

Definición 1.1 (Ley de composición interna)
Sea A un conjunto no vacío. Se llama ley de composición interna u operación

cerrada definida en A, a toda función ∗ con dominio A× A, cuyo rango es el

conjunto A.

∗ : A× A→ A

Ejemplos.

1. Si consideramos al conjunto A como el conjunto de los números enteros Z, la

suma + es una ley de composición interna, ya que la suma de dos números

enteros es un número entero.

+ : Z×Z→ Z

2. Si consideramos al conjunto A como el conjunto de los números reales R,

el producto ∗ es una ley de composición interna, ya que el producto de dos

números reales es un número real.

∗ : R×R→ R

Notación. Sea A un conjunto no vacío. Una operación definida en A será denotada

por ∗. En particular, escribimos a ∗ b para indicar el resultado de operar los

elementos a, b ∈ A.

5



Definición 1.2
Sea A un conjunto no vacío, y sea ∗ una operación definida en A, se dice que

la operación ∗ es:

1. cerrada en A, si a ∗ b ∈ A para todo a, b ∈ A,

2. conmutativa en A, si a ∗ b = b ∗ a para todo a, b ∈ A,

3. asociativa en A, si (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) para todo a, b, c ∈ A.

Además, se dice que:

4. el elemento e ∈ A es un elemento neutro , si a ∗ e = a, y e ∗ a = a para

todo a ∈ A.

5. el elemento a′ ∈ A es un elemento inverso de a ∈ A, si a′ ∗ a = e, y

a ∗ a′ = e, donde e es el elemento neutro.

Ejemplos.

1. Consideremos la operación suma + definida en el conjunto de los números

enteros Z. Para todo a, b, c ∈ Z se cumple que la suma es cerrada, pues la

suma de dos números enteros es un entero. La suma de números enteros es

conmutativa y asociativa. Además e = 0 es el elemento neutro de la suma

en Z ya que para todo a, a + 0 = a y 0 + a = a. Adicionalmente, para todo

elemento a ∈ Z existe su inverso a′ = −a ∈ Z ya que a + a′ = a + (−a) = 0 y

a′ + a = (−a) + a = 0.

2. Sea X un conjunto arbitrario y P(X) el conjunto de todos los subconjuntos

de X. Si tomamos la operación unión ∪ definida en P(X), tenemos que

para todo A, B, C ∈ P(X) se cumple que la operación es cerrada pues la

unión de elementos de P(X) es un elemento de P(X), y también la unión es

conmutativa y asociativa en P(X). Además el elemento neutro de la unión es

el conjunto vacío, pues A ∪∅ = A y ∅ ∪ A = A, Por otra parte, no para todo

A ∈ P(X), existe un elemento A′ ∈ P(X) tal que A ∪ A′ = ∅ y A′ ∪ A = ∅,

el único elemento que satisface esta propiedad es el conjunto vacío.
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1.1. Grupos y sus propiedades

Una estructura matemática está compuesta por un conjunto no vacío junto con

una, o varias operaciones (y/o relaciones) definidas en ese conjunto. El nombre

de la estructura depende de las propiedades que cumplan las operaciones (y/o

relaciones).

Si ∗1, ∗2, . . . , ∗n son operaciones definidas en A, y R1,R2, . . . ,Rm son

m-relaciones en A, la (n + m + 1)-upla (A; ∗1, ∗2, . . . , ∗n,R1,R2, . . . ,Rm) denotará

una estructura matemática. A continuación definiremos el concepto de estructura

algebraica, que son el tipo de estructura matemática que se estudia en el presente

trabajo.

Definición 1.3 (Estructura algebraica)
Sea A un conjunto no vacío, y sea ∗ una operación cerrada en A. El par (A; ∗)

es una estructura algebraica.

En general, si ∗1, ∗2, · · · , ∗n son operaciones cerradas en A, entonces

(A; ∗1, ∗2, · · · , ∗n), es una estructura algebraica. A continuación analizaremos

algunas estructuras del tipo (A; ∗).

Definición 1.4 (Semigrupo)
Sea G un conjunto no vacío, y sea ∗ una operación definida en G. Se dice que

la estructura (G; ∗) es un semigrupo si la operación ∗ es cerrada y asociativa

en G.

Ejemplos.

1. Sea Z>0 el conjunto de los enteros no negativos y la operación +. La estructura

(Z>0;+) es un semigrupo. En efecto, la operación + es cerrada en Z>0, pues la

suma de dos enteros no negativos es un entero no negativo. Además, la suma

de enteros no negativos es asociativa, esta propiedad se hereda de la estructura

(Z;+).

2. Sea M2(R) el conjunto de matrices cuadradas de orden 2 con entradas reales. La

estructura (M2(R);+), donde + es la suma usual de matrices, es un semigrupo.

En efecto, si A, B, C son elementos de M2(R), se tiene que
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La suma es cerrada, ya que

A + B =

a11 a12

a21 a22

+

b11 b12

b21 b22

 =

a11 + b11 a12 + b12

a21 + b21 a22 + b22


La suma es asociativa, ya que

(A + B) + C =

a11 a12

a21 a22

+

b11 b12

b21 b22

+

c11 c12

c21 c22



=

a11 + b11 a12 + b12

a21 + b21 a22 + b22

+

c11 c12

c21 c22



=

(a11 + b11) + c11 (a12 + b12) + c12

(a21 + b21) + c21 (a22 + b22) + c22



=

a11 + (b11 + c11) a12 + (b12 + c12)

a21 + (b21 + c21) a22 + (b22 + c22)



=

a11 a12

a21 a22

+

b11 + c11 b12 + c12

b21 + c21 b22 + c22



=

a11 a12

a21 a22

+

b11 b12

b21 b22

+

c11 c12

c21 c22


= A + (B + C)

Por lo tanto, la estructura (M2(R);+) es un semigrupo.

Definición 1.5 (Monoide)
Sea G un conjunto no vacío, y sea ∗ una operación definida en G. Decimos

que la estructura (G; ∗) es un monoide, si es semigrupo y además existe un

elemento neutro en G.
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1.1. Grupos y sus propiedades

Ejemplos.

1. La estructura (Z>0;+) no es un monoide ya que no existe en Z>0 un elemento

neutro para la suma.

2. La estructura (M2(R);+) es un monoide.Ya que para todo A ∈ M2(R) existe

el elemento neutro en E ∈ M2(R) tal que A + E = E + A = Aa11 a12

a21 a22

+

0 0

0 0

 =

0 0

0 0

+

a11 a12

a21 a22

 =

a11 a12

a21 a22

 = A

3. La estructura (Z; ∗) con ∗ la operación definida por a ∗ b = a + b − 1, es

un monoide. En efecto, la operación ∗ es cerrada en Z, ya que la suma dos

números enteros es un entero y la diferencia con el entero−1 es entero. Además

la operación ∗ es asociativa, ya que para todo a, b, c,∈ Z, se tiene que

(a ∗ b) ∗ c = (a + b− 1) ∗ c

= a + b− 1 + c− 1

= a + (b + c− 1)− 1

= a ∗ (b + c− 1)

= a ∗ (b ∗ c)

Adicionalmente, para todo a ∈ Z

a ∗ e = a⇒ a + e− 1 = a⇒ e− 1 = a− a⇒ e = 1

entonces, a ∗ 1 = a + 1− 1 = a y 1 ∗ a = 1 + a− 1 = a. En este caso e = 1 es el

elemento neutro.

Por lo tanto, la estructura (Z; ∗) es un monoide.

Definición 1.6 (Grupo)
Sea G un conjunto no vacío y sea ∗ una operación definida en G, diremos

que la estructura (G; ∗) es un grupo si la operación ∗ es:

1. cerrada en G, si a ∗ b ∈ G para todo a, b ∈ G,

9



2. asociativa en G, si (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) para todo a, b, c ∈ G,

Además se dice que la operación tiene:

3. elemento neutro, si existe e ∈ G tal que a ∗ e = a y e ∗ a = a para todo

a ∈ G.

4. elemento inverso, si para cada a ∈ G, existe a′ ∈ G tal que a′ ∗ a = e y

a ∗ a′ = e.

Además si G es un conjunto finito, el grupo se denomina grupo finito.

Ejemplos.

1. Sea I el conjunto de los números impares y la suma usual +, la estructura (I;+)

no es un grupo. En efecto, sean a, b ∈ I, se tiene que

i. La suma no es cerrada, ya que

a + b = 2n1 + 1 + 2n2 + 1 = 2 (n1 + n2)︸ ︷︷ ︸
n

+2 = 2n + 2 /∈ I

Por lo tanto, la estructura (I;+) no es un grupo.

2. Sea R2 el conjunto de los pares ordenados y la suma +, la estructura (R2;+) es

un grupo. En efecto, dados g1 = (x1, y1), g2 = (x2, y2) y g3 = (x3, y3) en R2,

se tiene que

i. La suma es cerrada, pues g1 + g2 = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2),

tomando (x1 + x2, y1 + y2) ∈ R2.

ii. La suma es asociativa, ya que

(g1 + g2) + g3 = [(x1, y1) + (x2, y2)] + (x3, y3)

= ((x1 + x2), (y1 + y2)) + (x3, y3)

= ((x1 + x2) + x3, (y1 + y2) + y3)

= (x1 + (x2 + x3), y1 + (y2 + y3)) (asociatividad en R)
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1.1. Grupos y sus propiedades

= (x1, y1) + [(x2 + x3), (y2 + y3)]

= (x1, y1) + [(x2, y2) + (x3, y3)]

= g1 + (g2 + g3)

iii. Existencia del elemento neutro. Veamos cómo sería el elemento neutro en

(R2;+), sea e = (e1, e2) ∈ R2 se tiene que

g1 + e = g1 ⇔ (x1, y1) + (e1, e2) = (x1, y1)⇔

x1 + e1 = x1 ⇔ e1 = 0

y1 + e2 = y1 ⇔ e2 = 0

luego, e = (0, 0) es el elemento neutro, ya que

g1 + e = (x1, y1) + (0, 0) = (x1 + 0, y1 + 0) = (x1, y1)

e + g1 = (0, 0) + (x1, y1) = (0 + x1, 0 + y1) = (x1, y1)

iv. Existencia del inverso. Veamos cómo sería el inverso de un elemento

cualquiera de (R2;+), sea g′1 = (x′1, y′1) ∈ R2, se tiene que

g1 + g′1 = e⇔ (x1, y1)+ (x′1, y′1) = (0, 0)⇔

x1 + x′1 = 0⇔ x′1 = −x1

y1 + y′1 = 0⇔ y′1 = −y1

luego, g′1 = (−x1,−y1) es elemento inverso, ya que

g1 + g′1 = (x1, y1) + (−x1,−y1) = (x1 + (−x1), y1 + (−y1)) = (0, 0)

g′1 + g1 = (−x1,−y1) + (x1, y1) = ((−x1) + x1, (−y1) + y1) = (0, 0)

Por lo tanto, la estructura (R2;+) es un grupo.

3. Sea C el conjunto de los números complejos y la suma en C, la estructura (C;+)

es un grupo. En efecto, sean u = a + ib, w = a1 + ib1, z = a2 + ib2 ∈ C con

a, b ∈ R, se tiene que

i. La suma es cerrada, ya que la suma de dos números complejos es un

número complejo.

ii. La suma es asociativa, ya que

(u + w) + z = (a + ib + a1 + ib1) + a2 + ib2
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= (a + a1 + i(b + b1)) + a2 + ib2

= (a + a1) + a2 + i((b + b1) + b2)

= a + (a1 + a2) + i(b + (b1 + b2)) (asociatividad en R)

= a + ib + (a1 + a2 + i(b1 + b2))

= a + ib + (a1 + ib1 + a2 + ib2)

= u + (w + z)

iii. Existencia del elemento neutro en C, dado por e = 0 + i0 tal que

u + e = a + ib + 0 + i0 = 0 + i0 + a + ib = a + ib = u

iv. Existencia del inverso. Veamos cómo sería el inverso de un elemento

cualquiera de C, sea u′ ∈ C se tiene que

u + u′ = e⇒ u + u′ = 0 + i0⇒ a + ib + u′ = 0 + i0⇒ u′ = −a− ib

luego, u′ = −a− ib es el elemento inverso, ya que

u + u′ = a + ib + (−a− ib) = (−a− ib) + a + ib = 0 + i0 = e

Por lo tanto, la estructura (C;+) es un grupo.

Definición 1.7 (Grupo abeliano)
Sea G un conjunto no vacío, y sea ∗ una operación definida en G, diremos

que la estructura (G; ∗) es un grupo abeliano, si la operación ∗ cumple con la

propiedad conmutativa.

Ejemplos.

1. Ya mostramos previamente (R2;+) es un grupo, y además para todo par de

elementos g1, g2 ∈ R2 se tiene que

g1 + g2 = (x1, y1) + (x2, y2)

= (x1 + x2, y1 + y2)

= (x2 + x1, y2 + y1)

= (x2, y2) + (x1, y1)

= g2 + g1
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1.1. Grupos y sus propiedades

Por lo tanto, (R2;+) es un grupo abeliano.

2. Ya mostramos previamente (C;+) es un grupo, y además para todo par de

elementos u = a + ib, v = a1 + ib1 ∈ C se tiene que

u + v = a + ib + a1 + ib1

= a + a1 + i(b + b1)

= a1 + a + i(b1 + b)

= a1 + a + ib1 + ib

= a1 + ib1 + a + ib

= v + u

Por lo tanto, (C;+) es un grupo abeliano.

3. Sea R el conjunto de los números reales y sea ⊕ la operación definida por

a⊕ b =
3√a3 + b3, la estructura (R;⊕) es un grupo abeliano. En efecto, sean

a, b, c ∈ R, se tiene que

i. La operación es cerrada, ya que dados dos elementos en R por definición

a⊕ b =
3√a3 + b3 ∈ R.

ii. La operación ⊕ es asociativa, ya que

(a⊕ b)⊕ c =
(

3
√

a3 + b3
)
⊕ c

=
3

…(
3
√

a3 + b3
)3

+ c3

= 3
»

a3 + (b3 + c3) (la suma es asociativa)

=
3

…
a3 +

(
3
√

b3 + c3
)3

= a⊕
(

3
√

b3 + c3
)

= a⊕ (b⊕ c)

iii. Existe un elemento neutro en R, dado por e = 0 tal que

a⊕ e = a⊕ 0 =
3
√

a3 + 03 =
3
√

03 + a3 =
3√

a3 = a
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iv. Para cada elemento de R, existe un elemento inverso que está en R, dado

por a′ = −a tal que

a ∗ a′ = a ∗ (−a) = 3
»

a3 + (−a3) = 3
»
(−a3) + a3 =

3√0 = 0

v. La operación ⊕ es conmutativa, ya que a3 y b3 son números reales y la

suma en R es conmutativa, entonces

a⊕ b =
3
√

a3 + b3 =
3
√

b3 + a3 = b⊕ a

Por lo tanto, la estructura (R;⊕) es un grupo abeliano.

En la siguiente tabla se presenta un resumen de la clasificación de estructuras

algebraicas del tipo (G; ∗), de acuerdo a las propiedades que se cumplen en la

misma.

Estructura (G; ∗) Operación cerrada Asociativa Neutro Inverso Conmutativa

Semigrupo
√ √

Monoide
√ √ √

Grupo
√ √ √ √

Grupo abeliano
√ √ √ √ √

Tabla 1.1: Estructuras algebraicas del tipo (G; ∗)

A continuación, estudiaremos algunas de las propiedades más relevantes sobre

los grupos.

Proposición 1.1
Sea la estructura (G; ∗) un grupo.

1. Ley cancelación derecha: si a ∗ c = b ∗ c, entonces a = b, ∀ a, b, c ∈ G.

2. Ley cancelación izquierda: si c ∗ a = c ∗ b, entonces a = b, ∀ a, b, c ∈ G.

3. El elemento neutro del grupo es único.

4. El elemento inverso de a ∈ G es único.
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1.1. Grupos y sus propiedades

Demostración.

1. Si a ∗ c = b ∗ c, entonces

(a ∗ c) ∗ c′ = (b ∗ c) ∗ c′

a ∗ (c ∗ c′) = b ∗ (c ∗ c′) (asociatividad en G)

a ∗ e = b ∗ e (c ∗ c′ = e)

a = b

2. Si c ∗ a = c ∗ b, entonces

c′ ∗ (c ∗ a) = c′ ∗ (c ∗ b)

(c′ ∗ c) ∗ a = (c′ ∗ c) ∗ b (asociatividad en G)

e ∗ a = e ∗ b (c′ ∗ c = e)

a = b

3. Para demostrar que el neutro del grupo es único, suponemos que e, e1 son

elementos neutros, entonces

e = e ∗ e1 (e1 es neutro)

= e1 (e es neutro)

luego, como e = e1 llegamos a una contradicción, por lo tanto el neutro es único.

4. Para demostrar que el inverso es único, suponemos que a′, a′′ son inversos de

a ∈ (G; ∗), entonces

a′ = a′ ∗ e (ya que e es neutro)

= a′ ∗ (a ∗ a′′) (ya que a ∗ a′′ = e)

= (a′ ∗ a) ∗ a′′ (asociatividad en G)

= e ∗ a′′ (ya que a′ ∗ a = e)

= a′′

luego, como a′ = a′′ llegamos a una contradicción, por lo tanto el inverso de a

es único.
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Proposición 1.2
Sea la estructura (G; ∗) un grupo, para todo a, b ∈ G se satisfacen las

siguientes propiedades.

1. (a′)′ = a

2. (a ∗ b)′ = b′ ∗ a′

3. an ∗ am = an+m

4. (an)m = anm

Demostración.

1. Ya que (a′)′ es el inverso de a′, entonces

a′ ∗ (a′)′ = e

a ∗ a′ ∗ (a′)′ = a ∗ e (a ∗ a′ = e)

e ∗ (a′)′ = a ∗ e (e ∗ a = a)

(a′)′ = a

2. Para probar la propiedad, basta mostrar que (a ∗ b) ∗ (b′ ∗ a′) = e

(a ∗ b) ∗ (b′ ∗ a′) = a ∗ (b ∗ b′) ∗ a′ (asociatividad en G)

= (a ∗ e) ∗ a′ (b ∗ b′ = e)

= a ∗ a′

= e

3. Veamos que,

an ∗ am = (a ∗ a ∗ a ∗ . . . ∗ a)︸ ︷︷ ︸
n−veces

∗ (a ∗ a ∗ a ∗ . . . ∗ a)︸ ︷︷ ︸
m−veces

= (a ∗ a ∗ a ∗ . . . ∗ a)︸ ︷︷ ︸
n+m−veces

= an+m
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1.2. Subgrupos

4. Veamos que,

(an)m = (an ∗ an ∗ an ∗ . . . ∗ an)︸ ︷︷ ︸
m−veces

= a
n + n + n + . . . + n︸ ︷︷ ︸

m−veces

= anm

Es importante hacer mención a ciertas notaciones usadas en la teoría de grupos,

las cuales son la notación aditiva y multiplicativa.

En algunas referencias bibliográficas, si la operación ∗ es la suma +, a la

estructura (G;+) se le llama grupo aditivo y en lugar de la notación a ∗ b se

usa a + b que se lee “la suma de a y b”, el neutro es denotado por el símbolo 0 y el

inverso de algún elemento se denota por −a.

Si la operación ∗ es el producto ·, a la estructura (G; ·) se le llama grupo

multiplicativo y en lugar de la notación a ∗ b se usa ab o a · b que se lee “el producto

de a y b”, el neutro es denotado por el símbolo 1 y el inverso de algún elemento se

denota por a−1 ver ([Ga17], [Ju12], [Cl84], [La05], [Do96]).

A continuación, estudiaremos los subgrupos de un grupo dado, la caracterización

de un subgrupo y ejemplos.

1.2 Subgrupos

En ocasiones es importante conocer si un determinado subconjunto de G goza de

las mismas propiedades del grupo (G; ∗) . En esta sección estaremos analizando

este tipo de subestructuras que fortalecen al grupo al brindar propiedades

adicionales. Algunos subgrupos, como los subgrupos normales, que se estudiarán

más adelante, han resultado de mucha utilidad inclusive para el estudio del grupo

correspondiente.

Definición 1.8 (Subgrupo)
Sea (G, ∗) un grupo, y sea H un subconjunto no vacío de G. Se dice que H es

un subgrupo de G, si (H; ∗) es un grupo con la operación definida en G.
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Notación. Si (H; ∗) es un subgrupo de (G; ∗) escribiremos H 6 G y si no lo es

escribiremos H 
 G.

Ejemplo. Sea la estructura (Z,+) un grupo y sea H = {2n : n ∈ Z}, entonces H

es un subgrupo de Z. En efecto, sean a, b, c ∈ H, se tiene que

i. La suma es cerrada, ya que la suma de números pares es par.

ii. La suma es asociativa, ya que esta propiedad se hereda de (Z;+).

iii. Existe el elemento neutro en H dado por e = 0 ∈ H, tal que a + e = a.

iv. Para cada elemento de H, existe un elemento inverso que está en H, dado por

a′ = −2n1 tal que a + a′ = 2n1 + (−2n1) = 0

Por lo tanto, la estructura (H;+) es un grupo y en consecuencia H 6 Z.

Notación. De aquí en adelante siempre que estudiemos subgrupos escribiremos

“la estructura G es un grupo”, en lugar de “la estructura (G, ∗) es un grupo”.

Además escribiremos a−1 en lugar de a′ para denotar el inverso de un elemento.

Teorema 1.1 (Caracterización de subgrupos)
Sea la estructura G un grupo, decimos que H es un subgrupo de G, si y sólo

si, para todo x, y ∈ H se cumple que xy−1 ∈ H.

Demostración.

⇒) Suponemos que H es un subgrupo de G, entonces mostremos que xy−1 ∈ H.

Si H es un subgrupo de G, entonces la estructura (H; ∗) es un grupo, luego la ∗

operación es cerrada, y para todo elemento de H, existe su inverso en H, tomemos

x, y ∈ H, entonces existe y−1 ∈ H, y en consecuencia xy−1 ∈ H.

⇐) Suponemos que xy−1 ∈ H, entonces mostremos que H es un subgrupo de G.

Veamos que la estructura (H; ∗) es un grupo. En efecto, ya que la operación ∗ es

asociativa en G, entonces la operación ∗ es asociativa en H. Nos falta mostrar que

en H existe el elemento neutro, inverso y que la operación ∗ es cerrada. Como H
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1.3. Grupo de congruencia módulo m

es un subconjunto no vacío, tomemos un elemento a ∈ H, si consideramos x = a

e y = a, de la hipótesis sigue que xy−1 = aa−1 = e ∈ H. Para ver que x−1 ∈ H,

consideremos x = e e y = a, de la hipótesis sigue que xy−1 = ea−1 = a−1 ∈ H.

Finalmente mostremos que la ∗ operación es cerrada en H, como ya mostramos

que el inverso existe, tomemos b−1 ∈ H, y consideremos x = a y y = b−1, de la

hipótesis sigue que, xy−1 = a(b−1)−1 = ab ∈ H. Por lo tanto, la estructura (H; ∗)

es un grupo, y en consecuencia H 6 G.

Ejemplo. Sea la estructura (Z;+) es un grupo, y sea H = {2n : n ∈ Z}, entonces

H es un subgrupo de Z. En efecto, sean x, y ∈ H, veamos que x + y−1 ∈ H,

consideremos x = 2n1, y = 2n2 ∈ H, entonces

x + y−1 = 2n1 + (−2n2) = 2(n1 − n2) = 2n ∈ H (n = n1 − n2 ∈ Z)

Por lo tanto, H 6 Z.

A continuación, estudiaremos algunos de los grupos y subgrupos de interés,

dentro de los cuáles están los grupos de congruencia, los grupos de permutaciones,

los grupos cíclicos, el subgrupo normal y el grupo cociente.

1.3 Grupo de congruencia módulo m

El concepto de congruencia es utilizado ampliamente en la Teoría de Números

y permite caracterizar propiedades de números y de estructuras algebraicas en

forma sencilla. Estudiaremos en esta sección, cómo una relación de congruencia

determina una partición sobre el conjunto en donde está definida. Debido a su

importancia, analizaremos la relación congruencia módulo m, que particiona al

conjunto de números enteros Z en un conjunto finito de clases de equivalencia.

Definición 1.9 (Congruencia módulo m)
Sean a, b dos números enteros cualesquiera, y sea m un entero positivo fijo,

decimos que a es congruente con b módulo m si a − b = km, para algún

k ∈ Z.

Si existe k entero tal que a− b = km, entonces se dice que m | a− b, y se lee m
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divide a (a− b). En este caso, decimos que a es congruente con b módulo m, lo

cual denotaremos como a ≡ b(mód m).

Ejemplos.

1. Si m = 6, se tiene que 25 es congruente a 7(mód 6), ya que 6 divide a 25− 7 =

18. Podemos escribir entonces 25 ≡ 7(mód 6).

2. Si m = 8, se tiene que 46 es congruente a 6(mód 8), ya que 8 divide a 46− 6 =

40. Podemos escribir entonces 46 ≡ 6(mód 8).

Proposición 1.3
La relación congruencia módulo m, es una relación de equivalencia en Z.

Demostración. La relación congruencia módulo m, es reflexiva, simétrica y

transitiva. En efecto, sean a, b, c ∈ Z.

Reflexividad. Veamos que a ≡ a(mód m), ya que a − a = 0 = (0)m, existe

k = 0 tal que a− a = km, por lo tanto a ≡ a(mód m).

Simetría. Si a ≡ b(mód m), entonces b ≡ a(mód m). Si a ≡ b(mód m), se tiene

que a− b = km para algún k ∈ Z. Y multiplicando esta última expresión por

−1 se tiene que b− a = −km donde −k ∈ Z, por lo tanto b ≡ a(mód m).

Transitividad. Si a ≡ b(mód m) y b ≡ c(mód m), entonces a ≡ c(mód m).

Si a ≡ b(mód m) y b ≡ c(mód m), existen k1, k2 ∈ Z, tales que a− b = k1m y

b− c = k2m. Sumando estas últimas expresiones se tiene que a− c = (k1 + k2)m.

Tomando k = k1 + k2 ∈ Z se tiene que a− c = km. Por lo tanto, a ≡ c(mód m).

Una vez que la relación congruencia módulo m es una relación de equivalencia,

ésta define una partición del conjunto Z en subconjuntos llamados clases de

equivalencia.
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1.3. Grupo de congruencia módulo m

Definición 1.10 (Clase de equivalencia)
Sea m un entero positivo fijo, y sea a ∈ Z. Se llama clase de equivalencia

determinada por el elemento a al conjunto de enteros que son congruentes a

a(mód m) y se denota

[a] := {x ∈ Z : x ≡ a(mód m)}

Este conjunto [a] se llama clase residual de a, ya que representa al conjunto de

todos los números enteros que al dividirlos por m dejan un resto o residuo igual a

a. Por lo tanto, habrá tantas clases de equivalencia como posibles restos de dividir

por m. El conjunto cociente de Z determinado por la relación congruencia módulo

m, se le conoce como conjunto cociente y se denota con Z/m.

Definición 1.11 (Conjunto cociente)
Sea m un entero positivo arbitrario, pero fijo. Se define el conjunto cociente de

la congruencia módulo m, al conjunto formado por todas las clases residuales,

Z/m = {[a] : [a] una clase residual}

Para m entero positivo fijo, el conjunto cociente de los enteros módulo m es,

Z/m = {[0], [1], . . . , [m− 1]}, donde [0], [1], . . . , [m− a] son las clases residuales.

Ejemplo. Sea m = 3, el conjunto cociente es Z/3 = {[0], [1], [2]}, donde

[0] = {x ∈ Z : x ≡ 0(mód 3)} = {. . . ,−6,−3, 0, 3, 6, . . .}

[1] = {x ∈ Z : x ≡ 1(mód 3)} = {. . . ,−5,−2, 1, 4, 7, . . .}

[2] = {x ∈ Z : x ≡ 2(mód 3)} = {. . . ,−4,−1, 2, 5, 8, . . .}

En este ejemplo se puede observar que la clase residual del [0], es el conjunto

formado por todos los enteros que dejan residuo 0 al dividirse por 3, la clase

residual del [1] es el conjunto formado por todos los enteros que dejan residuo 1

al dividirse por 3 y la clase residual del [2] es el conjunto formado por todos los

enteros que dejan residuo 2 al dividirse por 3.

Es claro que [0] ∪ [1] ∪ [2] = Z, y que [0] ∩ [1] = ∅, [0] ∩ [2] = ∅, [1] ∩ [2] = ∅,

lo que significa que Z/3 representa una partición de Z.
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En general el conjunto Z/m contiene [m− 1] clases residuales, las cuales son

conjuntos disjuntos cuya unión es Z, es decir, el conjunto cociente Z/m es una

partición de Z.

Proposición 1.4
Sean [a], [b] ∈ Z/m, si [a] = [b] entonces a ≡ b(mód m)

Demostración. Si [a] = [b], se tiene que x ∈ [a] y x ∈ [b] para todo x ∈ Z, ya que

x ∈ [a] y x ∈ [b] existen k1, k2 ∈ Z tal que x− a = k1m y x− b = k2m, restando

estas dos últimas expresiones se tiene que x− b− x + a = (k2 − k1)m. Tomando

k = k2 − k1 ∈ Z se tiene que a− b = km, por lo tanto a ≡ b(mód m).

Definición 1.12 (Operaciones en Z/m)
Sean [a], [b] clases residuales de Z/m se define:

1. suma de clases: [a] + [b] := [a + b]

2. producto de clases: [a] · [b] := [ab]

Proposición 1.5
Sean [a], [b] ∈ Z/m, si [a] = [a′] y [b] = [b′]. Se cumple que:

1. [a + b] = [a′ + b′]

2. [ab] = [a′b′]

Demostración.

1. Si [a] = [a′] y [b] = [b′], entonces a ≡ a′(mód m), implica a − a′ = k1m

para algún k1 ∈ Z, análogamente se tiene que b− b′ = k2m para algún k2 ∈ Z,

sumando estas últimas expresiones se tiene que (a+ b)− (a′+ b′) = (k1 + k2)m.

Tomando k = k1 + k2 ∈ Z se tiene que (a + b)− (a′ + b′) = km, de modo que

(a + b) ≡ (a′ + b′)(mód m), por lo tanto [a + b] = [a′ + b′].
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2. Si [a] = [a′] y [b] = [b′], entonces a ≡ a′(mód m), implica a − a′ = k1m

multiplicando por b′ a ambos lados de la igualdad se tiene b′a− b′a′ = b′k1m

para algún k1 ∈ Z, análogamente se tiene que b− b′ = k2m multiplicando por

a a ambos lados de la igualdad se tiene ab− ab′ = ak2m para algún k2 ∈ Z.

Sumando ambas expresiones se tiene, b′a − b′a′ + ab − ab′ = b′k1m + ak2m,

luego ab − a′b′ = (b′k1 + ak2)m. Tomando k = b′k1 + ak2 ∈ Z se tiene que

ab− a′b′ = km, de modo que ab ≡ a′b′(mód m), por lo tanto [ab] = [a′b′].

Definición 1.13
Sea m un entero positivo arbitrario, pero fijo. El conjunto (Z/m)∗ se define

como: (Z/m)∗ = {[a] : a y m coprimos}

Ejemplos.

1. Si m = 8, el conjunto Z/8 = {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7]}, entonces el

conjunto (Z/8)∗ = {[1], [3], [5], [7]}, ya que mcd(1, 8) = mcd(3, 8) =

mcd(5, 8) = mcd(7, 8) = 1.

2. Si m = 12, el conjunto Z/12 = {[0], [1], [2], [3], [4], . . . , [11]}, entonces el

conjunto (Z/12)∗ = {[1], [5], [7], [11]}, ya que mcd(1, 12) = mcd(5, 12) =

mcd(7, 12) = mcd(11, 12) = 1.

Proposición 1.6

1. El par (Z/m;+), es un grupo con la operación + suma de clases.

2. El par ((Z/m)∗; ·), es un grupo con la operación · producto de clases.

Demostración.

1. La estructura (Z/m;+), es un grupo. En efecto, sean [a], [b], [c] ∈ Z/m, se tiene

que

i. La suma es cerrada, ya que la suma de clases residuales es una clase

residual.
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ii. La suma es asociativa, ya que

([a] + [b]) + [c] = [a + b] + [c]

= [(a + b) + c]

= [a + (b + c)] (asociatividad en Z)

= [a] + [b + c]

= [a] + ([b] + [c])

iii. Existe un elemento neutro en Z/m. En efecto, la clase [0] es tal que [a] +

[0] = [a]. Luego la clase [0] es el elemento neutro de Z/m.

iv. Para cada elemento de Z/m existe un elemento inverso que está en Z/m,

pues cada clase de [a] ∈ Z/m existe la clase [m− a] tal que [a] + [m− a] =

[m] = [0].

Por lo tanto, la estructura (Z/m;+) es un grupo. Además (Z/m;+) es un

grupo abeliano ya que [a] + [b] = [a + b] = [b + a] = [b] + [a].

2. La estructura ((Z/m)∗; ·), es un grupo. En efecto, sean [a], [b], [c] ∈ (Z/m)∗, se

tiene que

i. El producto es cerrado, ya que el producto de clases residuales es una clase

residual.

ii. El producto es asociativo, ya que

([a][b])[c] = [ab][c] = [(ab)c] = [a(bc)] = [a][bc] = [a]([b][c])

iii. Existe un elemento neutro en (Z/m)∗. En efecto, la clase [1] es tal que

[a][1] = [a]. Luego la clase [1] es el elemento neutro de (Z/m)∗.

iv. Para cada elemento de (Z/m)∗ existe un elemento inverso que está en

(Z/m)∗. En efecto, cada clase de [a] ∈ (Z/m)∗ tiene inverso multiplicativo

si y sólo si mcd(a, m) = 1.

Por lo tanto, la estructura ((Z/m)∗; ·) es un grupo. Además ((Z/m)∗; ·)

es un grupo abeliano.
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1.3. Grupo de congruencia módulo m

Considerando que Z/m y (Z/m)∗ son conjuntos finitos, los grupos (Z/m;+) y

((Z/m)∗; ·) son ejemplos de grupos finitos.

Nótese que la estructura (Z/m; ·) no es un grupo, ya que no para todo [a] ∈ Z/m

existe su inverso en Z/m. Por ejemplo en (Z/5; ·) no existe el elemento inverso

de [0] ∈ Z/5. También es claro que la estructura ((Z/m)∗;+) no es un grupo, ya

que [0] /∈ (Z/m)∗.

Notación. A partir de ahora el conjunto Z/m = {[0], [1], . . . , [m − 1]} lo

denotaremos por Z/m = {0, 1, . . . , m − 1}, dando por entendido que 0, 1, . . . ,

m− 1 son clases residuales.

Definición 1.14 (Orden de un grupo)
Sea la estructura (G; ∗) un grupo. Se llama orden del grupo (G; ∗) a la

cardinalidad del conjunto G, y se denota como |G|.

Ejemplos.

1. Sea ((Z/12)∗; ·) un grupo, ya que el conjunto (Z/12)∗ = {1, 5, 7, 11} entonces

la cardinalidad del conjunto |(Z/12)∗| = 4, luego el orden del grupo

((Z/12)∗; ·) es 4.

2. Sea (Z/6;+) un grupo, ya que el conjunto Z/6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} entonces la

cardinalidad del conjunto |Z/6| = 6, luego el orden del grupo (Z/6;+) es 6.

Definición 1.15 (Orden de un elemento)
Sea la estructura (G, ∗) un grupo, se llama orden de un elemento a ∈ G al

entero positivo más pequeño n tal que an = e. El orden del elemento a se

denota como |a|.

Una primera idea para encontrar el orden de un elemento a ∈ G, es calcular

a, a2, a3, · · · , an, hasta obtener el elemento neutro del grupo por primera vez. Si no

existe entero positivo n tal que an = e, decimos que el orden a es infinito.

Ejemplos.
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1. Consideremos el conjunto, Z/8 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} y la + operación suma

definida en Z/8, la estructura (Z/8;+) es un grupo. Por lo tanto, |Z/8| = 8,

lo cual nos dice que el orden del grupo (Z/8;+) es 8. Y si queremos saber el

orden del elemento 6 ∈ Z/8, se procede de la siguiente manera:

61 = 6 6= 0

62 = 6 + 6 = 12 | 8 = 4 6= 0

63 = 6 + 6 + 6 = 18 | 8 = 2 6= 0

64 = 6 + 6 + 6 + 6 = 24 | 8 = 0 = e

Ya que 64 = e, entonces el orden del elemento 6 en el grupo (Z/8;+) es 4, de

manera análoga se puede encontrar el orden para los demás elementos del

grupo.

2. Sea R el conjunto de los números reales y la operación producto, la estructura

(R; ·) es un grupo, como |R| = ∞, entonces orden del grupo (R; ·) es infinito y

si quisiéramos encontrar el orden del elemento 5 ∈ R, no es posible, pues

51 = 5, 52 = 25, 53 = 125, 54 = 625, . . .

va a crecer hasta un valor cada vez más grande y nunca se va a llegar a encontrar

el elemento neutro del grupo (R; ·), por lo tanto el orden del elemento 5 en el

grupo (R; ·) es infinito.

1.4 Grupo de permutaciones

Uno de los grupos más importantes en el álgebra abstracta es el grupo de

permutaciones, que estudiaremos en esta sección. Debido a su utilidad en el

estudio de las simetrías de figuras geométricas, muchos autores se han abocado

a analizar y describir todas las potencialidades de este grupo. Iniciamos el

estudio de estos grupos con la noción de permutación, sus representaciones y

las características de la operación composición que se define entre ellas.

Definición 1.16 (Permutación)
Se llama permutación del conjunto S a toda función biyectiva σ : S→ S.
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1.4. Grupo de permutaciones

Notación. Denotaremos como Sn al conjunto de todas las permutaciones de un

conjunto finito S.

Una primera representación de una permutación σ ∈ Sn, está dada de forma

matricial

σ =

 1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)


Ejemplos.

1. Sea S = {1, 2, 3, 4, 5}, y sea la σ : S → S, dada por σ(1) = 3, σ(2) = 4,

σ(3) = 1, σ(4) = 5, σ(5) = 2, la forma matricial de la permutación es

σ =

1 2 3 4 5

3 4 1 5 2


2. Sea S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, y sea la τ : S → S, dada por τ(1) = 7, τ(2) = 4,

τ(3) = 5, τ(4) = 6, τ(5) = 3, τ(6) = 2, τ(7) = 1, τ(8) = 8, la forma matricial de

la permutación es

τ =

1 2 3 4 5 6 7 8

7 4 5 6 3 2 1 8


3. Sea S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, y sea la µ : S → S, dada por µ(1) = 5, µ(2) = 4,

µ(3) = 2, µ(4) = 1, µ(5) = 6, µ(6) = 3, la forma matricial de la permutación es

µ =

1 2 3 4 5 6

5 4 2 1 6 3



Proposición 1.7
Sean σ, τ ∈ Sn, entonces la composición σ ◦ τ ∈ Sn.

Demostración. Sean σ, τ ∈ Sn, se tiene que σ y τ son funciones biyectivas de Sn en

Sn, del análisis matemático se conoce que la composición de funciones biyectivas

es biyectiva, por lo tanto σ ◦ τ ∈ Sn.
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De la proposición anterior, se concluye que la composición de permutaciones, es

una permutación. Además denotaremos por στ en lugar de σ ◦ τ.

Ejemplo. Sean σ, τ ∈ S5, dadas por

σ =

1 2 3 4 5

2 3 1 5 4

 y τ =

1 2 3 4 5

3 4 5 1 2


entonces,

στ =

 1 2 3 4 5

σ(τ(1)) σ(τ(2)) σ(τ(3)) σ(τ(4)) σ(τ(5))



στ =

 1 2 3 4 5

σ(3) σ(4) σ(5) σ(1) σ(2)



στ =

1 2 3 4 5

1 5 4 2 3


La composición στ, podemos interpretar como que; τ cambia 1 por 3 y σ cambia 3

por 1, por lo tanto en στ, 1 es fijo; τ cambia 2 por 4 y σ cambia 4 por 5, por lo tanto

στ, cambia 2 por 5; τ cambia 3 por 5 y σ cambia 5 por 4, por lo tanto στ, cambia 3

por 4, etc.

En general, la composición de permutaciones la podemos escribir como:

στ =

 1 2 . . . n

σ(τ(1)) σ(τ(2)) . . . σ(τ(n))


Si queremos hallar el inverso de una permutación σ−1 ∈ Sn, lo único que tenemos

que hacer es voltear las dos filas de la permutación, y calcular σ(1), . . . , σ(n).

Ejemplo. Sea σ ∈ S4, dado por σ =

1 2 3 4

4 3 1 2



σ−1 =

4 3 1 2

1 2 3 4

 =

 1 2 3 4

σ(1) σ(2) σ(3) σ(4)

 =

1 2 3 4

3 4 2 1
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1.4. Grupo de permutaciones

La siguiente definición proporciona, una segunda representación de una

permutación dada.

Definición 1.17 (Representación cíclica)
Sea S un conjunto no vacío, y sea σ ∈ Sn, dada la expresión de la forma

(a1, a2, . . . , ak) ∈ S, tales que σ(a1) = a2, σ(a2) = a3, . . . , σ(ak) = a1, se

denomina ciclo.

En la definición anterior k representa la longitud del ciclo y es llamado

k-ciclo. Además todo elemento fijo a ∈ S, escribimos σ(a) = a que en la

representación cíclica no hará falta escribirla, asumiendo que ese elemento es

fijo en la permutación.

Ejemplos.

1. Sea σ ∈ S5, dado por:

σ =

1 2 3 4 5

2 4 5 3 1

 = (1, 2, 4, 3, 5) (Representación cíclica)

es un ciclo de longitud 5.

2. Sea τ ∈ S6, dado por:

τ =

1 2 3 4 5 6

2 1 4 6 5 3

 = (1, 2)(3, 4, 6) (Representación cíclica)

tenemos, (1, 2) ciclo de longitud 2, (3, 4, 6) ciclo de longitud 3.

Cuando el contexto es claro siempre que n < 10, escribiremos los ciclos de Sn sin

uso de las comas, ya que es la manera más común de representar los ciclos.

Ejemplo. Sea σ ∈ S5, dado por:

σ =

1 2 3 4 5

2 4 5 3 1

 = (12435) (Representación cíclica)
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Cuando leemos una permutación en representación cíclica, lo que se hace es

asignar cada elemento al de su derecha, excepto el elemento que está en el último,

a éste se le asigna el primer elemento. El ejemplo anterior (12435) se interpreta

como: 1 va al 2, 2 va al 4, 4 va al 3, 3 va al 5 y 5 va al 1.

Definición 1.18 (Orden de una permutación)
El orden de un ciclo con k movimientos es igual a k. En general el orden de

una permutación σ es el mínimo común múltiplo (mcm) de las longitudes de

los ciclos que componen a σ.

Ejemplos.

1. Sea σ = (15)(247)(63). El orden de σ es 6. En efecto, ya que

Tenemos (15), (63) que son ciclos de longitud 2 y (247) es un ciclo de longitud

3, de modo que mcm(2, 3) = 6, por lo tanto |σ| = 6.

2. Sea τ =

1 2 3 4 5 6 7

7 6 4 5 2 3 1

. El orden de τ es 10. En efecto, ya que

τ = (17)(26345), se tiene que (17) es un ciclo de longitud 2 y (26345) es un

ciclo de longitud 5, de modo que mcm(2, 5) = 10, por lo tanto |τ| = 10.

Ya que los ciclos son una manera particular de representar las permutaciones,

entonces ahora veamos cómo se opera la composición de ciclos, recordando que

operamos de derecha a izquierda.

Ejemplo. Sean σ, τ ∈ S6, dados por σ = (12)(346)(5) y τ = (2315)(46),

calculemos στ.

στ = (12)︸︷︷︸
σ3

(346)︸ ︷︷ ︸
σ2

(5)︸︷︷︸
σ1

(2315)︸ ︷︷ ︸
τ2

(46)︸︷︷︸
τ1
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1.4. Grupo de permutaciones

1
τ1−→ 1

τ2−→ 5
σ1−→ 5

σ2−→ 5
σ3−→ 5 (inicia ciclo)

5
τ1−→ 5

τ2−→ 2
σ1−→ 2

σ2−→ 2
σ3−→ 1 (fin ciclo)

2
τ1−→ 2

τ2−→ 3
σ1−→ 3

σ2−→ 4
σ3−→ 4 (inicia ciclo)

4
τ1−→ 6

τ2−→ 6
σ1−→ 6

σ2−→ 3
σ3−→ 3 (continua ciclo)

3
τ1−→ 3

τ2−→ 1
σ1−→ 1

σ2−→ 1
σ3−→ 2 (fin ciclo)

6
τ1−→ 4

τ2−→ 4
σ1−→ 4

σ2−→ 6
σ3−→ 6 (6 es fijo)

Por lo tanto, la composición στ = (15)(243)(6).

Proposición 1.8
Sea Sym(S) el conjunto de todas permutación de S en S, y sea la operación

composición ◦ definida en Sym(S). La estructura (Sym(S); ◦) es un grupo.

Demostración. Sean σ, τ, µ ∈ Sym(S), se tiene que

i. La operación ◦ es cerrada, ya que la composición funciones biyectivas es

biyectiva.

ii. La operación ◦ es asociativa, ya que

(σ ◦ τ) ◦ µ(x) = (σ ◦ τ)µ(x) = σ(τ(µ(x))) = σ(τ ◦ µ(x)) = σ ◦ (τ ◦ µ)(x)

iii. Existe un elemento neutro, en este caso con la función identidad de I =

σ(I) ∈ Sym(S), se satisface

σ ◦ I(x) = σ(I(x)) = σ

iv. Para cada elemento de Sym(S), existe el inverso en Sym(S). En efecto, ya que

sea σ ∈ Sym(S), se tiene que σ es una función biyectiva, ya que σ es biyectiva,

existe su inverso σ−1 en Sym(S) tal que σ ◦ σ−1 = I y σ−1 ◦ σ = I.

Por lo tanto, la estructura (Sym(S); ◦) es un grupo.
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El grupo (Sym(S); ◦) se llama grupo de permutaciones, además es un grupo no

abeliano, ya que la composición de funciones es no conmutativa.

Cuando consideramos Sn el conjunto finito de todas las permutaciones del

conjunto S de n elementos. La estructura (Sn; ◦) se llama grupo simétrico de

n elementos.

Proposición 1.9
La cardinalidad del conjunto de permutaciones Sn es igual a n!

Demostración. Por inducción

1. Para n = 1, el número de elementos de S1 es igual a 1.

2. Para n = k, asumimos que el número de permutaciones de Sk elementos es k!.

3. Supongamos que n = k + 1 y mostremos que el número de elementos de Sk+1

es justamente (k + 1)!.

Como el elemento k + 1 puede ordenarse de k + 1 posiciones, existe aún k

elementos que deben ser ordenados, por la hipótesis inductiva el número

formas distintas de ordenar dichos elementos es k!. Por lo tanto, el número de

formas de ordenar todos los k + 1 elementos es (k + 1)k! = (k + 1)!

Ejemplo. La estructura (S3; ◦) es un grupo. En efecto, ya que |S3| = 3! = 6.

S3 = {σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6}

σ1 =

1 2 3

1 2 3

 , σ2 =

1 2 3

1 3 2

 , σ3 =

1 2 3

3 2 1



σ4 =

1 2 3

2 1 3

 , σ5 =

1 2 3

2 3 1

 , σ6 =

1 2 3

3 1 2


i. La operación es cerrada.

ii. La composición de permutaciones es asociativa, ya que

(σi ◦ σj) ◦ σk = σi ◦ (σj ◦ σk)
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1.5. Grupos cíclicos

iii. En este caso el elemento neutro en S3, denotado por I = σ1 satisface que:

σi ◦ I = σi con i = 1, . . . , 6, por ejemplo

σ5σ1 =

1 2 3

2 3 1

1 2 3

1 2 3

 =

1 2 3

2 3 1



iv. Para cada σi ∈ S3, existe su inverso en S3, tal que: σi ◦ σi
−1 = I y σi

−1 ◦ σi = I,

por ejemplo

σ5σ5
−1 =

1 2 3

2 3 1

1 2 3

3 1 2

 =

1 2 3

1 2 3



Por lo tanto, la estructura (S3; ◦) es el grupo simétrico de 6 elementos.

1.5 Grupos cíclicos

En esta sección estudiaremos un tipo de grupos llamados grupos cíclicos y también

sus subgrupos. Estos grupos juegan un papel importante en la clasificación

de grupos abelianos y en la teoría de codificación o generación de códigos.

Estableceremos el concepto de elemento generador de un grupo, y las propiedades

de esta estructura.

Definición 1.19 (Grupo cíclico)
La estructura (G; ∗) se dice que es un grupo cíclico, cuando existe a ∈ G tal

que G = {ak : k ∈ Z}.

Notación. Escribiremos 〈a〉 para denotar el conjunto G = {ak : k ∈ Z}.

La definición anterior nos dice que si (G; ∗) es un grupo cíclico, entonces todo

elemento de G puede ser expresado como una potencia de a y se dice entonces que

a es generador de G, además en un grupo cíclico puede haber más de un elemento

generador.
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Definición 1.20 (Subgrupo cíclico)

Sea la estructura G un grupo y sea a ∈ G, el subconjunto 〈a〉 = {ak : k ∈ Z}

es un subgrupo de G y se llama subgrupo cíclico generado por a.

Ejemplos.

1. La estructura (Z;+) es un grupo cíclico. En efecto, ya que los elementos 1 y

−1 son generadores del grupo.

2. En el grupo (Z/6;+), el elemento 2 ∈ Z/6 forma el subgrupo cíclico 〈2〉 =

{0, 2, 4}.
20 = 0

21 = 2 | 6 = 0(6) + 2

22 = 4 | 6 = 0(6) + 4

Además (Z/6;+) es un grupo cíclico, ya que existe el elemento 5 ∈ Z/6 tal

que 〈5〉 = Z/6.

50 = 0 53 = 15 | 6 = 2(6) + 3

51 = 5 | 6 = 0(6) + 5 54 = 20 | 6 = 3(6) + 2

52 = 10 | 6 = 1(6) + 4 55 = 25 | 6 = 4(6) + 1

3. La estructura ((Z/9)∗; ·) es un grupo cíclico. En efecto, ya que existe el elemento

2 ∈ (Z/9)∗, tal que 〈2〉 = (Z/9)∗.

20 = 1 23 = 8 | 9 = 0(9) + 8

21 = 2 | 9 = 0(9) + 2 24 = 16 | 9 = 1(9) + 7

22 = 4 | 9 = 0(9) + 4 25 = 32 | 9 = 3(9) + 5

Además en el grupo cíclico ((Z/9)∗; ·), se tiene los subgrupos cíclicos

i. Subgrupos triviales: 〈1〉 = {1}; 〈2〉 = 〈5〉 = (Z/9)∗

ii. H1 = 〈4〉 = 〈7〉 = {1, 4, 7}

iii. H2 = 〈8〉 = {1, 8}
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1.5. Grupos cíclicos

Teorema 1.2
Todo grupo cíclico es un grupo abeliano

Demostración. Si (G; ∗) es cíclico, entonces existe a ∈ G tal que G = 〈a〉. Ya que G

es no vacío, tomemos x, y ∈ G de modo que x, y pueden escribirse como potencias

de a, de modo que x = an e y = am tales que

xy = anam = an+m = am+n = aman = yx

Por lo tanto, (G; ∗) es un grupo abeliano.

Definición 1.21 (Orden del grupo cíclico)
Sea la estructura (G; ∗) un grupo. Para cualquier elemento a ∈ G se cumple

que |a| = |〈a〉|.

Ejemplo. Sea (Z/4;+) un grupo cíclico el orden del elemento 3 ∈ Z/4 es |〈3〉| = 4.

En efecto, ya que el orden de |3| = 4.

31 = 3 = 3 | 4 = 3 6= 0

32 = 3 + 3 = 6 | 4 = 2 6= 0

33 = 3 + 3 + 3 = 9 | 4 = 1 6= 0

34 = 3 + 3 + 3 + 3 = 12 | 4 = 0 = e

35



1.6 Clases laterales y Teorema de Lagrange

Otras clases de congruencias útiles son aquellas que se generan mediante la

relación entre subgrupos de un grupo, las cuáles son llamadas clases laterales o

cosets (por su denominación en inglés). Estas clases resultan útiles en el estudio

combinatorio de grupos finitos, o en el conteo del número de subgrupos de un

grupo finito. En esta sección desarrollamos este concepto para luego usarlo en la

demostración del Teorema de Lagrange sobre la relación entre la cardinalidad de

un grupo y la cardinalidad de alguno de sus subgrupos.

Definición 1.22 (Relación de congruencia módulo H)
Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G, se define:

1. La relación de congruencia izquierda módulo H como: a ≡i b(mód H) si

y sólo si a−1b ∈ H.

2. La relación de congruencia derecha módulo H como: a ≡d b(mód H) si y

sólo si ab−1 ∈ H.

Proposición 1.10

1. La relación a ≡i b(mód H) es una relación de equivalencia.

2. La relación a ≡d b(mód H) es una relación de equivalencia.

Demostración.

1. La relación a ≡i b(mód H), es reflexiva, simétrica y transitiva. En efecto,

Reflexividad. Para todo a ∈ G se cumple que a−1a ∈ H ya que H es un

subgrupo. Por lo tanto, a ≡i a(mód H).

Simetría. Sean a, b ∈ G, supongamos que a ≡i b(mód H), entonces

a−1b ∈ H por las propiedades de grupo se tiene que (a−1b)−1 = b−1a ∈ H.

Por lo tanto, b ≡i a(mód H).
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Transitividad. Sean a, b, c ∈ G, supongamos que a ≡i b(mód H) y que

b ≡i c(mód H), entonces a−1b ∈ H y b−1c ∈ H. Y ya que H es un subgrupo,

se tiene que (a−1b)(b−1c) = a−1(bb−1)c = a−1c ∈ H. Por lo tanto,

a ≡i c(mód H).

2. Análogamente se demuestra que la relación a ≡d b(mód H) es una relación de

equivalencia.

Ya que que las relaciones de la proposición anterior son relaciones de

equivalencia, éstas particionan al conjunto G en clases de equivalencia.

Veamos ahora como son las clases de equivalencia que generan estas relaciones.

Dado algún a ∈ G, la clase de equivalencia de a determinada por la relación de

congruencia izquierda módulo H, es el siguiente conjunto

[a] = {x ∈ G : a ≡i x(mód H)}

= {x ∈ G : a−1x}

= {x ∈ G : sea h = a−1x con h ∈ H}

= {x ∈ G : ah = (aa−1)x con h ∈ H}

= {x ∈ G : ah = x con h ∈ H}

= aH

Es decir, el conjunto de las clases de equivalencia de a, es el conjunto de todos los

elementos de la forma ah para algún h ∈ H.

Dado algún a ∈ G, la clase de equivalencia de a determinada por la relación de

congruencia derecha módulo H, es el siguiente conjunto

[a] = {x ∈ G : x ≡d a(mód H)}

= {x ∈ G : xa−1}

= {x ∈ G : sea h = xa−1 con h ∈ H}

= {x ∈ G : ha = x(a−1a) con h ∈ H}

= {x ∈ G : ha = x con h ∈ H}

= Ha
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Es decir, el conjunto de las clases de equivalencia de a, es el conjunto de todos los

elementos de la forma ha para algún h ∈ H.

Definición 1.23 (Clases laterales)
Sea G un grupo, y sea H un subgrupo de G. Para todo a ∈ G, se tiene

1. Clase lateral izquierda de H con representante a al conjunto:

aH = {ah : con h ∈ H}

2. Clase lateral derecha de H con representante a al conjunto:

Ha = {ha : con h ∈ H}

Cuando tratamos con un grupo aditivo las clases laterales quedan dadas por:

1. Clase lateral izquierda de H: a + H = {a + h : con h ∈ H}

2. Clase lateral derecha de H: H + a = {h + a : con h ∈ H}

Proposición 1.11
Sea la estructura G un grupo y sea H un subgrupo de G, dado algún a ∈ G,

se cumple que aH = H sí y sólo si a ∈ H.

Demostración.

⇒) Supongamos que aH = H, entonces a ∈ H. Si a, e ∈ aH, entonces a = ea ∈

aH, por hipótesis aH ⊆ H por lo tanto a ∈ H.

⇐) Supongamos que a ∈ H, entonces aH = H. Primero mostremos que aH ⊆ H,

es decir, si h ∈ aH, entonces h ∈ H como H es un subgrupo sigue que ha−1 ∈ H.

Ahora mostremos que H ⊆ aH, es decir, si h ∈ H entonces h ∈ aH, como H es un

subgrupo existen h ∈ H tal que a−1h ∈ H, ya que que h puede escribirse como

h = eh = (aa−1)h = a(a−1h), por lo tanto h ∈ aH.

Ejemplos.
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1.6. Clases laterales y Teorema de Lagrange

1. Sea (Z/6;+) un grupo y H = {0, 3} un subgrupo de Z/6. Las clases laterales

izquierdas son:

0 + H =

0 + 0

0 + 3
= {0, 3}, 3 + H =

3 + 0

3 + 3
= {3, 0}

1 + H =

1 + 0

1 + 3
= {1, 4}, 4 + H =

4 + 0

4 + 3
= {4, 1}

2 + H =

2 + 0

2 + 3
= {2, 5}, 5 + H =

5 + 0

5 + 3
= {5, 2}

Por lo tanto, las clases laterales izquierdas son los conjuntos: 0 + H, 1 + H y

2 + H. Además, en este ejemplo las clases laterales izquierdas coinciden con las

clases laterales derechas ya que el grupo es abeliano.

2. Sea el grupo simétrico (S3; ◦) y sea H = {σ1, σ2} un subgrupo de S3. Hallemos

las clases laterales izquierdas

σ1H =

σ1σ1 = σ1

σ1σ2 = σ2

= {σ1, σ2}, σ2H =

σ2σ1 = σ2

σ2σ2 = σ1

= {σ2, σ1}

σ3H =

σ3σ1 = σ3

σ3σ2 = σ6

= {σ3, σ6}, σ6H =

σ6σ1 = σ6

σ6σ2 = σ3

= {σ6, σ3}

σ4H =

σ4σ1 = σ4

σ4σ2 = σ5

= {σ4, σ5}, σ5H =

σ5σ1 = σ5

σ5σ2 = σ4

= {σ5, σ4}

Por lo tanto, las clases laterales izquierdas son: σ1H, σ3H y σ4H.
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Hallemos las clases laterales derechas

Hσ1 =

σ1σ1 = σ1

σ2σ1 = σ2

= {σ1, σ2}, Hσ2 =

σ1σ2 = σ2

σ2σ2 = σ1

= {σ1, σ2}

Hσ3 =

σ1σ3 = σ3

σ2σ3 = σ5

= {σ3, σ5}, Hσ5 =

σ1σ5 = σ5

σ2σ5 = σ3

= {σ5, σ3}

Hσ4 =

σ1σ4 = σ4

σ2σ4 = σ6

= {σ4, σ6}, Hσ6 =

σ1σ6 = σ6

σ2σ6 = σ4

= {σ6, σ4}

Por lo tanto, las clases laterales derechas son: Hσ1, Hσ3 y Hσ4.

En este ejemplo se evidencia que las clases laterales izquierdas y derechas son

distintas. En general se tiene que aH 6= Ha.

Proposición 1.12
Sea la estructura G un grupo, H un subgrupo de G y sean las funciones

1. φ : H → aH definida por φ(h) = ah,

2. φ′ : H → Ha definida por φ′(h) = ha.

Entonces φ y φ′ son biyectivas.

Demostración.

1. Veamos que φ es biyectiva.

Inyectiva. Para todo h1, h2 ∈ H, suponemos que φ(h1) = φ(h2), entonces

ah1 = ah2, por la ley de cancelación izquierda se tiene que h1 = h2.

Sobreyectiva. Todos los elementos de aH tienen la forma ah para h ∈ H, es

decir, si ah ∈ H existe h ∈ H tal que φ(h) = ah. Por lo tanto, φ es biyectiva,

y en consecuencia |H| = |aH|.

2. Análogamente se demuestra que φ′ es biyectiva.
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1.6. Clases laterales y Teorema de Lagrange

De la proposición anterior se concluye que el conjunto de las clases laterales

izquierdas o derechas, tienen el mismo número de elementos (cardinalidad).

Teorema 1.3 (Teorema de Lagrange)
Sea la estructura G un grupo finito y sea H un subgrupo de G. Entonces el

orden de H divide al orden de G, es decir, |H| | |G|.

Para la demostración de este teorema consideramos el conjunto de las clases

laterales izquierdas aH.

Demostración.

Supongamos que n = |H| es el orden de H y consideremos el conjunto aH. Por

hipótesis, G es un grupo finito entonces el conjunto de las clases laterales de aH

es finito, ahora suponemos que k es el número de clases laterales de aH, entonces

aH = {a1H, a2H, . . . , akH}, luego por la proposición 1.12 se tiene que |H| = |akH|.

Ya que que las clases laterales aH forman una partición de G, entonces los

elementos de G son disjuntos dos a dos y la unión de todos los elementos es G, es

decir, G = a1H ∪ a2H ∪, . . . ,∪ akH, ahora suponemos que m = |G| es el orden de

G, entonces

m = |a1H|+ |a2H|+ . . . + |akH| =
k

∑
i=1
|aiH| =

k

∑
i=1
|H| =

k

∑
i=1

n = kn

Por lo tanto, m = kn de modo que n | m y en consecuencia |H| | |G|.

Definición 1.24 (Índice de H en G)
Sea la estructura G un grupo y sea H un subgrupo de G. Se llama índice de

H en G al número de clases laterales izquierdas o derechas, y se denota como

[G : H].

Ejemplos.

1. Sea (Z/6;+) un grupo y H = {0, 3} como H 6 Z/6. Las clases laterales

izquierdas son los conjuntos: 0 + H, 1 + H y 2 + H, por lo tanto [Z/6 : H] = 3.
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2. Sea el grupo simétrico S3 y sea H = {σ1, σ5, σ6} como H 6 S3. Las clases

laterales izquierdas son los conjuntos: σ1H = σ5H = σ6H = {σ1, σ5, σ6} y

σ2H = σ3H = σ4H = {σ2, σ3, σ4}, por lo tanto [S3 : H] = 2.

1.7 Subgrupo normal y Grupo cociente

Cuando H es un subgrupo de G no podemos asegurar que las clases laterales aH

y Ha sean iguales, pero si esto sucede H sería un subgrupo normal, lo cual resulta

de interés ya que permite la construcción de una clase de grupos llamados grupos

cociente. En esta sección estudiaremos estas dos estructuras y sus propiedades.

Definición 1.25 (Subgrupo normal)
Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G. H se llama subgrupo normal de

G si las clases laterales son iguales aH = Ha.

Notación. Escribiremos H / G para indicar que H es un subgrupo normal de G y

si no lo es escribiremos H 6 G .

Ejemplos.

1. Sea (Z/6;+) un grupo y H = {0, 3} un subgrupo de Z/6, entonces

Las clases laterales izquierdas de H son: a + H = {0 + H, 1 + H, 2 + H}

0 + H = 3 + H = {0, 3}

1 + H = 4 + H = {1, 4}

2 + H = 5 + H = {2, 5}

Las clases laterales derechas de H son: H + a = {H + 0, H + 1, H + 2}

H + 0 = H + 3 = {0, 3}

H + 1 = H + 4 = {1, 4}

H + 2 = H + 5 = {2, 5}

Por lo tanto, a + H = H + a y en consecuencia H / G.
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1.7. Subgrupo normal y Grupo cociente

2. Sea el grupo simétrico (S3; ◦) y H = {σ1, σ2} un subgrupo de S3, entonces

Las clases laterales izquierdas de H son los conjuntos: aH = {σ1H, σ3H, σ4H}.

σ1H = σ2H = {σ1, σ2}

σ3H = σ6H = {σ3, σ6}

σ4H = σ5H = {σ4, σ5}

Las clases laterales derechas de H son los conjuntos: Ha = {Hσ1, Hσ3, Hσ4}.

Hσ1 = Hσ2 = {σ1, σ2}

Hσ3 = Hσ5 = {σ3, σ5}

Hσ4 = Hσ6 = {σ4, σ6}

Por lo tanto, aH 6= Ha y en consecuencia H 6 G.

Proposición 1.13
Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G, las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

a. para todo a ∈ G, aH = Ha,

b. para todo a ∈ G, aHa−1 = H

c. para todo a ∈ G, aHa−1 ⊆ H.

Demostración.

Veamos que: a→ b

Suponemos que para todo a ∈ G, aH = H, entonces aHa−1 = H.

Se tiene que mostrar una doble contención, es decir, aHa−1 ⊆ H y H ⊆ aHa−1.

Sea aha−1 ⊆ aHa−1 con h ∈ H, por hipótesis aH = Ha, entonces ah ∈ aH = Ha

luego ah = h1a con h1 ∈ H, multiplicando a la derecha por el inverso de a se

tiene que h1 = aha−1 ∈ H.
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Sea h ∈ H, por hipótesis aH = Ha entonces ha ∈ Ha = aH luego ha =

ah1 con h1 ∈ H, multiplicando a la derecha por el inverso de a se tiene que

h = aha−1 ∈ aHa−1.

Por lo tanto, aHa−1 = H.

Veamos que: b→ c

Suponemos que para todo a ∈ G, aHa−1 = H, entonces aHa−1 ⊆ H.

Es inmediato, ya que por hipótesis aHa−1 = H, es decir, se cumple la doble

contención en particular se cumple aHa−1 ⊆ H.

Veamos que: c→ a

Suponemos que para todo a ∈ G, aHa−1 ⊆ H, entonces aH = Ha.

Se tiene que mostrar una doble contención, es decir, aH ⊆ Ha y Ha ⊆ aH.

Sea ah ∈ aH con h ∈ H, por hipótesis aHa−1 ⊆ H, entonces aha−1 ∈ aHa−1,

si aha−1 = h1 multiplicando a la derecha por a se tiene que ah = h1a ∈ Ha.

Sea ha ∈ Ha con h ∈ H, por hipótesis aHa−1 ⊆ H, si a = a−1 se tiene que

a−1Ha ⊆ H, entonces a−1ha ∈ H consideremos a−1ha = h1 multiplicando a la

izquierda por a se tiene que ha = ah1 ∈ aH.

Por lo tanto, aH = Ha.

La proposición que acabamos de demostrar nos dice que tenemos 3 maneras

distintas de argumentar que un subgrupo es normal en G. Siendo la afirmación c

la más usual cuando se estudia los subgrupos normales. Es decir, un subgrupo H

es normal en G si para todo a ∈ G se cumple que aHa−1 ⊆ H.

Proposición 1.14
Si G es un grupo abeliano, entonces todos los subgrupos H de G son

normales.

Demostración. Sea H 6 G, dado a ∈ G veamos que aHa−1 ⊆ H.

Consideremos aha−1 ∈ aHa−1 con h ∈ H, ya que G es un grupo abeliano, se tiene

que aha−1 = (aa−1)h = eh = h ∈ H.
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1.7. Subgrupo normal y Grupo cociente

Ejemplos.

1. Sea el grupo aditivo Z y sea H = nZ el subgrupo de los enteros múltiplos de

Z, entonces H / Z. En efecto, pues

Sea a ∈ Z, como Z es un grupo aditivo se tiene a+ H + a−1 ⊆ H. Consideremos

a+ h+ a−1 ∈ a+ H + a−1 con h ∈ H, ya que que el grupo aditivo Z es abeliano,

se tiene que a + h + a−1 = (a + a−1) + h = h ∈ H

2. Sea H y K dos subgrupos normales, entonces H ∩ K es un subgrupo normal en

G. En efecto, pues

Sea a ∈ G, entonces a(H ∩ K)a−1 ⊆ H ∩ K. Sea h ∈ H ∩ K, entonces h ∈ H

y h ∈ K puesto que H y K son subgrupos normales, entonces aha−1 ∈ H y

aha−1 ∈ K, por tanto aha−1 ∈ H ∩ K.

Notación. Escribiremos G/H para denotar el conjunto cociente de todas las clases

laterales izquierdas o derechas determinadas por un subgrupo normal H.

Definición 1.26
Sea G un grupo y sea H un subgrupo normal de G. Se define la operación ⊗

en las clases laterales izquierdas como: aH ⊗ bH := abH.

Proposición 1.15
Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G. Para todo a, b, a′, b′ ∈ G, si

aH = a′H y bH = b′H entonces abH = a′b′H.

Demostración. Ya que estamos en el conjunto las clases laterales izquierdas,

consideremos la relación de congruencia izquierda módulo H y veamos que la

operación ⊗ está bien definida.

Ya que aH = a′H y bH = b′H se tiene que a ≡i a′(mód H) y b ≡i b′(mód H),

entonces ab ≡i a′b′(mód H).

Como a ≡i a′(mód H) y b ≡i b′(mód H), entonces a−1a′ ∈ H y b−1b′ ∈ H,

debemos demostrar que (ab)−1(a′b′) ∈ H.
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Se sabe que (ab)−1(a′b′) = b−1(a−1a′)b′ y por hipótesis a−1a′ ∈ H entonces

(a−1a′)b′ ∈ Ha, pero aH = Ha puesto que H / G, (a−1a′)b′ = b′h con h ∈ H,

luego (ab)−1(a′b′) = b−1(a−1a′)b′ = b−1b′h y como b−1b′ ∈ H se tiene que

(ab)−1(a′b′) = b−1b′h ∈ H.

Por lo tanto, ab ≡i a′b′(mód H).

Proposición 1.16
Sea H un subgrupo normal de G y sea la operación ⊗ definida en G/H de la

siguiente manera aH ⊗ bH := abH. Entonces, (G/H;⊗) es un grupo.

Demostración. Sean aH, bH, cH ∈ G/H, se tiene que

i. La operación ⊗ es cerrada, ya que aH ⊗ bH = abH

ii. La operación ⊗ es asociativa, ya que

(aH ⊗ bH)⊗ cH = (abH)⊗ cH

= (ab)cH

= a(bc)H

= aH ⊗ (bcH)

= aH ⊗ (bH ⊗ cH)

iii. Existe el elemento neutro dado por H = eH ∈ G/H donde e ∈ G, tal que

aH ⊗ eH = aeH = aH

iv. Existe el elemento inverso dado por (aH)−1 = a−1H ∈ G/H, tal que

aH ⊗ a−1H = aa−1H = eH = H

Por lo tanto, la estructura (G/H;⊗) es grupo.

El grupo (G/H;⊗) que acabamos de probar, se llama grupo cociente o grupo

factor.
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1.7. Subgrupo normal y Grupo cociente

Ejemplo. Sea G = Z/9 un grupo y H = {0, 3, 6} un subgrupo de G. La estructura

(G/H;⊗) es un grupo cociente. En efecto,

Lo primero que debemos ver es que H es un subgrupo normal en G, pero esto se

cumple puesto G es un grupo abeliano, por lo tanto H / G.

Ahora determinemos los elementos de G/H, para ello encontramos las clases

laterales izquierdas, las cuales son:

0 + H = {0, 3, 6}, 1 + H = {1, 4, 7}, y 2 + H = {2, 5, 8}

Luego G/H = {0 + H, 1 + H, 2 + H}, ahora veamos que el conjunto G/H junto

con la operación ⊗ es un grupo. En efecto, sean 0 + H, 1 + H, 2 + H ∈ G/H se

tiene que:

i. La operación ⊗ es cerrada, pues

0 + H ⊗ 1 + H = 0 + 1 + H = 1 + H ∈ G/H

ii. La operación ⊗ es asociativa, ya que

(0 + H ⊗ 1 + H)⊗ 2 + H = (0 + 1 + H)⊗ 2 + H

= (0 + 1) + 2 + H

= 0 + (1 + 2) + H

= 0 + H ⊗ (1 + 2 + H)

= 0 + H ⊗ (1 + H ⊗ 2 + H)

iii. Existe el elemento neutro dado por H = 0 + H, tal que

a + H ⊗ 0 + H = a + 0 + H = a + H

iv. Existe el elemento inverso dado por (a + H)−1 = −a + H, tal que

a + H ⊗−a + H = a + (−a) + H = 0 + H

Por lo tanto, (G/H;⊗) es un grupo cociente.
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Proposición 1.17
Sea la estructura G un grupo y H / G, si G es un grupo abeliano, entonces el

grupo cociente es abeliano.

Demostración. Sean aH, bH ∈ G/H, entonces aH ⊗ bH = abH, puesto que G es

un grupo abeliano entonces ab = ba, se tiene que

aH ⊗ bH = abH = baH = bH ⊗ aH

1.8 Homomorfismos entre grupos y Teorema de

Cayley

Dos grupos estarán relacionados estructuralmente si existe un homomorfismo

entre ellos, y esta relación es más fuerte si existiera un isomorfismo; en ambos

casos resultará de utilidad en el estudio de estos grupos, y en esencia brindará una

forma alterna de operar los elementos de ambos grupos.

En particular, los isomorfismos señalan una identidad estructural entre los

grupos, que puede ser usada en forma conveniente en muchas aplicaciones. Por

ejemplo, el grupo simétrico Sn y el grupo 2Z están relacionados ya que Sn puede

ser dividido en permutaciones pares e impares exhibiendo una estructura similar

a la de 2Z.

Un resultado interesante formulado por Arthur Cayley (1821-1895); establece

que todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones, lo cual es una forma

alterna de estudiar a un grupo, sobre todo cuando este es finito.

En esta sección, presentaremos estos importantes conceptos y resultados.

Definición 1.27 (Homomorfismo de grupos)
Sean las estructuras (G; ∗) y (H; ∗′) dos grupos. Un homomorfismo de (G; ∗)

en (H; ∗′) es una función φ : G → H tal que para todo a, b ∈ G se cumple

φ(a ∗ b) = φ(a) ∗′ φ(b).
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1.8. Homomorfismos entre grupos y Teorema de Cayley

El comportamiento de los homomorfismos de grupos es conservar la operación

de los grupos, es decir, al lado izquierdo se conserva la operación definida en el

grupo G, mientras que al lado derecho se conserva la operación definida en el

grupo H.

Grupo G Grupo H φ homomorfismo de G en H

(G; ∗) (H;+) φ(a ∗ b) = φ(a) + φ(b)

(G;+) (H; ∗) φ(a + b) = φ(a) ∗ φ(b)

(G; ∗) (H; ∗) φ(a ∗ b) = φ(a) ∗ φ(b)

Tabla 1.2: Noción de φ un homomorfismo de grupos

Ejemplos.

1. Sea (Z;+) un grupo y sea la función φ : Z→ Z, definida por φ(a) = πa para

todo a ∈ Z, entonces φ es un homomorfismo. En efecto, sean a, b ∈ Z se tiene

que φ(a + b) = π(a + b) = πa + πb = φ(a) + φ(b)

2. Sea (R>0; ·) el grupo multiplicativo de los reales positivos y (R;+) el grupo

aditivo de los reales. La función φ : R>0 → R, definida por φ(a) = log(a) para

todo a ∈ Z, entonces φ es un homomorfismo. En efecto, sean a, b ∈ R>0 se tiene

que φ(ab) = log(ab) = log(a) + log(b) = φ(a) + φ(b)

3. Sean (R2;+) y (C;+) dos grupos y sea la función φ : R2 → C definida

por φ(a, b) = a + ib, entonces φ es un homomorfismo. En efecto, sean

x = (a, b), y = (a1, b1) ∈ R2 se tiene que

φ(x + y) = φ((a, b) + (a1, b1))

= φ(a + a1, b + b1)

= a + a1 + i(b + b1)

= a + ib + a1 + ib1

= φ(a, b) + φ(a1, b1)

= φ(x) + φ(y)
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Proposición 1.18
Sean las estructuras (G; ∗) y (H; ∗′) dos grupos y φ un homomorfismo de

grupos. Entonces se cumple que:

1. φ(eG) = eH, donde eG es el neutro de G y eH el neutro de H.

2. φ(a−1) = (φ(a))−1, donde a−1 es el inverso de a ∈ G y (φ(a))−1 es el

inverso de φ(a) ∈ H.

Demostración.

1. Sea a ∈ G, entonces a = a ∗ eG aplicamos la función a ambos lados de la

igualdad, entonces φ(a) = φ(a ∗ eG) por hipótesis φ es homomorfismo se tiene

que φ(a) = φ(a) ∗′ φ(eG), ahora multiplicamos por el inverso de φ(a) tal que

[(φ(a))−1 ∗′ φ(a)] = [(φ(a))−1 ∗′ φ(a)] ∗′ φ(eG), entonces eH ∗′ φ(eG) = eH, por

lo tanto φ(eG) = eH.

2. Sea a ∈ G, entonces eG = a ∗ a−1 aplicamos la función φ a ambos lados

de la igualdad φ(eG) = φ(a ∗ a−1) como φ es homomorfismo se tiene que

φ(eG) = φ(a) ∗′ φ(a−1) por la propiedad 1 se sigue que eH = φ(a) ∗′ φ(a−1), de

modo que φ(a−1) es el inversos de φ(a), por lo tanto φ(a−1) = (φ(a))−1.

Proposición 1.19
Sean φ : G → H y ϕ : H → K homomorfismos, donde G, H y K son todos

grupos. La composición ϕ ◦ φ : G → K es homomorfismo.

Demostración. Sean a, b ∈ G, se tiene que:

ϕ ◦ φ(a ∗ b) = ϕ(φ(a ∗ b))

= ϕ(φ(a) ∗′ φ(b))

= ϕ(φ(a)) ∗′′ ϕ(φ(b))

= ϕ ◦ φ(a) ∗′′ ϕ ◦ φ(b)
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1.8. Homomorfismos entre grupos y Teorema de Cayley

Definición 1.28
Sea φ : G → H un homomorfismo de grupos. Si φ es biyectiva, decimos que

que φ es un isomorfismo de grupos.

Notación. Si φ es un isomorfismo de grupos, escribiremos G ∼= H para indicar

que G es isomorfo a H y escribiremos G � H para indicar que φ no lo es.

Ejemplos.

1. Sea G un grupo multiplicativo y sea la función φ : G → G, definida por

φ(a) = xax−1 para todo a ∈ G, entonces φ es un isomorfismo. En efecto,

primero veamos que φ es un homomorfismo. Sean a, b ∈ G se tiene que:

φ(ab) = xabx−1 = xa(x−1x)bx−1 = (xax−1)(xbx−1) = φ(a)φ(b)

Veamos que φ es inyectiva, suponemos φ(a) = φ(b) , entonces xax−1 = xbx−1

aplicando la ley de cancelación por la derecha e izquierda se tiene que a = b.

Veamos que φ es sobreyectiva, sea b ∈ G consideremos x = x−1 y a = xbx−1,

entonces a = x−1bx tal que

φ(a) = φ(x−1bx) = x(x−1bx)x−1 = (xx−1)b(xx−1) = b

Por lo tanto, φ es un isomorfismo de grupos y en consecuencia G ∼= G.

2. Sea R el grupo aditivo y R>0 el grupo multiplicativo. La función φ : R→ R>0,

definida por φ(a) = 2a para todo a ∈ R, es un isomorfismo. En efecto, primero

veamos que φ es un homomorfismo. Sean a, b ∈ R se tiene que:

φ(a + b) = 2(a+b) = 2a2b = φ(a)φ(b)

Veamos que φ es inyectiva, suponemos φ(a) = φ(b) , entonces 2a = 2b

multiplicando a ambos lados de la igualdad por el logaritmo en base dos

se tiene que log2(2
a) = log2(2

b), entonces a = b.

Veamos que φ es sobreyectiva, sea b ∈ R>0 consideremos a = log2(b) ∈ R,

entonces φ(a) = φ(log2(b)) = 2log2(b) = b.

Por lo tanto, φ es un isomorfismo de grupos y en consecuencia R ∼= R>0.
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Definición 1.29 (Núcleo e imagen)
Sea φ : G → H un homomorfismo de grupos. Se define:

1. El núcleo o kernel de φ al conjunto: ker(φ) = {x ∈ G : φ(x) = eH}

2. La imagen de φ al conjunto: Im(φ) = {y ∈ H : φ(x) = y, dado x ∈ G}

Ejemplos.

1. Sea φ : Z→ Z un homomorfismo grupos definido por φ(a) = 2a. Entonces

ker(φ) = {x ∈ Z : φ(x) = eZ}

φ(x) = 0⇔ 2x = 0⇔ x = 0⇒ ker(φ) = {0}

Im(φ) = {y ∈ Z : φ(x) = y, dado x ∈ Z}

φ(x) = y⇔ 2x = y⇔ x = y⇒ Im(φ) = 2Z

2. Sea φ : R→ R>0 un homomorfismo grupos definido por φ(a) = 2a. Entonces

ker(φ) = {x ∈ R : φ(x) = eR>0}

φ(x) = 1⇔ 2x = 1⇔ log2 2x = log2(1)⇔ x = 0⇒ ker(φ) = {0}

Im(φ) = {y ∈ R>0 : φ(x) = y, dado x ∈ R}

φ(x) = 2x ⇔ 2x = 2x ⇔ log2 2x = log2 2x ⇔ x = x ⇒ Im(φ) = R>0

3. Sea φ : R2 → C un homomorfismo de grupos definida por φ(a, b) = a + ib.

Entonces

ker(φ) = {x ∈ R2 : φ(x) = eC}

φ(a, b) = 0 + i0⇔ a + ib = 0 + i0⇔ a = 0 y b = 0⇒ ker(φ) = {(0, 0)}

Im(φ) = {y ∈ C : φ(x) = y, dado x ∈ R2}

φ(a, b) = a1 + ib1 ⇔ a + ib = a1 + ib1 ⇔ a = a1 y b = b1 ⇒ Im(φ) = R2
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1.8. Homomorfismos entre grupos y Teorema de Cayley

Proposición 1.20
Sean las estructuras (G; ∗) y (H; ∗′) dos grupos y φ un homomorfismo de

grupos, entonces ker(φ) es subgrupo normal en G y Im(φ) es un subgrupo

de H.

Demostración.

Lo primero que tenemos que ver es que ker(φ) 6 G, sean x, y ∈ ker(φ) veamos

que xy−1 ∈ ker(φ)

φ(x ∗ y−1) = φ(x) ∗′ φ(y−1)

= eH ∗′ (φ(y))−1

= eH ∗′ (eH)
−1

= eH ∗′ eH

= eH ∈ ker(φ)

Por lo tanto, ker(φ) 6 G.

Ahora veamos que ker(φ) / G, digamos que ker(φ) = K entonces sea x ∈ G

veamos que xKx−1 ⊆ K

φ(x ∗ k ∗ x−1) = φ(x) ∗′ φ(k) ∗′ φ(x−1)

= φ(x) ∗′ eH ∗′ (φ(x))−1

= φ(x) ∗′ (φ(x))−1

= eH ∈ K

Por lo tanto, ker(φ) / G.

por último veamos que Im(φ) 6 H, sean y, y1 ∈ Im(φ), entonces existen

x, x1 ∈ G tal que φ(x) = y y φ(x1) = y1, veamos que yy−1
1 ∈ Im(φ)

y ∗′ y−1
1 = φ(x) ∗′ (φ(x1))

−1

= φ(x) ∗′ φ(x−1
1 )

= φ(x ∗ x−1
1 ) ∈ Im(φ)

Por lo tanto, Im(φ) 6 H.
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Teorema 1.4 (Teorema de Cayley)
Todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones.

Demostración. Sea (G; ∗) un grupo cualquiera, busquemos un grupo de

permutaciones que denominaremos (G; ◦) y mostremos que es isomorfo a (G; ∗).

Para a ∈ G, consideremos la función τa : G → G definida por τa(x) = ax para

todo x ∈ G, veamos que τa es biyectiva.

τa es inyectiva. En efecto, supongamos que τa(x) = τa(y), por definición se tiene

que ax = ay, luego por la ley de cancelación izquierda se tiene que x = y.

τa es sobreyectiva. En efecto, sea y ∈ G y consideremos x = a−1y se tiene que

τa(x) = τa(a−1y) = aa−1y = y, luego τa(x) = y.

Por lo tanto, τa es una permutación de G.

Consideremos ahora la familia de permutaciones G = {τa : a ∈ G} y mostremos

que (G; ◦) es un grupo. En efecto, sean τa, τb, τc ∈ G y a, b, c ∈ G, se tiene que

1. La operación ◦ es cerrada, ya que

τa ◦ τb(x) = τa(τb(x)) = τa(bx) = (ab)x = τab(x)

2. La operación ◦ es asociativa, ya que la composición de funciones es asociativa.

3. Existe el elemento neutro, ya que τe(x) = ex es la función identidad de G, tal

que τa ◦ τe(x) = τa(τe(x)) = τa(ex) = (ae)x = ax = τa

4. Para cada elemento de G, existe el elemento inverso (τa)−1 = τa−1 = a−1x ∈ G

tal que τa ◦ τa−1(x) = τa(τa−1(x)) = τa(a−1x) = (aa−1)x = ex = τe

Por lo tanto, (G; ◦) es un grupo de permutaciones.

Finalmente consideremos la función φ : G → G definida por φ(a) = τa y

mostremos que φ es un isomorfismo. En efecto, ya que

φ es un homomorfismo, sean a, b ∈ G se tiene que

φ(ab) = τab = τa ◦ τb = φ(a) ◦ φ(b)

φ es inyectiva, suponemos φ(a) = φ(b), entonces τa = τb, si x = e con x ∈ G se

tiene que τa(e) = τb(e) luego ae = be, y se tiene que a = b.
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1.9. Clausura

φ es sobreyectiva, esto se cumple por como está definida φ, ya que si τy ∈ G existe

y ∈ G tal que φ(y) = τy.

Por lo tanto, φ es un isomorfismo y en consecuencia G ∼= G.

1.9 Clausura

La influencia de la teoría de grupos, en todas las áreas de la matemática, y también

en muchas otras disciplinas, es abrumadora y al mismo tiempo extraordinaria. En

este módulo hemos querido resaltar los conceptos, definiciones, proposiciones,

teoremas y ejemplos más significativos de esta extensa teoría, con la esperanza

de que estas nociones ayuden al lector, no solo a entenderla, sino que también

le animen a profundizar sobre esta importante estructura algebraica y sus

aplicaciones.

La estructura de grupo, adicionalmente, es el preámbulo para el estudio de otras

estructuras más completas. En particular, el próximo módulo de esta monografía

contempla el estudio de la estructura de Anillos, de mucha relevancia dentro de la

matemática.
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Módulo II

Teoría de Anillos



Anillos

La importancia de la teoría de anillos, puede evidenciarse no sólo en el trabajo

de muchos matemáticos que la han usado para lograr avances en la especialidad,

sino también en sus aplicaciones. Un ejemplo de aplicación lo constituye

el funcionamiento de los sistemas de comunicación, específicamente de los

codificadores y decodificadores.

Este módulo proporciona a los lectores nociones elementales sobre la teoría de

anillos; se presenta definiciones, proposiciones, teoremas y ejemplos.

Adicionalmente, se recomienda al lector revisar el módulo I antes de iniciarse en

el estudio de este módulo II, ya que esto facilitará su comprensión.

Propósito

Al finalizar este módulo el estudiante estará en capacidad entender los conceptos

asociados a la teoría de anillos y sus propiedades. Además, seguirá con rigor las

proposiciones y teoremas que se estudian.

Contenido

2.1 Anillos y sus propiedades

2.2 Subanillos

2.3 Dominios de Integridad y Campos

2.4 Ideales y Anillo cociente

2.5 Campo de fracciones



2.1 Anillos y sus propiedades

En esta sección se estudiará la estructura de anillo que tiene la forma (A; ∗1, ∗2),

donde A es un conjunto no vacío y ∗1 y ∗2 son operaciones cerradas en A.

Adicionalmente, se discuten propiedades básicas de la estructura.

Definición 2.1 (Anillo)
Sea A un conjunto no vacío, y sean⊕,� operaciones definidas en A, diremos

que la terna (A;⊕,�) es un anillo si se cumple las siguientes condiciones:

1. El par (A;⊕) es un grupo abeliano.

2. El par (A;�) es un semigrupo.

3. La operación � es distributiva respecto a la operación ⊕, es decir, para

todo a, b, c ∈ A se tiene que:

a� (b⊕ c) = (a� b)⊕ (a� c) (ley distributiva izquierda)

(b⊕ c)� a = (b� a)⊕ (c� a) (ley distributiva derecha)

Ejemplos.

1. Sea Z el conjunto de los números enteros y sean las operaciones suma y

producto usuales definidas en Z. La terna (Z;+, ·) es un anillo, ya que

i. El par (Z;+) es un grupo abeliano, ya que la suma de enteros devuelve

enteros, además de ser asociativa y conmutativa, que el 0 es elemento

neutro para la suma y que todo elemento tiene inverso es claro que (Z;+)

es un grupo abeliano.

ii. El par (Z; ·) es un semigrupo, ya que el producto de enteros devuelve

enteros y que la multiplicación es asociativa, es claro que (Z; ·) es un

semigrupo.

iii. Por último, el producto de enteros es distributivo con respecto a la suma

de enteros a la derecha y a la izquierda.

Luego, podemos concluir que (Z;+, ·) es un anillo.
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2.1. Anillos y sus propiedades

2. La estructura formada con el conjunto Z/m, de las clases de congruencias

módulo m, junto con las operaciones suma y producto usual entre clases.

Veamos que la terna (Z/m;+, ·) es un anillo.

i. De acuerdo con la proposición 1.6 del módulo I, el par (Z/m;+) es un

grupo abeliano.

ii. El par (Z/m; ·) es un semigrupo, ya que

• El producto es cerrado, ya que el producto de clases residuales de Z/m

da una clase residual de Z/m.

• El producto es asociativo, ya que para todo [a], [b], [b] ∈ Z/m se tiene

que ([a][b])[c] = [ab][c] = [(ab)c] = [a(bc)] = [a][bc] = [a]([b][c]).

Por lo tanto, (Z/m; ·) es un semigrupo.

iii. El producto es distributivo respecto a la suma, ya que

[a]([b] + [c]) = [a]([b + c]) = [a(b + c)] = [ab + ac] = [a][b] + [a][c]

([b] + [c])[a] = ([b + c])[a] = [(b + c)a] = [ba + ca] = [b][a] + [c][a]

Por lo tanto, (Z/m;+, ·) es un anillo.

3. Sea C el conjunto de los números complejos y sean las operaciones suma y

producto usuales. Veamos que la terna (C;+, ·) es un anillo.

i. El par (C;+) es un grupo abeliano, ver el ejemplo 2 de grupos abelianos

en la sección 1.1 del módulo I.

ii. El par (C; ·) es un semigrupo. En efecto, sean u = a + ib, v = a1 + ib1,

z = a2 + ib2 ∈ C se tiene que

• El producto es cerrado, ya que

(a + ib)(a1 + ib1) = aa1 + aib1 + iba1 + i2bb1 = aa1 − bb1 + i(ab1 + ba1)
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• El producto es asociativo, ya que

(uv)z = [(a + ib)(a1 + ib1)](a2 + ib2)

= (aa1 + aib1 + iba1 + ibib1)(a2 + ib2)

= (aa1)a2 + (aib1)a2 + (iba1)a2 + (ibib1)a2 + (aa1)ib2 + (aib1)ib2

+ (iba1)ib2 + (ibib1)ib2

= a(a1a2) + a(a1ib2) + ib(ib1a2) + a(ib1ib2) + ib(a1a2) + ib(a1ib2)

+ ib(ib1a2) + ib(ib1ib2)

= (a + ib)[a1a2 + a1ib2 + ib1a2 + ib1ib2]

= (a + ib)[(a1 + ib1)(a2 + ib2)]

= u(vz)

Por lo tanto, (C; ·) es un semigrupo.

iii. El producto es distributivo respecto a la suma, ya que

u(v + z) = (a + ib)[(a1 + ib1) + (a2 + ib2)]

= (a + ib)(a1 + a2 + ib1 + ib2)

= aa1 + aa2 + aib1 + aib2 + iba1 + iba2 + ibib1 + ibib2

= aa1 + aib1 + iba1 + ibib1 + aa2 + aib2 + iba2 + ibib2

= (a + ib)(a1 + ib1) + (a + ib)(a2 + ib2)

= (uv) + (uz)

(v + z)u = [(a1 + ib1) + (a2 + ib2)](a + ib)

= (a1 + a2 + ib1 + ib2)(a + ib)

= a1a + a2a + ib1a + ib2a + a1ib + a2ib + ib1ib + ib2ib

= a1a + ib1a + a1ib + ib1ib + a2a + ib2a + a2ib + ib2ib

= (a1 + ib1)(a + ib) + (a2 + ib2)(a + ib)

= (vu) + (zu)

Por lo tanto, (C;+, ·) es un anillo.
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2.1. Anillos y sus propiedades

Proposición 2.1
Sea (A;+, ·) un anillo. Para todo a, b, c ∈ A se satisfacen las siguientes

propiedades:

1. a0 = 0a = 0

2. a(−b) = (−a)b = −ab

3. (−a)(−b) = ab

4. a(b− c) = ab− ac

5. (b− c)a = ba− ca

Demostración.

1. Nótese que a0 = a(0 + 0) = a0 + a0, por la ley de cancelación derecha se tiene

que a0 = 0.

2. Como b + (−b) = 0, se tiene que 0 = a0 = a(b + (−b)) = ab + a(−b),

recordemos que −ab es el inverso de ab, entonces −ab + 0 = −ab + ab + a(−b),

por lo tanto a(−b) = −ab.

3. Como 0 = (−a)0 = −a(b + (−b)) = (−a)b + (−a)(−b) = −ab + (−a)(−b),

sumando ab en la igualdad se tiene que ab + 0 = ab + (−ab) + (−a)(−b), por

lo tanto (−a)(−b) = ab.

4.

a(b− c) = a(b + (−c)) = ab + a(−c) = ab− ac

5.

(b− c)a = (b + (−c))a = ba + (−c)a = ba− ca

De aquí en adelante el grupo abeliano (A;⊕) lo representaremos en notación

aditiva (A;+) y al semigrupo (A;�) lo representaremos en notación multiplicativa

(A; ·).
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De este modo escribiremos a+ b en lugar de a⊕ b y ab o a · b en lugar de a� b. Al

neutro según la operación⊕ lo llamaremos neutro aditivo y lo representaremos con

0; mientras que el neutro según la operación� lo llamaremos neutro multiplicativo

y lo representaremos con 1.

Definición 2.2 (Anillo unitario y Anillo conmutativo)
Sea (A;+, ·) un anillo.

1. Si existe 1 ∈ A tal que a · 1 = a y 1 · a = a para todo a ∈ A. Decimos que

la terna (A;+, ·) es un anillo unitario.

2. Si se cumple que a · b = b · a, para todo a, b ∈ A. Decimos que la terna

(A;+, ·) es un anillo conmutativo.

Ejemplos.

1. La terna (Z/m;+, ·) es un anillo unitario y conmutativo, ya que

i. Existe [e] = [1] ∈ Z/m, tal que

∀ [a] ∈ Z/m : [a][1] = [a1] = [a] y [1][a] = [1a] = [a]

Por lo tanto, (Z/m;+, ·) es un anillo unitario.

ii. Para todo [a], [b] ∈ Z/m se cumple que

[a][b] = [ab] = [ba] = [b][a]

Por lo tanto, (Z/m;+, ·) es un anillo conmutativo.

2. La terna (C;+, ·) es un anillo unitario y conmutativo, ya que

i. Existe e = 1 + 0i ∈ C, tal que

ue = (a + ib)(1 + 0i) = a + a(0i) + ib + ib(0i) = a + ib

eu = (1 + 0i)(a + ib) = a + ib + (0i)a + (0i)ib = a + ib

Por lo tanto, (C;+, ·) es un anillo unitario.
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2.1. Anillos y sus propiedades

ii. Para todo u, v ∈ C se cumple que

uv = (a + ib)(a1 + ib1)

= aa1 + aib1 + iba1 + ibib1

= a1a + a1ib + ib1a + ib1ib

= (a1 + ib1)(a + ib) = vu

Por lo tanto, (C;+, ·) es un anillo conmutativo.

Proposición 2.2
Para todo anillo unitario (A;+, ·), se cumple:

1. El elemento neutro de la operación · es único.

2. (−1)(a) = −a

3. (−1)(−a) = a

Demostración.

1. La demostración es análoga al de la proposición 1.1 del módulo I.

2.
−a = −a + 0

= −a + (0)a

= −a + (1 + (−1))a

= −a + a + (−1)a

= (−1)a

3.
0(−a) = 0

(1 + (−1))(−a) = 0

1(−a) + (−1)(−a) = 0

−a + (−1)(−a) = 0
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a + (−a) + (−1)(−a) = a + 0

(−1)(−a) = a

Definición 2.3
Sea (A;+, ·) un anillo unitario. Se dice que a es una unidad del anillo A, si

existe b ∈ A tal que ab = 1 y ba = 1.

Si el elemento b existe, éste se denomina inverso. La definición de elemento

inverso podemos encontrar en la sección 1.1 del módulo I. Además, si un elemento

tiene inverso, éste es único. La demostración a la afirmación anterior es análoga al

de la proposición 1.1.

Notación. Cuando el inverso del elemento a existe, lo denotaremos como a−1.

Ejemplos.

1. En el anillo unitario (R;+, ·), todo elemento no nulo a ∈ R es una unidad de R,

ya que existe su inverso a−1 = 1
a ∈ R tal que

aa−1 = a
(

1
a

)
= 1, a−1a =

(
1
a

)
a = 1

2. En el anillo unitario (Q;+, ·), todo elemento a = m
n ∈ Q con n 6= 0 es una

unidad de Q, pues existe su inverso a−1 = n
m ∈ Q tal que

aa−1 =
m
n

( n
m

)
= 1, a−1a =

( n
m

) m
n

= 1

3. En el anillo unitario (Z;+, ·), las únicas unidades de Z son {1,−1}, ya que si

a ∈ Z, para que a sea unidad tiene que satisfacer aa−1 = 1 y a−1a = 1, de

modo que a−1 = 1
a , pero esto no es verdad ya que 1

a /∈ Z.

Definición 2.4 (Característica de un anillo)
Sea (A;+, ·) un anillo. Se llama característica del anillo A y se escribe

Char(A), al entero positivo más pequeño n tal que na = 0 para todo a ∈ A.

Si no existe el entero positivo n tal que na = 0, decimos la característica de A es

cero.
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2.1. Anillos y sus propiedades

Ejemplos.

1. Considere el anillo (Z/7;+, ·), entonces Char(Z/7) = 7, ya que para todo

a ∈ Z/7 existe n = 7 tal que

7(0) = 0 7(4) = 28 = 0

7(1) = 7 = 0 7(5) = 35 = 0

7(2) = 14 = 0 7(6) = 42 = 0

7(3) = 21 = 0

2. Considere el anillo (Z/5;+, ·), entonces Char(Z/5) = 5, ya que para todo

a ∈ Z/5 existe n = 5 tal que

5(0) = 0 5(3) = 15 = 0

5(1) = 5 = 0 5(4) = 20 = 0

5(2) = 10 = 0

Note que para n = 10, n = 15 y en general los múltiplos de 5, también cumplen

la definición de característica de un anillo; sin embargo Char(Z/5) = 5 ya que

n = 5 es el entero positivo más pequeño con esa propiedad.

3. Los anillos (Z;+, ·), (R;+, ·), (Q;+, ·) y (C;+, ·), tienen característica cero, ya

que para todo a elemento de los anillos dados, se cumple que 0(a) = 0.

Proposición 2.3
Sea (A;+, ·) un anillo unitario.

1. Si 1 tiene orden n respecto a la suma, entonces Char(A) = n.

2. Si 1 tiene orden infinito respecto a la suma, entonces Char(A) = 0.

Recordemos que el orden de un elemento se define como n el entero positivo

más pequeño tal que an = e, que en notación aditiva lo expresamos como na = 0.

Demostración.
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1. Suponemos que 1 tiene orden aditivo n, entonces n es el entero positivo más

pequeño tal que n1 = 0. Entonces, para todo a ∈ A, se tiene que

na = a + a + . . . + a = a(1 + 1 + . . . + 1) = a(n1) = a0 = 0

Por lo tanto, Char(A) = n.

2. Suponemos que 1 tiene ordenen infinito, entonces no existe n entero positivo

más pequeño tal que n1 = 0, de modo que Char(A) = 0.

Ejemplos.

1. Para el anillo unitario (Z/7;+, ·), entonces Char(Z/7) = 7, ya que 1 tiene

orden n.

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 7 | 7 = 0

2. Para el anillo unitario (Z;+, ·), entonces Char(Z) = 0, ya que 1 tiene orden

infinito.

1 + 1 + . . . + 1 + 1 + 1 + . . . = ∞

Otros anillos unitarios con característica cero son; (R;+, ·), (Q;+, ·).

2.2 Subanillos

En esta sección estudiaremos los subanillos de un anillo (A;+, ·). Los subanillos

son estructuras análogas a los subgrupos, donde un subconjunto de A goza de las

mismas propiedades del anillo. Por ejemplo; dado que Z es un subconjunto de R

se puede probar que (Z;+, ·) es un subanillo de (R;+, ·).

Definición 2.5 (Subanillo)
Sea la terna (A;+, ·) un anillo y sea S un subconjunto no vacío de A. Se

dice que S es un subanillo de A, si (S;+, ·) es un anillo, donde + y · son las

operaciones definidas en A.

Notación. Si (S;+, ·) es un subanillo de (A;+, ·) escribiremos S 6 A y si no lo es

escribiremos S � A
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2.2. Subanillos

Ejemplos.

1. Sea (Z;+, ·) el anillo de los enteros y sea S = {2n : n ∈ Z}, entonces S es un

subanillo de anillo Z, ya que

i. El par (S;+) es un grupo abeliano.

ii. El par (S; ·) es un semigrupo.

iii. El producto es distributivo respecto a la suma, ya que dados a, b, c ∈ S se

tiene que

a(b + c) = 2n1(2n2 + 2n3)

= 2n1(2(n2 + n3)

= 2n12(n2 + 2n12n3

= ab + ac

(b + c)a = (2n2 + 2n3)2n1

= (2(n2 + n3)2n1

= 2(n22n1 + 2n32n1

= ba + ca

Por lo tanto, (S,+, ·) es un anillo y en consecuencia S 6 Z. En general el

conjunto nZ con n ∈ Z fijo, es un subanillo del anillo (Z;+, ·).

2. Sea (C;+, ·) el anillo de los números complejos y consideremos el conjunto de

los enteros gaussianos Z[i] = {a + ib : a, b ∈ Z}, entonces Z[i] es un subanillo

del anillo C, ya que

i. El par (Z[i];+) es un grupo abeliano.

ii. El par (Z[i]; ·) es un semigrupo.

iii. El producto es distributivo respecto a la suma.

Por lo tanto, (Z[i];+, ·) es un anillo y en consecuencia Z[i] 6 C.

3. Sea (R;+, ·) un anillo y sea S = Q, entonces S es un subanillo de R, ya que

i. El par (S;+) es un grupo abeliano, ya que para todo a = m
n , b = m1

n1
,

c = m2
n2
∈ S, se tiene que

• La suma es cerrada, ya que

a + b =
m
n
+

m1

n1
=

n1m + nm1

nn1
∈ S
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• La suma es asociativa, esto se cumple ya que se hereda la asociatividad

en R.

• Existe el elemento neutro en S dado por e = 0
n ∈ S, tal que

a + e =
m
n
+

0
n
=

m + 0
n

=
m
n

• Elemento inverso, para todo a ∈ S existe a−1 = −m
n ∈ S, tal que

a + a−1 =
m
n
+
(
−m

n

)
=

m−m
n

=
0
n

• La suma es conmutativa, esto se cumple ya que se hereda la

conmutatividad de R.

Por lo tanto, (S;+) es un grupo abeliano.

ii. El par (S; ·) es un semigrupo, ya que para todo a, b, c ∈ S, se tiene que

• El producto es cerrado, ya que

ab =
m
n

m1

n1
=

mm1

nn1
∈ S

• El producto es asociativo, ya que se hereda la asociatividad de R.

Por lo tanto, (S; ·) es un semigrupo.

iii. El producto es distributivo respecto a la suma, ya que

a(b + c) =
m
n

(
m1

n1
+

m2

n2

)
=

m
n

(
n2m1 + n1m2

n1n2

)
=

m(n2m1 + n1m2)

nn1n2

=
mn2m1 + mn1m2

nn1n2

=
mn2m1

nn1n2
+

mn1m2

nn1n2

=
mm1

nn1
+

mm2

nn2

= ab + ac

(b + c)a =

(
m1

n1
+

m2

n2

)
m
n

=

(
n2m1 + n1m2

n1n2

)
m
n

=
(n2m1 + n1m2)m

n1n2n

=
n2m1m + n1m2m

n1n2n

=
n2m1m
n1n2n

+
n1m2m
n1n2n

=
m1m
n1n

+
m2m
n2n

= ba + ca

Por lo tanto, (S;+, ·) es un anillo y en consecuencia S 6 R.

Nota. Un subanillo S se dice que es propio cuando no coincide con todo el anillo

A, es decir, si S 6= A.
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2.2. Subanillos

Teorema 2.1 (Caracterización de subanillos)
Sea (A;+, ·) un anillo y sea S un subconjunto de A. S es un subanillo de A si

y sólo si,

1. para todo a, b ∈ S, se tiene que a− b ∈ S

2. para todo a, b ∈ S, se tiene que ab ∈ S

Demostración.

⇒) Suponemos que S es un subanillo de (A;+, ·) veamos que a− b ∈ S y ab ∈ S.

Por hipótesis S es un subanillo, entonces (S;+) es un grupo abeliano y (S; ·) es

un semigrupo, por lo tanto se cumplen las condiciones 1 y 2, ya que para todo

x, y ∈ S se tiene que x− y ∈ S y xy ∈ S.

⇐) Suponemos que para todo a, b ∈ S se cumple a− b ∈ S y ab ∈ S, mostremos

que (S;+, ·) es un subanillo.

1. Por la condición que a− b = a + (−b) ∈ S implica que (S;+) sea un subgrupo

del grupo abeliano (A;+), luego (S;+) es un grupo abeliano.

2. Por la condición que ab ∈ S implica que (S; ·) sea un semigrupo.

3. Que el producto sea distributivo respecto a la suma, se cumple pues estas leyes

de distribución se cumplen en A, de modo que se cumple en S.

Por lo tanto, (S;+, ·) es un subanillo.

Ejemplos.

1. Considere el anillo (R;+, ·) y sea S = Q, entonces S es un subanillo de R, ya

que

i. para todo a, b ∈ S se cumple que a− b ∈ S

a− b =
m
n
− m1

n1
=

n1m− nm1

nn1
∈ S
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ii. para todo a, b ∈ S se cumple que ab ∈ S

ab =
(m

n

)(m1

n1

)
=

mm1

nn1
∈ S

Por lo tanto, S 6 R.

2. Considere el anillo (C;+, ·) y sea S = Z[i], entonces S es un subanillo de C, ya

que

i. para todo u, v ∈ S se cumple que u− v ∈ S

u− v = (a + ib)− (a1 + ib1) = a + ib− a1 − ib1 = a− a1 + i(b− b1)

ii. para todo u, v ∈ S se cumple que uv ∈ S

uv = (a+ ib)(a1 + ib1) = aa1 + ib1a+ iba1− bb1 = aa1− bb1 + i(b1a+ ba1)

Por lo tanto, S 6 C.

2.3 Dominios de Integridad (DI) y Campos

En esta sección estudiaremos algunos tipos especiales de anillos, tales como; los

dominios de integridad y campos que son clases particulares de anillos con 3

propiedades que veremos más adelante. Los dominios de integridad, también

conocidos como dominios enteros juegan un rol importante en la teoría de números

y la geometría algebraica. Por otra parte los campos o cuerpos, son estructuras

algebraicas indispensables de estudio en diversas ramas de las matemáticas puras,

como: el análisis matemático, la geometría y la física.

Notación. En lo sucesivo escribiremos “sea A un anillo”, en lugar de “sea (A;+, ·)

un anillo”.

Definición 2.6 (Divisor de cero)
Sea A un anillo y sea a ∈ A un elemento no nulo. Se dice que a es divisor de

cero si existe b ∈ A un elemento no nulo, tal que ab = 0.
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2.3. Dominios de Integridad (DI) y Campos

Ejemplos.

1. En el anillo (Z/12;+, ·). Los elementos 4, 6, 8, 10 son divisores de cero, ya que

4 · 3 = 12 = 0 8 · 3 = 24 = 0

6 · 2 = 12 = 0 10 · 6 = 60 = 0

2. El anillo de los enteros gaussianos (Z[i];+, ·) no tiene divisores de cero. Ya

que si suponemos lo contrario dados u = a + ib, v = a1 + ib1 ∈ Z[i], entonces

uv = 0 + i0 teniendo en cuenta que u, v son imaginarios no nulos.

(a + ib)(a1 + ib1) = 0 + i0

(aa1 − bb1) + i(ab1 + ba1) = 0 + i0

de modo que aa1 − bb1 = 0

ab1 + ba1 = 0

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene que a(a2
1 + b2

1) = 0, de esto

a = 0 o a2
1 + b2

1 = 0, entonces a1 = 0 y b1 = 0 de modo que v = 0 + i0, lo cual

no es posible pues v no es nulo.

Por lo tanto, el conjunto Z[i] no tiene divisores de cero.

3. El anillo (Z/7;+, ·), no tiene divisores de cero, ya que para todo a ∈ Z/7 no

existe b ∈ Z/7, tal que ab = 0. En general Z/m no tiene divisores de cero

cuando m es primo. En efecto

Supongamos que Z/m si tiene divisores de cero, entonces dados a, b ∈ Z/m

se tiene que cumplir que ab = 0 teniendo en cuenta que a y b son no nulos.

Recordemos que estamos en el conjunto de las clases residuales y escribir

a en lugar de [a] es simple notación, para este caso utilicemos la notación

habitual, sean [a], [b] ∈ Z/m se tiene que [a][b] = [0] entonces [ab] = [0],

de modo que ab ≡ 0(mód m), luego m | ab − 0, entonces m | a o m | b

equivalente a m | a − 0 o m | b − 0 de este modo a ≡ 0(mód m) o

b ≡ 0(mód m), esto implica que [a] = [0] o [b] = [0] lo cuál es una

contradicción ya que [a], [b] son no nulos.
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Por lo tanto, si m es primo Z/m no tiene divisores de de cero. Normalmente,

cuando m es primo, el conjunto Z/m se escribe como Z/p.

Definición 2.7 (Dominio de integridad DI)
Un dominio de integridad A, es un anillo unitario, conmutativo que no tiene

divisores de cero.

Ejemplos.

1. La terna (Z;+, ·) es un dominio de integridad, ya que (Z;+, ·) es un anillo

unitario, conmutativo y además Z no tiene divisores de cero, pues dado a ∈ Z

elemento no nulo, no existe b ∈ Z elemento no nulo, tal que ab = 0.

2. La terna (Z[i];+, ·) es un dominio de integridad, ya que (Z[i];+, ·) es un anillo

unitario, conmutativo y además Z[i] no tiene divisores de cero, pues dado

u ∈ Z[i] elemento no nulo, no existe v ∈ Z[i] elemento no nulo, tal que uv = 0.

3. La terna (Z/p;+, ·) es un dominio de integridad, ya que (Z/p;+, ·) es un

anillo unitario, conmutativo y además Z/p no tiene divisores de cero, pues

dado a ∈ Z/p elemento no nulo, no existe b ∈ Z/p elemento no nulo, tal que

ab = 0.

4. La terna (Z/m;+, ·) no es un dominio de integridad, ya que Z/m tiene

divisores de cero, pues dado a ∈ Z/m elemento no nulo, existe b ∈ Z/m

elemento no nulo, tal que ab = 0.

Proposición 2.4
Sea A un dominio de integridad con Char(A) = p, entonces p es primo.

Demostración. Usando reducción al absurdo, suponemos que p no es primo,

entonces p = p1p2, por hipótesis Char(A) = p entonces pa = 0 para todo a ∈ A.

Como p = p1p2, entonces p1a 6= 0 y p2a 6= 0 de modo que (p1a)(p2a) 6= 0,

asociando tenemos p1(ap2)a 6= 0 ya que A es un dominio íntegro se tiene
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2.3. Dominios de Integridad (DI) y Campos

que p1(p2a)a 6= 0, sigue que (p1p2)(aa) 6= 0, entonces pa 6= 0, lo cual es una

contradicción ya que pa = 0, por lo tanto p es primo.

Definición 2.8 (Dominio euclidiano DE)
Sea A un dominio de integridad. Decimos que A es un dominio euclidiano si

existe una función δ : A \ {0} → Z, tal que

1. para todo a, b ∈ A \ {0}, se tiene que δ(a) ≤ δ(ab).

2. para todo a, b ∈ A con b 6= 0, existen q, r ∈ A tales que a = bq + r con

r = 0 o δ(r) < δ(b).

En el ítem 2 de la definición anterior, a es el dividendo, b es el divisor, q es el

cociente y r es el resto.

Ejemplos.

1. El dominio de integridad (Z;+, ·) con la función δ(a) = |a| es un dominio

euclidiano, ya que

i. para todo a, b ∈ Z \ {0}, se tiene que δ(ab) = |ab| = |a||b| = δ(a)δ(b),

entonces δ(a) = |a| ≤ |a||b| = δ(ab) ⇒ δ(a) ≤ δ(ab).

ii. es precisamente el algoritmo de división para los enteros, que establece

que para todo a, b ∈ Z, existe q, r ∈ Z tal que a = bq + r con 0 ≤ r < b.

Por lo tanto, (Z;+, ·) es un dominio euclidiano.

2. El dominio de integridad (Z[i];+, ·) con la función δ(u) = |u|2 es un dominio

euclidiano, ya que

i. para todo u, v ∈ Z[i] \ {0}, se tiene que

δ(uv) = |uv|2 = |u|2|v|2 = δ(u)δ(v)

entonces δ(u) = |u|2 ≤ |u|2|v|2 = δ(uv) ⇒ δ(u) ≤ δ(uv).

ii. Tomemos u, v ∈ Z[i] con v 6= 0, y consideremos u
v ∈ C, entonces existe

q ∈ Z[i], tal que |uv − q| ≤
√

2
2 < 1, de modo que |uv − q| < |v| elevamos
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al cuadrado la desigualdad y tenemos que |uv − q|2 < |v|2. Si definimos

r := u− qv ∈ Z[i], vemos que δ(r) < δ(v).

Por lo tanto, (Z[i];+, ·) es un dominio euclidiano.

Definición 2.9 (Campo)
La estructura K = (A;+, ·), es un campo si es un anillo unitario, conmutativo

y en el que todo elemento distinto de cero es una unidad, es decir, existe

a−1 ∈ K tal que aa−1 = 1.

Ejemplos.

1. El anillo (Q;+, ·) es un campo, ya que Q es un anillo unitario, conmutativo y

además todo elemento de Q distinto de cero es una unidad.

2. El anillo (R;+, ·) es un campo, ya que R es un anillo unitario, conmutativo y

además todo elemento de R distinto de cero es una unidad.

3. El anillo (C;+, ·) es un campo, ya que C es un anillo unitario, conmutativo y

además todo elemento de C distinto de cero es una unidad.

4. El anillo (Z;+, ·) es un unitario, conmutativo, sin embargo la terna (Z;+, ·) no

es un campo ya que las únicas unidades de Z son 1 y −1.

Proposición 2.5
Si K es un campo, entonces K es un dominio de integridad.

Demostración. Por hipótesis K es un anillo unitario y conmutativo por ser un

campo, sólo hace falta demostrar que K no tiene divisores de cero.

Suponemos por absurdo que K tiene divisores de cero, entonces ab = 0 , con

a, b 6= 0 para todo a, b ∈ K, ya que ab = 0, se tiene que a−1ab = (a−1)0 = 0 pero

entonces, 0 = a−1ab = (a−1a)b = 1b = b.

Lo que implica que b = 0, lo cual no es posible, ya que b 6= 0. Por lo tanto, K no

tiene divisores de cero y en consecuencia K es un dominio de integridad.
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2.4. Ideales y Anillo cociente

Proposición 2.6
Si K es un dominio de integridad finito, entonces K es un campo.

Demostración. Suponemos que K = {0, 1, a1, a2, . . . , an} son todos los elementos

del dominio de integridad finito, tenemos que mostrar que para todo a ∈ K, con

a 6= 0 existe b ∈ K tal que ab = 1.

Consideremos los elementos a1, aa1, aa2, . . . , aan todos elementos de K. Afirmamos

que todos son elementos distintos, ya que si aai = aaj para i 6= j, entonces

a(ai − aj) = 0 como a 6= 0, se tiene que ai = aj en contradicción con i 6= j. Además

K no tiene divisores de cero, esto implica que ninguno de estos elementos sea cero.

De modo que 1, a1, a2, . . . , an, son los elementos K \ {0}, en cualquier orden de tal

manera que o bien a1 = 1 lo que implica que a = 1 o bien aai = 1 para algún i.

Luego a ∈ K tiene inverso y por tanto a es una unidad de K y ya que K es unitario

y conmutativo, se concluye que K es un campo.

Proposición 2.7
Si p es un número primo, entonces Z/p es un campo.

Demostración. Basta demostrar que Z/p es un dominio de integridad.

Anteriormente ya vimos que la terna (Z/p;+, ·) es un dominio de integridad, ya

que Z/p no tiene divisores de cero. Y por la proposición 2.6 se tiene que Z/p es

un campo.

Notación. Cuando p es primo, el campo Z/p lo denotaremos por Fp.

2.4 Ideales y Anillo cociente

En el módulo I sección 1.7 estudiamos los subgrupos especiales de un grupo

dado, conocidos como subgrupos normales, cuyas clases laterales forman el grupo

cociente G/H. Nos preguntamos entonces si para la estructura de anillos existen

conceptos análogos. El rol de los ideales es comparable al de los subgrupos
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normales estudiados en la teoría de grupos, ya que mediante éstos podemos

construir el anillo cociente.

Definición 2.10 (Ideal izquierdo e Ideal derecho)
Sea A un anillo y sea I un subconjunto de no vacío A.

Decimos que I es un ideal izquierdo de A si:

1. para todo i, j ∈ I, se tiene que i− j ∈ I

2. para todo i ∈ I y r ∈ A, se tiene que ri ∈ I.

Decimos que I es un ideal derecho de A si:

1. para todo i, j ∈ I, se tiene que i− j ∈ I

2. para todo i ∈ I y r ∈ A, se tiene que ir ∈ I.

Claramente, podemos observar que tanto el ideal izquierdo como el ideal derecho

son subanillos del anillo A. Adicionalmente, si I es ideal izquierdo y derecho a la

vez, I se llama ideal bilátero. En adelante, usaremos la palabra ideal en lugar de

ideal bilátero.

Definición 2.11 (Ideal)
Sea A un anillo y sea I un subconjunto no vacío de A. Decimos que I es un

ideal del anillo A si:

1. para todo i, j ∈ I, se tiene que i− j ∈ I

2. para todo i ∈ I y r ∈ A, se tiene que ri, ir ∈ I.

Ejemplos.

1. Sea (Z;+, ·) un anillo y sea I = 3Z. I es un ideal del anillo Z, ya que

i. Para todo i = 3x, j = 3y ∈ 3Z se tiene que

i− j = 3x− 3y = 3(x− y) ∈ 3Z

ii. Para todo i = 3x ∈ 3Z y todo r ∈ Z se tiene que
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ri = r(3x) = 3(rx) ∈ 3Z

ir = (3x)r = 3(xr) ∈ 3Z

Por lo tanto, 3Z es un ideal del anillo Z.

2. Sea (Z;+, ·) un anillo y sea I = nZ = {nx : x ∈ Z}. I es un ideal del anillo Z,

ya que

i. Para todo i = nx, j = ny ∈ nZ se tiene que

i− j = nx− ny = n(x− y) ∈ nZ

ii. Para todo i = nx ∈ nZ y todo r ∈ Z se tiene que

ri = r(nx) = n(rx) ∈ nZ

ir = (nx)r = n(xr) ∈ nZ

Por lo tanto, nZ es un ideal del anillo Z.

3. Sea (Q;+, ·) un anillo y sea I = Z. I no es un ideal del anillo Q, ya que

i. Para todo i, j ∈ Z se tiene que i − j ∈ Z pues la diferencia de números

enteros es otro entero.

ii. Para todo i ∈ Z y todo r = m
n ∈ Q se tiene que

ri = m
n (i) =

mi
n /∈ Z

ir = (i)m
n = im

n /∈ Z

Por lo tanto, Z no es un ideal del anillo Q.

4. Sea (A;+, ·) un anillo unitario, conmutativo y sea a ∈ A. El conjunto

〈a〉 = {ar : r ∈ A} es un ideal del anillo A, ya que

i. Para todo i = ar1, j = ar2 ∈ 〈a〉 se tiene que

i− j = ar1 − ar2 = a(r1 − r2) ∈ 〈a〉

ii. Para todo i ∈ 〈a〉 y todo r ∈ A se tiene que ir = (ar1)r = a(r1r) ∈ 〈a〉 no

hace falta mostrar ri ∈ 〈a〉 pues el anillo es conmutativo.
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Por lo tanto, 〈a〉 es un ideal del anillo A. El ideal de la forma 〈a〉 se llama

ideal generado por a.

Proposición 2.8
Sea A un anillo y sean I, J ideales del anillo A. Entonces;

1. la suma: I + J = {i + j : i ∈ I y j ∈ J} es un ideal de A,

2. el producto: I J =

®
n

∑
k=1

ik jk : ik ∈ I y jk ∈ J

´
es un ideal de A.

Demostración.

1. I + J es un ideal, ya que

1. Para todo x = i1 + j1, y = i2 + j2 ∈ I + J se tiene que

x− y = (i1 + j1)− (i2 + j2) = (i1 − i2) + (j1 − j2) ∈ I + J

2. Para todo x = i1 + j1 ∈ I + J y todo r ∈ A se tiene que

rx = r(i1 + j1) = ri1 + rj1 ∈ I + J

xr = (i1 + j1)r = i1r + j1r ∈ I + J

Por lo tanto, I + J es un ideal.

2. I J es un ideal, ya que

1. Para todo x =
n

∑
k=1

ik jk, y =
n

∑
k=1

i′k j′k ∈ I J se tiene que

x− y =
n

∑
k=1

ik jk −
n

∑
k=1

i′k j′k =
n

∑
k=1

(ik jk − i′k j′k) ∈ I J

2. Para todo x =
n

∑
k=1

ik jk ∈ I J y todo r ∈ A se tiene que

rx =
n

∑
k=1

r(ik jk) = r
n

∑
k=1

ik jk ∈ I J
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2.4. Ideales y Anillo cociente

xr =
n

∑
k=1

(ik jk)r = r
n

∑
k=1

ik jk ∈ I J

Por lo tanto, I J es un ideal.

A continuación estudiaremos ciertos tipos de ideales especiales.

Definición 2.12 (Ideal primo)
Sea A un anillo conmutativo y sea I un ideal de A. Decimos que I es un ideal

primo, si para todo a, b ∈ A tal que ab ∈ I, entonces a ∈ I o b ∈ I.

Ejemplos.

1. El ideal 3Z del anillo conmutativo (Z;+, ·) es un ideal primo, ya que para todo

a, b ∈ Z, tal que ab ∈ 3Z, entonces a ∈ 3Z o b ∈ 3Z. Por ejemplo, consideremos

6, 8 ∈ Z se tiene que 6 · 8 = 48 ∈ 3Z y 6 ∈ 3Z.

2. El ideal generado I = 〈2〉 = {0, 2, 4, 6, 8, 10} del anillo conmutativo (Z/12;+, ·)

es un ideal primo, ya que para todo a, b ∈ Z/12, tal que ab ∈ I, entonces a ∈ I o

b ∈ I. Por ejemplo, consideremos 9, 10 ∈ Z/12 se tiene que 9 · 10 = 90 = 6 ∈ I

y 10 ∈ I.

Nota. Un ideal I se dice que es un ideal propio cuando no coincide con todo el

anillo A, es decir, I 6= A.

Definición 2.13 (Ideal maximal)
Sea A un anillo conmutativo y sea I un ideal propio de A. Decimos que I es

un ideal maximal, si existe un ideal J de A, tal que si I ⊆ J ⊆ A, entonces

J = I o J = A.

Ejemplos.

1. El ideal propio I = 3Z del anillo conmutativo (Z;+, ·) es un ideal maximal,

ya que los ideales del anillo Z son de la forma nZ para algún n ∈ Z. Si

consideremos J = nZ, entonces se cumple que 3Z ( nZ ( Z.
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Si 3Z ( J, entonces n | 3 tal que 3 = nk con k ∈ Z, como 3 es primo se tiene

que 3 es divisible para sí mismo o para 1, entonces

Si n = 1, se tiene que J = Z.

Si n = 3, se tiene que J = I.

Por lo tanto, 3Z es un ideal maximal del anillo Z.

2. Los ideales propios 〈2〉 y 〈3〉 son ideales maximales del anillo conmutativo

(Z/12;+, ·).

Supongamos que existe el ideal J de Z/12, tal que 〈2〉 ( J ( Z/12, como

〈2〉 = {2r : r ∈ Z/12} = {0, 2, 4, 6, 8, 10} ( J

Supongamos ahora que el elemento a ∈ Z/12 es impar y está en J, entonces se

tiene que 2, 1 ∈ J, de donde J = Z/12. Por lo tanto, 〈2〉 es un ideal maximal.

Ahora supongamos que existe el ideal J′ de Z/12, tal que 〈3〉 ( J′ ( Z/12,

como 〈3〉 = {3r : r ∈ Z/12} = {0, 3, 6, 9} ( J′.

Consideremos que el elemento a ∈ Z/12 es par y está en J′, entonces se tiene

que 3, 2 ∈ J′, de donde J′ = Z/12. Por lo tanto, 〈3〉 es un ideal maximal.

Tal como se definen las clases laterales izquierdas y derechas en la teoría de

grupo, ver la sección 1.6 del módulo I, podemos definir las clases laterales de un

anillo. Si A es un anillo e I un ideal de A se define las clases laterales izquierdas

como: x + I = {x + i : i ∈ I} para x ∈ A, análogamente se define las clases

laterales derechas de un anillo.

Notación. Escribiremos A/I para denotar el conjunto cociente de todas las clases

laterales izquierdas determinadas por un ideal I.

Definición 2.14
Sea A un anillo y sea I un ideal de A. Se definen las operaciones suma y

producto en el conjunto de las clases laterales izquierdas.

1. (x + I) + (y + I) = (x + y) + I

2. (x + I)(y + I) = (xy) + I
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Proposición 2.9
Sea A un anillo y sea I un ideal de A, para todo x, x′, y, y′ ∈ A se tiene:

1. (x + y) + I = (x′ + y′) + I

2. (xy) + I = (x′y′) + I

Demostración.

1. Suponemos que x + I = x′ + I e y + I = y′ + I, entonces x− x′ ∈ I e y− y′ ∈ I

por ser I ideal.

Ya que I es ideal podemos sumar sus elementos, entonces

(x− x′) + (y− y′) = x− x′ + y− y′ = (x + y)− (x′ − y′)

de modo que (x + y)− (x′ − y′) ∈ I, luego (x + y) + I = (x′ + y′) + I.

2. Suponemos que x = x′ + i e y = y′ + i1 con i, i1 ∈ I, entonces

xy = (x′ + i)(y′ + i1) = x′(y′ + i1) + i(y′ + i1) = x′y′ + x′i1 + iy′ + ii1

Como I es ideal, entonces s = x′i1 + iy′ + ii1 ∈ I,

xy = x′y′ + s ⇒ xy + I = x′y′ + s + I ⇒ xy + I = x′y′ + I

Proposición 2.10
Sea I un ideal del anillo A y sean las operaciones suma y producto definidas

en A/I. Entonces la terna (A/I;+, ·) es un anillo.

Demostración. Veamos que (A/I;+, ·) es un anillo.

1. El par (A/I;+) es un grupo abeliano, ya que para todo x + I, y + I, z + I ∈ A/I

se tiene que

i. La suma es cerrada, ya que (x + I) + (y + I) = (x + y) + I
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ii. La suma es asociativa, ya que

[(x + I) + (y + I)] + (z + I) = [(x + y) + I] + (z + I)

= ((x + y) + z) + I

= (x + (y + z)) + I

= x + I + [(y + z) + I]

= x + I + [(y + I) + (z + I)]

iii. Elemento neutro, está dado por 0 + I ∈ A/I, tal que

(a + I) + (0 + I) = (a + 0) + I = a + I

iv. Elemento inverso, para todo x + I ∈ A/I existe su inverso (x + I)−1 =

−x + I ∈ A/I, tal que (x + I) + (−x + I) = (x + (−x)) + I = 0 + I

v. La suma es conmutativa, ya que

(x + I) + (y + I) = (x + y) + I = (y + x) + I = (y + I) + (x + I)

Por lo tanto, (A/I;+) es grupo abeliano.

2. El par (A/I; ·) es un semigrupo, ya que para todo x + I, y + I, z + I ∈ A/I se

tiene que

i. El producto es cerrado, ya que (x + I)(y + I) = (xy) + I

ii. El producto es asociativo, ya que

[(x + I)(y + I)](z + I) = [(xy) + I](z + I)

= [(xy)z] + I

= [x(yz)] + I

= (x + I)[(yz) + I]

= (x + I)[(y + I)(z + I)]

Por lo tanto, (A/I; ·) es semigrupo.
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3. El producto es distributivo respecto a la suma, pues

(x + I)[(y + I) + (z + I)] = (x + I)[(y + z) + I]

= [x(y + z)] + I

= (xy + xz) + I

= (xy) + I + (xz) + I

= (x + I)(y + I) + (x + I)(z + I)

[(y + I) + (z + I)](x + I) = [(y + z) + I](x + I)

= [(y + z)x] + I

= (yx + zx) + I

= (yx) + I + (zx) + I

= (y + I)(x + I) + (z + I)(x + I)

Por lo tanto, (A/I;+, ·) es un anillo.

El anillo (A/I;+, ·) que acabamos de probar, se denomina anillo cociente.

Además el anillo A/I es unitario y conmutativo, ya que 1 + I es el elemento

unidad de A/I y además se cumple que (0 + I)(1 + I) = (1 + I)(0 + I).

Ejemplo. Consideremos el anillo (Z;+, ·) y sea 3Z un ideal del anillo Z. La terna

(Z/3Z;+, ·) es un anillo cociente.

Una vez que 3Z es un ideal del anillo Z, lo siguiente es determinar los

elementos del conjunto cociente Z/3Z, de modo que calculamos las clases laterales

izquierdas.

Z/3Z = {x + 3Z : x ∈ Z}

0 + 3Z = {. . . ,−3, 0, 3, . . .}

1 + 3Z = {. . . ,−2, 1, 4, . . .}

2 + 3Z = {. . . ,−1, 2, 5, . . .}

3 + 3Z = {. . . ,−3, 0, 3, . . .}

4 + 3Z = 1 + 3 + 3Z = 1 + 3Z

5 + 3Z = 2 + 3 + 3Z = 2 + 3Z
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luego, Z/3Z = {0+ 3Z, 1+ 3Z, 2+ 3Z}. Veamos que Z/3Z es un anillo cociente.

1. El par (Z/3Z;+) es un grupo abeliano, ya que para todo 0 + 3Z, 1 + 3Z, 2 +

3Z ∈ Z/3Z se tiene que

i. La suma es cerrada, ya que (0+ 3Z) + (1+ 3Z) = (0+ 1) + 3Z = 1+ 3Z

ii. La suma es asociativa, ya que

[(0 + 3Z) + (1 + 3Z)] + (2 + 3Z) = [(0 + 1) + 3Z] + (2 + 3Z)

= ((0 + 1) + 2) + 3Z

= (0 + (1 + 2)) + 3Z

= 0 + 3Z + [(1 + 2) + 3Z]

= (0 + 3Z) + [(1 + 3Z) + (2 + 3Z)]

iii. Elemento neutro, está dado por 0 + 3Z ∈ Z/3Z, tal que

(1 + 3Z) + (0 + 3Z) = (1 + 0) + 3Z = 1 + 3Z

iv. Elemento inverso, para todo 1 + 3Z ∈ Z/3Z existe su inverso (1 +

3Z)−1 = −1 + 3Z ∈ Z/3Z, tal que

(1 + 3Z) + (−1 + 3Z) = (1 + (−1)) + 3Z = 0 + 3Z

v. La suma es conmutativa, ya que

(0+ 3Z)+ (1+ 3Z) = (0+ 1)+ 3Z = (1+ 0)+ 3Z = (1+ 3Z)+ (0+ 3Z)

Por lo tanto, (Z/3Z;+) es grupo abeliano.

2. El par (Z/3Z; ·) es un semigrupo, ya que para todo 0 + 3Z, 1 + 3Z, 2 + 3Z ∈

Z/3Z se tiene que

i. El producto es cerrado, ya que (0 + 3Z)(1 + 3Z) = (0 · 1) + 3Z = 0 + 3Z
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ii. El producto es asociativo, ya que

[(0 + 3Z)(1 + 3Z)](2 + 3Z) = [(0 · 1) + 3Z](2 + 3Z)

= [(0 · 1)2] + 3Z

= [0(1 · 2)] + 3Z

= (0 + 3Z)[(1 · 2) + 3Z]

= (0 + 3Z)[(1 + 3Z)(2 + 3Z)]

Por lo tanto, (Z/3Z; ·) es semigrupo.

3. El producto es distributivo respecto a la suma, pues

(0 + 3Z)[(1 + 3Z) + (2 + 3Z)] = (0 + 3Z)[(1 + 2) + 3Z]

= [0(1 + 2)] + 3Z

= (0 · 1 + 0 · 2) + 3Z

= (0 · 1) + 3Z + (0 · 2) + 3Z

= (0 + 3Z)(1 + 3Z) + (0 + 3Z)(2 + 3Z)

[(1 + 3Z) + (2 + 3Z)](0 + 3Z) = [(1 + 2) + 3Z](0 + 3Z)

= [(1 + 2)0] + 3Z

= (1 · 0 + 2 · 0) + 3Z

= (1 · 0) + 3Z + (2 · 0) + 3Z

= (1 + 3Z)(0 + 3Z) + (2 + 3Z)(0 + 3Z)

Por lo tanto, (Z/3Z;+, ·) es un anillo cociente.

Teorema 2.2
Sea A un anillo unitario y conmutativo, y sea I un ideal de A. I es ideal primo

si y sólo si A/I es un dominio de integridad.

Demostración.

⇒) Si I es ideal primo, entonces A/I es un dominio de integridad.

Sean a + I, b + I elementos de A/I, suponemos que

(a + I)(b + I) = ab + I = 0 + I
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entonces ab ∈ I, como I es ideal primo entonces a ∈ I o b ∈ I, lo que implica que

a + I = 0 + I o b + I = 0 + I, por lo tanto A/I no tiene divisores de cero y en

consecuencia A/I es un dominio integridad.

⇐) Si A/I es un dominio de integridad, entonces I es ideal primo.

Sean a+ I, b+ I elementos de A/I, suponemos que (a+ I)(b+ I) = 0+ I entonces

a + I = 0 + I o b + I = 0 + I, lo que implica que o bien a ∈ I o b ∈ I, por lo tanto I

es ideal primo.

Teorema 2.3
Sea A un anillo unitario y conmutativo, y sea I un ideal de A. I es ideal

maximal si y sólo si A/I es un campo.

Demostración.

⇒) Si I es ideal maximal, entonces A/I es un campo.

Supongamos que b ∈ A pero b /∈ I, entonces probemos que b + I 6= 0 + I tiene

inverso.

Consideremos el conjunto B = {br + a : r ∈ A, a ∈ I}, de modo que B es un ideal

de A que contiene propiamente a I, en efecto ya que dados x, y ∈ B y para todo

r ∈ A se cumple que x− y ∈ B y xr ∈ B por tanto B es ideal de A, además I ( B

ya que dado a ∈ I, se tiene que a = b · 0 + a ∈ B.

Por hipótesis, I es ideal maximal entonces B = A y como A es anillo unitario se

tiene que 1 ∈ B, de tal manera que 1 = bc + a′ con a′ ∈ I, luego

1 + I = bc + a′ + I = bc + I = (b + I)(c + I)

esto muestra que el elemento b + I tiene inverso y por lo tanto A/I es un campo.

⇐) Si A/I es un campo, entonces I es ideal maximal.

Suponemos que J es un ideal de A que contiene propiamente a I, y sea b ∈ J

pero b /∈ I. Ya que A/I es un campo, dado b + I ∈ A/I existe su inverso tal que

1 + I = (b + I)(c + I). Como b ∈ J, entonces bc ∈ J, ya que

1 + I = (b + I)(c + I) = bc + I
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Ya que 1 + I = bc + I, se tiene que 1− bc + I = 0 + I de aquí 1− bc ∈ I y como

I ( J se sigue que 1− bc ∈ J, luego 1 = (1− bc) + bc ∈ J, de modo que 1 ∈ J,

por lo tanto J = A, ya que para todo r ∈ A se tiene que r = r · 1 ∈ J se sigue que

A ⊆ J, la contención inversa es trivial. Se concluye que I es ideal maximal.

2.5 Campo de fracciones

Recordemos que un dominio de integridad es un anillo unitario, conmutativo sin

divisores de cero, por otra parte, un campo se define como un anillo unitario,

conmutativo en el cual todo elemento distinto de cero tiene inverso. Estas

definiciones semejantes entre ambas estructuras, motiva a preguntarse si es posible

que dado un dominio de integridad, se pueda generar un campo a partir de

elementos del DI dado.

Se sabe que Z es un DI, pero Z no es un campo. Por otro lado Q es campo y los

elementos del conjunto Q, lo podemos expresar como cocientes (fracciones) de

números enteros, pero Z es un DI, esto da una idea que si es posible construir un

campo, a partir de un dominio integridad.

Definición 2.15
Sea A un dominio de integridad, se define el producto cartesiano A como:

A× A = {(a, b) : a, b ∈ A}

Asumimos que el par (a, b) representa un cociente de la forma
a
b

. Por ejemplo,

sabemos que los enteros Z son un dominio de integridad, entonces el producto

cartesiano Z×Z = {(a, b) : a, b ∈ Z}, de modo que dado el par (9, 2) representa

el cociente
9
2
∈ Q. Nótese, que el par (a, 0) no representa ningún cociente en Q, ya

que no existe la división entre 0.

Notación. Dado que la segunda coordenada del par (a, b), nunca será cero.

Denotaremos por S al subconjunto de A× A \ {0} de modo que:

S = {(a, b) : a, b ∈ A, b 6= 0}
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Definición 2.16
Sea A un dominio de integridad y sean (a, b), (c, d) ∈ S, se define en S la

siguiente relación: (a, b) ∼ (c, d) si y sólo si ad = bc

Si A = Z, dados (6, 7), (18, 21) ∈ Z×Z \ {0}, se tiene que (6, 7) ∼ (18, 21), ya

que (6)(21) = (7)(18) por lo cuál la definición es aceptable.

Proposición 2.11
La relación “∼” es una relación de equivalencia.

Demostración. La relación “∼” es reflexiva, simétrica y transitiva.

Reflexividad. Para todo (a, b) ∈ S, se cumple que (a, b) ∼ (a, b), ya que ab = ab

esto último por le hecho de que A es DI.

Simetría. Sea (a, b), (c, d) ∈ S, suponemos que (a, b) ∼ (c, d), entonces ad = bc

y ya que A es un DI, se tiene que cb = da, por lo tanto (c, d) ∼ (a, b).

Transitividad. Sean (a, b), (c, d), (e, f ) ∈ S, suponemos que (a, b) ∼ (c, d) y

(c, d) ∼ (e, f ), entonces ad = bc y c f = de, de estas igualdades y del hecho

que A es un DI, se tiene que bc f = bde ⇒ ad f = bde ⇒ a f d = bed, luego

aplicando la ley de cancelación por la derecha se tiene que a f = be, por lo tanto

(a, b) ∼ (e, f ).

Dado que ∼ es una relación de equivalencia, ésta particiona a S en clases de

equivalencia. Escribiremos [a, b] para representar la clase de equivalencia de

(a, b) ∈ S.

Notación. El conjunto cociente S/∼ lo denotaremos por AS.

Ya que AS es el conjunto cociente formado por todas las clases de equivalencia,

se tiene que

AS = {[a, b] : (a, b) ∈ S}
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2.5. Campo de fracciones

Una vez que hemos definido el conjunto cociente de las clases de equivalencia,

si queremos mostrar que AS es un campo, es preciso definir operaciones entre

elementos de AS.

Definición 2.17
Sean [a, b], [c, d] clases de AS, se definen:

1. suma: [a, b] + [c, d] = [ad + bc, bd]

2. producto: [a, b][c, d] = [ac, bd]

Proposición 2.12
San a, b, c, d, a′, b′, c′, d′ ∈ A. Si [a, b] = [a′, b′] y [c, d] = [c′, d′], entonces

1. [a, b] + [c, d] = [a′, b′] + [c′, d′]

2. [a, b][c, d] = [a′, b′][c′, d′]

Demostración.

1. De nuestra hipótesis se deduce que [ad + bc, bd] = [a′d′ + b′c′, b′d′], lo que es

equivalente a demostrar (ad + bc)b′d′ = bd(a′d′ + b′c′).

Dado que [a, b] = [a′, b′] y [c, d] = [c′, d′], entonces ab′ = ba′ y cd′ = dc′, con

estas igualdades y con el hecho de que A es DI, se tiene que

(ad + bc)b′d′ = adb′d′ + bcb′d′

= ab′dd′ + bb′cd′

= ba′dd′ + bb′dc′

= bda′d′ + bdb′c′

= bd(a′d′ + b′c′)

2. De nuestra hipótesis se deduce que [ac, bd] = [a′c′, b′d′], lo que es equivalente a

demostrar (ac)b′d′ = bd(a′c′).
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Dado que [a, b] = [a′, b′] y [c, d] = [c′, d′], entonces ab′ = ba′ y cd′ = dc′, con

estas igualdades y con el hecho de que A es DI, se tiene que

(ac)b′d′ = ab′cd′ = ba′dc′ = bd(a′c′)

Proposición 2.13
Sea A un dominio de integridad y sea AS = {[a, b] : (a, b) ∈ S}. La terna

(AS;+, ·) es un campo.

Demostración. Tenemos que mostrar que: (AS;+) es un grupo abeliano, (AS; ·) es

un grupo abeliano y que el producto es distributivo respecto a la suma.

1. El par (AS;+) es un grupo abeliano, ya que para todo [a, b], [c, d], [e, f ] ∈ AS se

tiene que,

i. La suma es cerrada, se cumple por definición.

ii. La suma es asociativa, ya que

([a, b] + [c, d]) + [e, f ] = [ad + bc, bd] + [e, f ]

= [ad f + bc f + bde, bd f ]

= [ad f + b(c f + de), bd f ]

= [a, b] + [c f + de, d f ]

= [a, b] + ([c, d] + [e, f ])

iii. Existe el elemento neutro en AS, dado por [0, 1] tal que,

[a, b] + [0, 1] = [a(1) + b(0), b(1)] = [a, b]

iv. Elemento inverso, para todo [a, b] ∈ AS existe su inverso [a, b]−1 =

[−a, b] ∈ AS tal que, [a, b] + [−a, b] = [ab + (−ab), bb] = [0, bb] = [0, 1].

v. La suma es conmutativa, ya que

[a, b] + [c, d] = [ad + bc, bd] = [cb + da, db] = [c, d] + [a, b]

Por lo tanto, (AS;+) es un grupo abeliano.
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2. El par (AS; ·) es un grupo abeliano, ya que para todo [a, b], [c, d], [e, f ] ∈ AS se

tiene que,

i. El producto es cerrado, se cumple por definición.

ii. El producto es asociativo, ya que

([a, b][c, d])[e, f ] = [ac, bd][e, f ] = [ace, bd f ] = [a(ce), b(d f )]

= [a, b][ce, d f ] = [a, b]([c, d][e, f ])

iii. Existe el elemento neutro en AS, dado por [1, 1] tal que,

[a, b][1, 1] = [a(1), b(1)] = [a, b]

iv. Elemento inverso, supongamos [b, a] ∈ AS es el inverso [a, b] ∈ AS no

nulo. Veamos que [a, b][b, a] = [1, 1].

Como [a, b][b, a] = [ab, ba], pero ya que A es DI , tenemos ab = ba se puede

escribir como ab(1) = ba(1) de modo que (ab, ba) ∼ (1, 1), sigue que

[ab, ba] = [1, 1] por lo tanto [a, b][b, a] = [1, 1].

v. El producto es conmutativo, ya que

[a, b][c, d] = [ac, bd] = [ca, db] = [c, d][a, b]

Por lo tanto, (AS; ·) es un grupo abeliano.

3. El producto es distributivo respecto a la suma, ya que

[a, b]([c, d] + [e, f ]) = [a, b][c f + de, d f ]

= [ac f + ade, bd f ]

= [ac, bd] + [ae, b f ]

= [a, b][c, d] + [a, b][e, f ]

Por lo tanto, (AS;+, ·) es un campo.

La estructura que acabamos de probar, se denomina campo de fracciones.
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Ejemplos.

1. El campo de fracciones de Z es Q, ya que Z es un dominio de integridad y

sea el subconjunto S = Q = {(a, b) : a, b ∈ Z, b 6= 0}. De donde se obtiene el

conjunto de clases ZS = {[a, b] : (a, b) ∈ S} y junto con las operaciones suma

y producto de clases definido en ZS, se tiene que la terna (ZS;+, ·) es el campo

de fracciones de Z.

2. El campo de fracciones de Z[i] es Q[i] = {a + ib : a, b ∈ Q}, ya que Z[i] es un

dominio de integridad y sea el subconjunto Q[i] = {(x, y) : x, y ∈ Z[i], y 6= 0}.

De donde se obtiene el conjunto de clases Z[i]Q[i] = {[x, y] : (x, y) ∈ Q[i]} y

con las operaciones suma y producto de clases definidas en Z[i]Q[i], se tiene

que la terna (Z[i]Q[i];+, ·) es el campo de fracciones de Z[i].

2.6 Clausura

Con los módulos I y II hemos querido resaltar las características de dos estructuras

algebraicas pilares de investigación en el Álgebra Abstracta. Se han detallado

definiciones y propiedades de ambas estructuras, puntualizando en los resultados

más relevantes.

Se espera que, con esta guía de estudios, que cubre los contenidos mínimos de

la asignatura de Álgebra Abstracta de la carrera de Matemática de la ESPOCH,

los estudiantes puedan entender las estructuras algebraicas de grupo y anillo, y le

animen a profundizar sobre las aplicaciones de esta hermosa teoría.

Otras lecturas que pudiera seguir el lector interesado en el tópico son: la teoría

de módulos y la teoría de Galois, de mucha relevancia dentro del estudio de la

matemática ver ([Be19], [Bh94], [Cl84], [Du03], [Ga17], [La05]).
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