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RESUMEN

El objetivo del presente proyecto de investigacién fue generar un documento guia sobre las
estructuras algebraicas de grupos y anillos, para abordar con los temas planteados en las asignaturas
de Algebra Abstracta I y II de la carrera de Matematica de la Escuela Superior Politécnica de
Chimborazo. Para ello se considerd una investigacion de tipo documental, con enfoque cualitativo
y nivel descriptivo, se utiliz6 el editor de texto Latex y se desarrollé mediante una lectura selectiva,
reflexiva y critica de la bibliografia existente sobre estas estructuras algebraicas. Como resultado
se deja una guia de estudio titulada: “Una Introduccién al Estudio de Grupo, Anillo y Campo”,
la cual describe en forma conveniente los topicos de grupos, subgrupos y homomorfismos entre
grupos, ademds de anillos, subanillos, dominios integros y campo de fracciones. Luego de finalizar
esta investigacion, se concluye que la asignatura Algebra Abstracta, de la carrera de Matematica,
requiere de un entendimiento riguroso de teoremas y demostraciones, y aquellos estudiantes que se
inician en su estudio pueden presentar dificultades en el proceso de aprendizaje, sobre todo en los
tépicos principales de la teoria de grupos y anillos. Se recomienda continuar el estudio sobre las
estructuras algebraicas de grupos y anillos, abarcar sus aplicaciones, los campos de investigacion,

problemas actuales relacionados con éstas y posiblemente otras estructuras del Algebra Abstracta.

Palabras clave: <MATEMATICA>, <ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS>, <GRUPOS>,
<ANILLOS>, <MONOGRAFIA>.
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SUMMARY/ABSTRACT

The aim of the current research work was to generate a guide on algebraic structures of groups
and rings, in order to study the topics proposed in the Subjects of Abstract Algebra I and II
Subjects, belonging to the Mathematics career of Escuela Superior Politécnica de Chimborazo.
Thus, it was necessary to consider a documentary-type research with a qualitative approach and
descriptive level, it was also necessary to use Latex text editor which was developed by means of a
selective, reflexive and critical reading of the existing bibliography on these algebraic structures.
The result is a study guide entitled: “An Introduction to the Study of Group, Ring and Field”, which
conveniently describes the topics of groups, subgroups and homomorphisms between groups, as
well as rings, subrings, integral domains and fraction fields. Once the research finished, it was
concluded that the subject of Abstract Algebra, belonging to the Mathematics career requires a
rigorous understanding of theorems and demonstrations, and those students who are just starting
to study may have difficulties in the learning process, especially on the main topics regarding the
group and ring theory. It is recommended to carry on studies on algebraic structures of groups and
rings, to consider their applications, research areas, current problems related and possibly other

structures of Abstract Algebra.

Keywords: <MATHEMATICS>, <ALGEBRAIC STRUCTURES>, <GROUPS>,
<RINGS>, <MONOGRAPH>.
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INTRODUCCION

La asignatura Algebra Abstracta, que se dicta en la carrera de Matematica de la Escuela Superior
Politécnica de Chimborazo (ESPOCH) aborda las estructuras algebraicas de grupos y anillos. Esta
teoria tiene mucha influencia debido a su aplicabilidad en problemas de otras disciplinas, tales
como; la informatica, la fisica y la quimica (Gallian, 2017, p.15).

La motivacién para desarrollar esta guia de estudios surge de la experiencia personal y la de otros
estudiantes al momento de cursar la asignatura Algebra Abstracta, ya que su diddctica estd basada
en la comprension rigurosa de teoremas y demostraciones; actividad que requiere del estudiante un
nivel avanzado de abstraccion y pensamiento critico. Adicionalmente, la bibliografia especializada
en los tépicos de grupos y anillos la encontramos en otros idiomas, dificultando atin més su
entendimiento, y la Biblioteca Central de la ESPOCH no disponen de bibliografia suficiente sobre
estas teorias.

La estructura algebraica de grupo permite modelar problemas con simetrias, funciones y el conjunto
de los nimeros reales. Cuatro fuentes principales influyeron en el desarrollo de esta teoria; el
dlgebra clésica estudiada por Lagrange en 1770, la teoria de nimeros desarrollada por Gauss en
1801, la geometria estudiada por Klein en 1874 y el analisis explorado por Lie y Poincaré en 1874 -
1876. El término de anillos fue acufiado por David Hilbert en 1897, aunque una primera definicién
abstracta formal no se dio hasta que Abraham Fraenkel la present6 en 1914 (Gallian, 2017, p.227). En
la teoria de anillos el interés se centra en los anillos conmutativos que han permitido desarrollar
una aritmética en entornos mds generales que los nimeros enteros. Los antecedentes destacan que
la teorfa algebraica de nimeros, la teoria invariante y la geometria algebraica fueron las fuentes
principales que influyeron en el desarrollo de esta estructura.

Este proyecto de investigacion deja como resultado una guia de estudios, pensada y disefiada para
los estudiantes que se inician en el aprendizaje la asignatura de Algebra Abstracta, ya que se escribié
en forma sencilla, directa, y cada definicién y concepto se ilustra con ejemplos. Ciertamente, no
se estudian todos los tépicos de ambas estructuras ya que son teorias sumamente extensas, sin
embargo, se espera facilitar la compresién y andlisis de los elementos principales que componen
estas teorias, e influir positivamente en el aprendizaje de estos tépicos por parte de las futuras
generaciones de matematicos de la ESPOCH.

La guia de estudios ofrece dos médulos, cada uno de los cuales consta de definiciones, proposiciones,
teoremas y ejemplos, siempre considerando los aspectos mds relevantes de cada estructura,

planteados en forma simple y concisa. En el primer médulo se estudia la teoria de grupos, sus



propiedades y homomorfismos entre grupos, mientras que en el segundo médulo se presenta la
estructura de anillo, sus propiedades y generalidades.

Es importante recalcar que esta investigacién no expone las aplicaciones de las teorias mencionadas,
sino que intenta cubrir los contenidos minimos de los cursos de Algebra Abstracta, contemplados

en la malla curricular de la carrera de Matematica de la ESPOCH.



CAPITULO I
1. MARCO TEORICO REFERENCIAL
1.1. Antecedentes

En la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo, especificamente en la carrera de Matemadtica, no
hay evidencias de la existencia de una guia de estudios sobre las estructuras algebraicas de grupos
y anillos, teorias que se trata en la asignatura de Algebra Abstracta.

Elvis Cotrado (2017, p.40), encontr que la asignatura con menor indice de aprobacién es el Algebra
Moderna con un 77,78 %, ya que de los nueve estudiantes del tercer afio inicamente aprobaron dos.
De igual manera, la investigacién presentada por Valentin Cruz (2001, p.25) refleja que la asignatura
Algebra Abstracta, impartida en el sexto semestre es una de las que presenté mayor dificultad de
aprendizaje, segtin los alumnos de séptimo y noveno semestre de la carrera.

Esto no se debe a que el docente no esté capacitado para dictar la asignatura, sino més bien al hecho
de que el Algebra Abstracta es una de las materias que da inicio a la matematica tedrica (pura).
Israel N, docente de la Universidad de Chicago, considera que el dlgebra con frecuencia constituye
el primer encuentro del estudiante con una disciplina matemadtica abstracta (Herstein, 1986, p.1).

Por otra parte, Thomas W, en su libro “Abstract Algebra Theory and Applications”, sefiala que:
Uno de los mayores problemas en la enseiianza de un curso de dlgebra abstracta es que para
muchos estudiantes es su primer encuentro con un entorno que les exige hacer pruebas rigurosas.
Tales estudiantes a menudo encuentran dificil ver el uso del aprendizaje para probar teoremas y
proposiciones (Judson, 2012, p.3).

De igual manera, otros autores de textos sobre Algebra Abstracta (Alcock, 2021; Beachy, 2019; Rotman,
2000) opinan que los estudiantes encuentran dificultades de aprendizaje cuando se enfrentan al
estudio de dicha asignatura.

Estos antecedentes, sobre la asignatura Algebra Abstracta, sefialan un problema en el aprendizaje
de estos topicos en las carreras de matemadtica, que influye negativamente en el rendimiento
académico de la asignatura, y motivan a realizar esta investigacién documental, que dejé como
resultado una guia de estudios: “Una Introduccién al Estudio de Grupo, Anillo y Campo”, enfocada
principalmente en los contenidos minimos requeridos para esta asignatura de Algebra Abstracta de

la carrera de Matematica de la ESPOCH.



1.2. Planteamiento del problema
1.2.1. Enunciado del problema

Una de las causas del bajo rendimiento en la asignatura de Algebra Abstracta, en la carrera de
Matematica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo, es la falta de una guia de estudios

que aborde los contenidos minimos planteados en la malla curricular de la carrera.
1.3. Justificacion

En la carrera de matematica de la ESPOCH el estudiante se enfrenta al estudio de las estructuras
algebraicas de grupos y anillos, especificamente en el curso de Algebra Abstracta que se contempla
en la malla curricular de la carrera. Esta asignatura da inicio a la matemaética tedrica, por tal razén
requiere de un documento de referencia, basado en un estudio critico y enfocado en los temas que

se dictan en la carrera, el cual influya positivamente en la comprensién de sus topicos.
1.4. Objetivos
1.4.1. Objetivo general

Generar un documento que sirva de referencia para estudiantes de la carrera de matemadtica de
la ESPOCH, mediante una lectura critica de las referencias bibliograficas especializadas en los
tépicos de las estructuras algebraicas de grupos y anillos, a fin de contribuir con la compresién y

analisis del Algebra Abstracta.
1.4.2. Objetivos especificos

e Determinar estrategias de bisqueda de informacion, identificando palabras claves del tema de
investigacién y las herramientas de bisqueda maés ttiles, para establecer aquellas fuentes mas

apropiadas que sustenten los temas planteados.

e Realizar una lectura reflexiva, selectiva y critica sobre los tépicos de investigacion, subrayando
la informacion mas relevante de las referencias seleccionadas, para facilitar la comprension del

Algebra Abstracta.

e Disefiar y escribir una la guia de estudios con los conceptos y definiciones fundamentales sobre

las estructuras de grupos y anillos, mediante el uso del editor de texto IX[[EX y basado en fuentes
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confiables, para la posterior divulgacién del documento.



CAPITULO II
2. MARCO METODOLOGICO
2.1. Enfoque de investigacion

Este trabajo de investigacion se planificé con una metodologia de enfoque cualitativo, debido a que
se interpreté de manera subjetiva los contenidos de la bibliografia seleccionada, para describir los
tépicos que se estudian en la asignatura de Algebra Abstracta de la carrera de Matemdtica de la

ESPOCH.
2.2. Nivel de investigacion

Esta investigacion corresponde a un estudio descriptivo, ya que el interés fue producir una guia de
estudio, en la cual se describan los temas mds importantes de cada estructura algebraica de acuerdo

con los contenidos minimos requeridos para esta asignatura.
2.3. Diseio de la investigacion

La investigacién es de tipo documental, con uso de fuentes secundarias debido a que se basé
en la recoleccion de documentos digitales especializados en los temas de grupos y anillos, estos
incluyeron: libros, revistas, tesis, monografias y otros. La bibliografia recabada para la redaccién
del documento guia consté de un 71.42 % de textos en el idioma inglés y poco accesibles para
estudiantes que se inician en el estudio de estas estructuras algebraicas. Adicionalmente, se hizo un

estudio tedrico y critico sobre estas estructuras para redactar la gufa de estudio.
2.3.1. Recoleccion y andlisis de la informacion

Una vez definido el tema de investigacion, se procedié a recabar informacién en fuentes que
incluyen libros, tesis y notas todas éstas digitales, las cuales contemplan el estudio de las estructuras
algebraicas de grupos y anillos.

Posteriormente, mediante una lectura selectiva de las referencias seleccionadas, se procedid
a la clasificacién de la misma, eligiendo aquellos documentos que facilitaran el desarrollo y

entendimiento de los tGpicos que se tratan en la asignatura de Algebra Abstracta.



2.3.2. Redaccion del trabajo de investigacion

Debido a que la guia de estudio sobre las estructuras de grupos y anillos, estd dirigida a estudiantes
que se inician en el estudio de la asignatura de Algebra Abstracta, el documento se escribié de
manera clara, concisa y sencilla, ademés cada definicion se ilustra con ejemplos.

Para la escritura del documento guia, se consideraron tres fases; pre-escritura, redaccion del escrito
y revisién o post-escritura.

La pre-escritura, consisti6 en realizar una lectura reflexiva sobre la teoria de grupos y la teoria de
anillos, entender definiciones, proposiciones, teoremas y ejemplos. Una vez entendido los tépicos
se realizé un borrador a mano en el cual se especificaba el desarrollo completo de los teoremas,
proposiciones y ejemplos en forma sistemdtica y detallada.

En la fase de redacciéon del escrito se realiz6 el proceso de escritura digital, para lo cual se utilizé
el editor de textos Latex. Por dltimo, la revisiéon o post-escritura consistié en una revision y
depuracidn final del documento guia.

De esta manera, se generé el documento guia “Una Introduccién al Estudio de Grupo, Anillo y
Campo”, con los contenidos minimos requeridos para la asignatura de Algebra Abstracta de la
carrera de Matematica de la ESPOCH y cuyo fin es facilitar el aprendizaje de estos topicos a las

futuras generaciones de matemdticos.



CAPITULO 111
3. MARCO DE RESULTADOS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS
3.1. Resultado

Esta investigacion de disefio documental con caricter descriptivo y enfoque cualitativo, generd
como resultado una guia de estudio titulado: “Una Introduccién al Estudio de Grupo, Anillo y
Campo”, concebida con la idea de ser utilizada por los estudiantes de la carrera de matemadtica de
la ESPOCH, y cuyo contenido contempla los tépicos minimos requeridos en las asignaturas de
Algebra Abstracta I y II de la carrera de matematica de la ESPOCH. El propésito del documento es
facilitarle al lector el entendimiento de los conceptos basicos sobre estas estructuras, y al mismo

tiempo influir en el proceso de ensefianza-aprendizaje de los estudiantes de la carrera.
3.2. Estructura del documento guia

La guia de estudios que se deja como resultado, consta de dos médulos, cada uno de los cuales
resalta definiciones, proposiciones, teoremas y ejemplos, siempre considerando los aspectos mas
relevantes de cada estructura. Adicionalmente, cada una de las secciones ofrece un predmbulo en el
cual se identifican los temas a tratar y la estructura de la seccion.

Moédulo I: En este mddulo se contempla el estudio elemental de los tépicos asociados a la Teoria de
Grupos, los cuales fueron: grupos y sus propiedades, subgrupos, grupo de congruencia médulo m,
grupo de permutaciones, grupos ciclicos, clases laterales, teorema de Lagrange, subgrupo normal,
grupo cociente y se finaliz6 con el tema homomorfismos entre grupos y teorema de Cayley.
Moédulo II: Este mddulo abarcé el estudio bdsico relacionado con temas de la Teorfa de Anillos,
estos fueron: anillos y sus propiedades, subanillos, dominios de integridad, campos, ideales, anillo

cociente y por ultimo el tépico de campo de fracciones.



CONCLUSIONES

La asignatura Algebra Abstracta, de la carrera de Matemética, requiere de un entendimiento riguroso
de teoremas y demostraciones, y aquellos estudiantes que se inician en su estudio pueden presentar
dificultades en el proceso de aprendizaje, sobre todo en los tépicos principales de la teoria de grupos
y anillos.

Como producto del Trabajo de Integracién Curricular desarrollado se deja una gufa de estudio, que
puede ser considerada como material de apoyo didactico para el entendimiento de los temas de
Teoria de Grupos y Teoria de Anillos.

Con respecto a la elaboracién de la guia, el médulo que conllevé més tiempo de investigacién y
desarrollo fue el de la teoria de grupos; especialmente el subtépico de grupos de permutaciones.
Esto se debe, en parte, a que fué el primer médulo que se diseiid, y también porque contiene la
teoria bdsica en la cual se apoyan otras estructuras, incluyendo la teoria de anillos, lo cual lo hace
m4s extenso.

La teoria de anillos no presenté mayores inconvenientes en cuanto su comprension, y la estructura
del documento hizo posible su insercién bajo las mismas consideraciones de redaccién que el
modulo anterior. El tépico de este mdédulo que requirié mas lectura y dedicacién fue el de los
ideales de un anillo.

Se espera que la gufa sea utilizada por las nuevas cohortes de estudiantes de la carrera de Matemdtica,
y que su uso pueda influir positivamente en el proceso de aprendizaje de la asignatura Algebra

Abstracta.



RECOMENDACIONES

En vista de que la guia de estudio “Una Introduccién al Estudio de Grupo, Anillo y Campo”, va
dirigida a las futuras generaciones de matematicos, se recomienda que la misma se ponga al alcance
de los estudiantes de las préximas cohortes. También seria deseable hacer un estudio sobre su
influencia en el aprendizaje y en el rendimiento académico de los estudiantes en la asignatura
Algebra Abstracta.

Son muchas las aplicaciones de las estructuras algebraicas de grupos y anillos, no solo en el campo
de la matemadtica, sino también en otras especialidades, por tal razén se recomienda, a futuro,
hacer un estudio detallado de estas aplicaciones, lo cual puede ser extendido a otras estructuras del
Algebra Abstracta.

Por ultimo, se recomienda los lectores interesados en la teorfa de anillos, revisar el contenido del

primer médulo sobre teoria de grupos, antes de iniciarse en este segundo mdédulo.
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Prefacio

Se presenta una guia de estudio inicial sobre las estructuras algebraicas de Grupos
y Anillos, la cual intenta cubrir estos temas, dictados en los cursos de Algebra
Abstracta, contemplados en la malla curricular de la carrera de Matematica de la

Escuela Superior Politécnica de Chimborazo.

El propésito del documento es facilitarle al lector el entendimiento de los
conceptos bésicos sobre estas estructuras, y al mismo tiempo influir en el proceso

de ensefianza-aprendizaje de los estudiantes de la carrera de matematica.

La guia ofrece dos médulos, cada uno de los cuales consta de definiciones,
proposiciones, teoremas y ejemplos, siempre considerando los aspectos mas

relevantes de cada estructura.

En el primer médulo se estudia la teoria de grupos, propiedades de la estructura
y sus derivaciones, considerando homomorfismos e isomorfismos entre grupos. En
el segundo médulo presentamos la estructura de anillos, propiedades y aspectos

relevantes para concluir con el tema de campo de fracciones.

En cada seccion se presenta un predambulo en el cual se identifican los temas a

tratar y la estructura de la seccion.



Modulo 1

Teoria de Grupos



Grupos

La teoria de grupos es importante debido a sus multiples aplicaciones en varias
ramas del conocimiento. Un ejemplo que podemos entender gracias a esta teoria
son las distintas combinaciones de movimientos que pueden realizarse para armar
un cubo de Rubik.

Este médulo proporciona a los lectores nociones elementales sobre la teorfa de

grupos; se presenta definiciones, proposiciones, teoremas y ejemplos.

Proposito

Al finalizar este médulo el estudiante estard en capacidad de entender los
conceptos asociados a la estructura de grupos y sus propiedades. Ademads, seguira

con rigor las proposiciones y teoremas que se estudian.

Contenido

1.1 Grupos y sus propiedades

1.2 Subgrupos

1.3 Grupo de congruencia médulo m

1.4 Grupos de permutaciones

1.5 Grupos ciclicos

1.6 Clases laterales y Teorema de Lagrange
1.7 Subgrupo normal y Grupo cociente

1.8 Homomorfismos entre grupos y Teorema de Cayley



1.1. Grupos y sus propiedades

1.1 Grupos y sus propiedades

Sea A un conjunto no vacio. Se llama operacién * definida en A, a toda funcién con
dominio A x A. Por ejemplo, si A = N, la diferencia y la suma son operaciones

definidas en IN.

El resultado de una operacién definida en un conjunto A no siempre es un
elemento de A. Por ejemplo, la diferencia de dos ntimeros naturales no siempre
es un numero natural. Cuando estudiamos la teoria de grupos nos interesa que
las operaciones definidas en un conjunto cualquiera A, generen un elemento del

conjunto A.

Definicion 1.1 (Ley de composicién interna)
Sea A un conjunto no vacio. Se llama ley de composicién interna u operaciéon

cerrada definida en A, a toda funcién * con dominio A X A, cuyo rango es el
conjunto A.

*x: AXA— A

Ejemplos.

1. Si consideramos al conjunto A como el conjunto de los ntimeros enteros Z, la
suma + es una ley de composicién interna, ya que la suma de dos ntmeros

enteros es un namero entero.

+: L XZ — Z

2. Si consideramos al conjunto A como el conjunto de los niimeros reales R,
el producto * es una ley de composicion interna, ya que el producto de dos

numeros reales es un nimero real.
*:RxR—R

Notacién. Sea A un conjunto no vacio. Una operacién definida en A sera denotada
por *. En particular, escribimos a * b para indicar el resultado de operar los

elementos a,b € A.




Definicién 1.2
Sea A un conjunto no vacio, y sea * una operacién definida en A, se dice que
la operacion * es:
1. cerradaen A,siaxb € A paratodoa,b € A,
2. conmutativaen A,sia*xb = bx*aparatodoa,b € A,
3. asociativaen A, si (axb) xc = ax* (bxc) paratodoa,b,c € A.

Ademés, se dice que:

4. el elemento e € A es un elemento neutro ,sia*e = a,y e*xa = a para

todo a € A.

5. el elemento 4’ € A es un elemento inverso dea € A,sia xa = ¢,y

a*a = e, donde e es el elemento neutro.

Ejemplos.

1. Consideremos la operacién suma + definida en el conjunto de los ntimeros
enteros Z. Para todo a,b,c € Z se cumple que la suma es cerrada, pues la
suma de dos niimeros enteros es un entero. La suma de ntimeros enteros es
conmutativa y asociativa. Ademds e = 0 es el elemento neutro de la suma
en Z ya que para todoa, a +0 = a y 0+ a = a. Adicionalmente, para todo
elemento a € Z existe suinversoa’ = —a € Zyaquea+a' =a+(—a) =0y

a+a=(—a)+a=0.

2. Sea X un conjunto arbitrario y &?(X) el conjunto de todos los subconjuntos
de X. Si tomamos la operacién unién U definida en #(X), tenemos que
para todo A,B,C € Z(X) se cumple que la operacion es cerrada pues la
unién de elementos de #(X) es un elemento de #(X), y también la unién es
conmutativa y asociativa en #(X). Ademas el elemento neutro de la unién es
el conjunto vacio, pues AUQ® = Ay ©®U A = A, Por otra parte, no para todo
A€ P(X), existe un elemento A’ € Z(X) talque AUA' =0y A UA =0,

el tinico elemento que satisface esta propiedad es el conjunto vacio.




1.1. Grupos y sus propiedades

Una estructura matematica esta compuesta por un conjunto no vacio junto con
una, o varias operaciones (y/o relaciones) definidas en ese conjunto. El nombre
de la estructura depende de las propiedades que cumplan las operaciones (y/o

relaciones).

Si *q1,%p,...,%, son operaciones definidas en A, y Ry, Ra,..., Ry son
m-relaciones en A, la (n +m + 1)-upla (A; %1, *2,..., %, R1, R, ..., Rm) denotard
una estructura matemadtica. A continuacién definiremos el concepto de estructura
algebraica, que son el tipo de estructura matemaética que se estudia en el presente

trabajo.

Definicion 1.3 (Estructura algebraica)

Sea A un conjunto no vacio, y sea * una operacion cerrada en A. El par (A; *)

es una estructura algebraica.

En general, si *j,*p,---,%, son operaciones cerradas en A, entonces
(A;*q1,%0,+ -+ ,%y), €s una estructura algebraica. A continuacién analizaremos

algunas estructuras del tipo (A; ).

Definicion 1.4 (Semigrupo)
Sea G un conjunto no vacio, y sea * una operacion definida en G. Se dice que

la estructura (G; *) es un semigrupo si la operacién * es cerrada y asociativa

en G.

Ejemplos.

1. Sea Z~ el conjunto de los enteros no negativos y la operaciéon +. La estructura
(Z~0; +) es un semigrupo. En efecto, la operacion + es cerrada en Z -, pues la
suma de dos enteros no negativos es un entero no negativo. Ademads, la suma
de enteros no negativos es asociativa, esta propiedad se hereda de la estructura

(Z;+).

2. Sea M;(R) el conjunto de matrices cuadradas de orden 2 con entradas reales. La
estructura (M (R); +), donde + es la suma usual de matrices, es un semigrupo.

En efecto, si A, B, C son elementos de M (IR), se tiene que




La suma es cerrada, ya que

a a b b a1 +byy ap+b
Appo [Mn a2 [0 b2} fauntbn antbo
a1 Ay by by ax1 + by ax + by

La suma es asociativa, ya que

(A+B)+C— aj1 ap N bi1 b2 N C11 C12

ax A by1 by €21 €2

aj1 +byr app+ b2 €11 C12
a1 + by axn + by €21 €22

(a11 +b11) +c11 (a2 +b12) +c12
(a1 + b)) +co1 (a2 +bxn) +cx

a11 + (by1 +c11) ap + (bia +c12)
ap + (bo1 +c21) axm + (b + c20)

a; 4 N b1 +cnn b12+C12)

ay A by +co1 b+

[ o2 bi1 b1z L[ e
fp1 a2 by b2 €21 €22
— A+ (B+C)

Por lo tanto, la estructura (M, (IR); +) es un semigrupo.

Definicién 1.5 (Monoide)
Sea G un conjunto no vacio, y sea * una operacion definida en G. Decimos

que la estructura (G; *) es un monoide, si es semigrupo y ademaés existe un

elemento neutro en G.




1.1. Grupos y sus propiedades

Ejemplos.

1. La estructura (Z-o; +) no es un monoide ya que no existe en Z- un elemento

neutro para la suma.

. La estructura (Mz(RR); +) es un monoide.Ya que para todo A € M;(RR) existe
el elemento neutroen E € Mp(R) talque A+ E=E+A=A

ap1 an 00 00 ai1 ap ap1 ap
dy1 A 00 00 a1 A dy1 A

. La estructura (Z; x) con * la operaciéon definida por axb = a+b—1, es
un monoide. En efecto, la operaciéon * es cerrada en Z, ya que la suma dos
nimeros enteros es un entero y la diferencia con el entero —1 es entero. Ademads

la operacién * es asociativa, ya que para todo a, b, ¢, € Z, se tiene que
(axb)xc=(a+b—1)xc
=a+b—-1+c—-1
=a+(b+c—-1)—-1
=ax(b+c—1)
=ax(bxc)

Adicionalmente, para todoa € Z
axe=a=at+e—l=a=e—-1=a—-a=e=1

entonces,axl=a+1—-1=ayl*xa=1+a—1=a. Enestecasoe=1esel

elemento neutro.

Por lo tanto, la estructura (Z; x) es un monoide.

Definicion 1.6 (Grupo)
Sea G un conjunto no vacio y sea * una operacion definida en G, diremos

que la estructura (G; ) es un grupo si la operacion * es:

1. cerradaen G,sia*b € G paratodoa,b € G,




2. asociativaen G, si (a*b)*xc=ax (bx*c) paratodoa,b,c € G,
Ademas se dice que la operacion tiene:

3. elemento neutro, si existe e € G talquea*xe = ay e*a = a para todo

a e G.

4. elemento inverso, si para cadaa € G, existea’ € Gtalqueda’ xa =ey

axa =e.

Ademas si G es un conjunto finito, el grupo se denomina grupo finito.

Ejemplos.

1. Sea I el conjunto de los niumeros impares y la suma usual +, la estructura (I; +)

no es un grupo. En efecto, sean 4, b € 1, se tiene que

i. La suma no es cerrada, ya que

a+b=2nm+142n+1=2(n1+n)+2=2n+2¢1
N——

n

Por lo tanto, la estructura (I; +) no es un grupo.

2. Sea IR? el conjunto de los pares ordenados y la suma +, la estructura (R?; +) es

un grupo. En efecto, dados g1 = (x1,11), £2 = (%2, ¥2) y g3 = (x3,3) en R?,

se tiene que

i. La suma es cerrada, pues g1 + g2 = (x1,y1) + (%2, y2) = (x1 + X2, y1 + ¥2),
tomando (x1 + x2,¥1 + y2) € R2.

ii. La suma es asociativa, ya que

(81 +82) + 83 = [(x1,y1) + (x2,¥2)] + (x3,¥3)
= ((r1+x2), (y1 +y2)) + (x3,¥3)
= ((x1+x2) + x3, (1 + v2) + y3)
= (x1+ (x2+x3), 1+ (Y2 +y3)) (asociatividad en R)

10



1.1. Grupos y sus propiedades

= (x1,y1) + [(x2 + x3), (2 + y3)]
= (x1,y1) + [(x2,y2) + (x3,¥3)]
=81+ (82+83)
iii. Existencia del elemento neutro. Veamos c6mo seria el elemento neutro en

(R?%;+),sea e = (e1,e2) € R? se tiene que

x1+e=x1e =0
g1te=g1 e (x,11)+ (e, e2) = (x1,11) &
Nte=pn<se=0

luego, e = (0,0) es el elemento neutro, ya que
g1+e=(x1,y1) +(0,0) = (x1 +0,y1 +0) = (x1,41)
e+g1=1(0,0)+ (x1,y1) = (04+x1,0+y1) = (x1,11)
iv. Existencia del inverso. Veamos cOmo seria el inverso de un elemento

cualquiera de (R2; +), sea ¢/, = (x!, 1)) € R?, se tiene que
q 81 1Y q

, . x1+x=0&x] =—x
g1+81=ex (x,y1)+(x11) =(0,0) &
Nty =0y =-n

luego, ¢’y = (—x1, —y1) es elemento inverso, ya que
g1+8&"1 = (xu,y1) + (=x, —y1) = (x1 + (=x1), 11 + (=y1)) = (0,0)
8'1+81 = (=x1,—y1) + (x,y1) = ((—x1) +x1, (1) + 1) = (0,0)

Por lo tanto, la estructura (IR%; +) es un grupo.

3. Sea C el conjunto de los nimeros complejos y la suma en C, la estructura (C; +)
es un grupo. En efecto, sean u = a +ib, w = a; +iby, z = ap +ibp € C con

a,b € R, se tiene que

i. La suma es cerrada, ya que la suma de dos nimeros complejos es un

nimero complejo.

ii. La suma es asociativa, ya que

(u+w)+z=(a+ib+a;+iby) +ap +ib;

11



=(a+a+i(b+b1)) +ay+ib
=(a+a)+a+i((b+b1)+b)
=a+ (ay +a2) +i(b+ (b1 + b)) (asociatividad en R)
=a-+ib+ (a1 +ax+i(by + b))
=a+ib+ (a1 +iby +ax + iby)
=u+ (w+z)
iii. Existencia del elemento neutro en C, dado por e = 0 + i0 tal que
u+e=a+ib+04+i0=0+i0+a+ib=a+ib=u
iv. Existencia del inverso. Veamos como seria el inverso de un elemento
cualquiera de C, sea u’ € C se tiene que
utu =e=su+u' =0+i0=a+ib+u' =0+i0=u' = —a—ib
luego, u' = —a — ib es el elemento inverso, ya que

u+u =a+ib+ (—a—ib) = (—a—ib)+a+ib=0+i0=e

Por lo tanto, la estructura (C; +) es un grupo.

Definicién 1.7 (Grupo abeliano)
Sea G un conjunto no vacio, y sea * una operacion definida en G, diremos

que la estructura (G; *) es un grupo abeliano, si la operacién * cumple con la

propiedad conmutativa.

Ejemplos.

1. Ya mostramos previamente (R?; +) es un grupo, y ademés para todo par de
elementos g1, ¢> € IR? se tiene que

81+ 8 = (x1,y1) + (x2,42)

= (x1 + x2,y1 + ¥2)

= (x2 +x1,y2 +y1)

= (x2,12) + (x1,11)

=&+t

12



1.1. Grupos y sus propiedades

Por lo tanto, (R?; +) es un grupo abeliano.

2. Ya mostramos previamente (C;+) es un grupo, y ademds para todo par de

elementos u = a 4 ib,v = a; +ib; € C se tiene que

u+v=a+ib+a; +ibh
=a+a+i(b+b)
=m+a+i(by+D)
=m+a+iby+ib
=a1+iby+a+ib
=v+u

Por lo tanto, (C; +) es un grupo abeliano.

3. Sea R el conjunto de los ntimeros reales y sea @ la operacion definida por
a®b = Va3 + b3, la estructura (R; @) es un grupo abeliano. En efecto, sean

a,b,c € R, se tiene que

i. La operacion es cerrada, ya que dados dos elementos en R por definicién

a®b=Va+b R
ii. La operacion @ es asociativa, ya que
(a@b)dc= (W) ®c
- \3/<\3/m>3 +c3
= m (la suma es asociativa)
= \3/013 + (\B/mf
—ao (Vi +0)

=a® (bdc)

iii. Existe un elemento neutro en IR, dado por e = 0 tal que

a@e:a@OZ\3/a3+03:\3/03—|—a3:\3/a—3:a

13



iv. Para cada elemento de IR, existe un elemento inverso que estd en R, dado

por a’ = —a tal que

a*a’:a*(—a):\3/a3+(—a3):\3/(—a3)—|—a3:\3/6:0

v. La operacién & es conmutativa, ya que a° y b> son niimeros reales y la

suma en R es conmutativa, entonces

adb=vVad+B=vVP+ad=bda
Por lo tanto, la estructura (R; &) es un grupo abeliano.

En la siguiente tabla se presenta un resumen de la clasificacién de estructuras

algebraicas del tipo (G; *), de acuerdo a las propiedades que se cumplen en la

misma.
Estructura (G; %) | Operacion cerrada | Asociativa | Neutro | Inverso | Conmutativa
Semigrupo V V
Monoide Vv vV v
Grupo vV Vv Vv v
Grupo abeliano vV v vV vV V

Tabla 1.1: Estructuras algebraicas del tipo (G; )

A continuacién, estudiaremos algunas de las propiedades mas relevantes sobre

los grupos.

Proposicion 1.1
Sea la estructura (G; *) un grupo.

1. Ley cancelaciéon derecha: sia * ¢ = b *c, entoncesa =b, Va,b,c € G.
2. Ley cancelacién izquierda: sic*a = ¢ x b, entoncesa = b, Va,b,c € G.
3. El elemento neutro del grupo es tinico.

4. El elemento inverso de a € G es tGinico.
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1.1. Grupos y sus propiedades

Demostracion.

1. Sia*c = bx*c, entonces

(axc)xc = (bxc)*c
ax(cxc)=bx(cxc)
axe=">bxe
a=">b
2. Sic*a = cx*b, entonces
' x(cxa)=c x(cxDb)
(" *c)xa=(*c)xb

exa=exb

a=1»>

(asociatividad en G)

(asociatividad en G)

(c"*xc=ce)

3. Para demostrar que el neutro del grupo es tinico, suponemos que ¢, e; son

elementos neutros, entonces

e=¢exe

(e1 es neutro)

(e es neutro)

luego, como e = e llegamos a una contradiccién, por lo tanto el neutro es tnico.

4. Para demostrar que el inverso es tnico, suponemos que a’, 4" son inversos de

€ (G; %), entonces

a =a xe

=a' *(axa")

= (a’' xa) xa"

:e*a”

1

(yaqueees neutro)
(yaqueaxa" =e)
(asociatividad en G)
)

(yaqued xa=e

luego, como a’ = a” llegamos a una contradiccién, por lo tanto el inverso de a

es unico.

]
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Proposicién 1.2

Sea la estructura (G;*) un grupo, para todo a,b € G se satisfacen las

siguientes propiedades.

Demostracion.

1. Ya que (a’)’ es el inverso de a’, entonces

\/

a’ x

(a)' =e
axa x(a) =axe (axa =e)
ex(a) =axe (exa=a)
(@) =a

2. Para probar la propiedad, basta mostrar que (axb) x (b’ xa’) = ¢

(axb)x (b xa')=ax(bxb)xd (asociatividad en G)
= (axe)xa (bxb =e)
=axa
=e

3. Veamos que,

a"xa" = (axaxax...xa)x(axaxax...xaq)

s\ i

Vv Vv
n—uveces m—uveces

= (axaxax...xa)

/

TV
n—+m-—uoveces

— an+m
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1.2. Subgrupos

4. Veamos que,

(@)™ = (a"*xa" xa" x...xa")

.

-~

m—uveces
n+nt+n+...+n
=q m:v?ces
]
— anm

Es importante hacer mencién a ciertas notaciones usadas en la teoria de grupos,

las cuales son la notacién aditiva y multiplicativa.

En algunas referencias bibliograficas, si la operaciéon * es la suma +, a la
estructura (G;+) se le llama grupo aditivo y en lugar de la notacién a * b se
usa a + b que se lee “la suma de a y b”, el neutro es denotado por el simbolo 0 y el

inverso de algtin elemento se denota por —a.

Si la operacién * es el producto -, a la estructura (G;-) se le llama grupo
multiplicativo y en lugar de la notacién a * b se usa ab o a - b que se lee “el producto
de ay b”, el neutro es denotado por el simbolo 1 y el inverso de algtn elemento se

denota por a~1ver ([Gal7], [Jul2], [C184], [La05], [D096]).

A continuacion, estudiaremos los subgrupos de un grupo dado, la caracterizacién

de un subgrupo y ejemplos.

1.2 Subgrupos

En ocasiones es importante conocer si un determinado subconjunto de G goza de
las mismas propiedades del grupo (G; ) . En esta seccién estaremos analizando
este tipo de subestructuras que fortalecen al grupo al brindar propiedades
adicionales. Algunos subgrupos, como los subgrupos normales, que se estudiardn
mas adelante, han resultado de mucha utilidad inclusive para el estudio del grupo

correspondiente.

Definicién 1.8 (Subgrupo)
Sea (G, %) un grupo, y sea H un subconjunto no vacio de G. Se dice que H es

un subgrupo de G, si (H; *) es un grupo con la operacién definida en G.
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Notacién. Si (H;*) es un subgrupo de (G; *) escribiremos H < G y si no lo es

escribiremos H £ G.

Ejemplo. Sea la estructura (Z, +) un grupo y sea H = {2n : n € Z}, entonces H

es un subgrupo de Z. En efecto, sean a, b, c € H, se tiene que

i. La suma es cerrada, ya que la suma de ntiimeros pares es par.
ii. La suma es asociativa, ya que esta propiedad se hereda de (Z; +).
iii. Existe el elemento neutro en H dado pore =0 € H, talquea + ¢ = a.

iv. Para cada elemento de H, existe un elemento inverso que estd en H, dado por

a' = -2njtalquea+a’ =2n+ (—2n1) =0

Por lo tanto, la estructura (H; +) es un grupo y en consecuencia H < Z.

Notacién. De aqui en adelante siempre que estudiemos subgrupos escribiremos
“la estructura G es un grupo”, en lugar de “la estructura (G, *) es un grupo”.

Ademds escribiremos a~! en lugar de a’ para denotar el inverso de un elemento.

Teorema 1.1 (Caracterizacién de subgrupos)
Sea la estructura G un grupo, decimos que H es un subgrupo de G, si y s6lo

si, para todo x,y € H se cumple que xy_l € H.

Demostracion.

=) Suponemos que H es un subgrupo de G, entonces mostremos que xy ! € H.
Si H es un subgrupo de G, entonces la estructura (H; *) es un grupo, luego la
operacion es cerrada, y para todo elemento de H, existe su inverso en H, tomemos

x,y € H, entonces existe y~! € H, y en consecuencia xy~! € H.

<) Suponemos que xy ! € H, entonces mostremos que H es un subgrupo de G.
Veamos que la estructura (H; %) es un grupo. En efecto, ya que la operacion * es
asociativa en G, entonces la operacién * es asociativa en H. Nos falta mostrar que

en H existe el elemento neutro, inverso y que la operacion * es cerrada. Como H
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1.3. Grupo de congruencia médulo m

es un subconjunto no vacio, tomemos un elemento a € H, si consideramos x = a

“l =¢ € H.Paraverquex ! € H,

ey = a, de la hip6tesis sigue que xy~! = aa
consideremos x = e e y = a, de la hipétesis sigue que xy ! =ea ! =a~! € H.
Finalmente mostremos que la * operacion es cerrada en H, como ya mostramos
que el inverso existe, tomemos b~! € H, y consideremos x =ayy = b~!,dela
hipétesis sigue que, xy ' = a(b~1)~! = ab € H. Por lo tanto, la estructura (H; *)

es un grupo, y en consecuencia H < G. O

Ejemplo. Sea la estructura (Z; +) es un grupo, y sea H = {2n : n € Z}, entonces
H es un subgrupo de Z. En efecto, sean x,y € H, veamos que x + y_l € H,

consideremos x = 2ny,y = 2n,; € H, entonces
x4yt =2+ (=2m) =2(n; —ny) =2n € H (n=n—mnp )

Por lo tanto, H < Z.

A continuacién, estudiaremos algunos de los grupos y subgrupos de interés,
dentro de los cudles estdn los grupos de congruencia, los grupos de permutaciones,

los grupos ciclicos, el subgrupo normal y el grupo cociente.

1.3 Grupo de congruencia médulo m

El concepto de congruencia es utilizado ampliamente en la Teoria de Ntmeros
y permite caracterizar propiedades de nimeros y de estructuras algebraicas en
forma sencilla. Estudiaremos en esta seccién, como una relacién de congruencia
determina una particién sobre el conjunto en donde estd definida. Debido a su
importancia, analizaremos la relaciéon congruencia médulo m, que particiona al

conjunto de nlimeros enteros Z en un conjunto finito de clases de equivalencia.

Definiciéon 1.9 (Congruencia médulo 1)
Sean a, b dos ntimeros enteros cualesquiera, y sea m un entero positivo fijo,

decimos que a es congruente con b médulo m si a —b = km, para algtn

keZ.

Si existe k entero tal que a — b = km, entonces se dice que m | a — b, y se lee m
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divide a (a — b). En este caso, decimos que a es congruente con b médulo m, lo

cual denotaremos como a4 = b(méd m).

Ejemplos.

1. Si m = 6, se tiene que 25 es congruente a 7(madd 6), ya que 6 dividea 25 —7 =

18. Podemos escribir entonces 25 = 7(mad 6).

2. Sim = 8, se tiene que 46 es congruente a 6(mod 8), ya que 8 divide a 46 — 6 =

40. Podemos escribir entonces 46 = 6(mod 8).

Proposicion 1.3

La relacién congruencia médulo m, es una relacion de equivalencia en Z.

Demostracion. La relacion congruencia moédulo m, es reflexiva, simétrica y

transitiva. En efecto, sean a,b,c € Z.

Reflexividad. Veamos que a = a(méd m), yaquea —a = 0 = (0)m, existe

k = 0tal que a — a = km, por lo tanto a = a(méd m).

Simetria. Sia = b(mdd m), entonces b = a(mod m). Sia = b(mod m), se tiene
que a — b = km para algtn k € Z. Y multiplicando esta tiltima expresién por

—1 se tiene que b — a = —km donde —k € Z, por lo tanto b = a(maéd m).

Transitividad. Sia = b(méd m) y b = ¢(moéd m), entonces a = ¢(mod m).

Sia =b(méd m)y b = c(méd m), existen ki, ko € Z, talesquea —b = kymy
b — ¢ = kpym. Sumando estas ultimas expresiones se tiene que a — ¢ = (k1 + kp)m.

Tomando k = k1 + k, € Z se tiene que a — ¢ = km. Por lo tanto, a = c¢(maéd m).

]

Una vez que la relaciéon congruencia médulo m es una relacién de equivalencia,
ésta define una particién del conjunto Z en subconjuntos llamados clases de

equivalencia.
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1.3. Grupo de congruencia médulo m

Definiciéon 1.10 (Clase de equivalencia)
Sea m un entero positivo fijo, y sea a € Z. Se llama clase de equivalencia

determinada por el elemento a al conjunto de enteros que son congruentes a

a(moéd m) y se denota

[a] :={x€Z:x=a(mbd m)}

Este conjunto [a] se llama clase residual de a, ya que representa al conjunto de
todos los niimeros enteros que al dividirlos por m dejan un resto o residuo igual a
a. Por lo tanto, habré tantas clases de equivalencia como posibles restos de dividir
por m. El conjunto cociente de Z determinado por la relacién congruencia médulo

m, se le conoce como conjunto cociente y se denota con Z/m.

Definicién 1.11 (Conjunto cociente)
Sea m un entero positivo arbitrario, pero fijo. Se define el conjunto cociente de

la congruencia médulo m, al conjunto formado por todas las clases residuales,

Z/m = {[a] : [a] una clase residual }

Para m entero positivo fijo, el conjunto cociente de los enteros médulo m es,

Z/m={[0], [1],...,[m — 1]}, donde [0], [1],..., [m — a] son las clases residuales.
Ejemplo. Sea m = 3, el conjunto cociente es Z /3 = {[0], [1], [2]}, donde

0]={xeZ:x=0(méd 3)} = {...,—6,-3,0,3,6,...}
M={xeZ:x=1(moéd3)} ={...,—5-2,1,4,7,...}
Rl={xeZ:x=2(méd 3)} ={...,—4,-1,2,5,8,...}

En este ejemplo se puede observar que la clase residual del [0], es el conjunto
formado por todos los enteros que dejan residuo 0 al dividirse por 3, la clase
residual del [1] es el conjunto formado por todos los enteros que dejan residuo 1
al dividirse por 3 y la clase residual del [2] es el conjunto formado por todos los

enteros que dejan residuo 2 al dividirse por 3.

Esclaroque 0] U[1]U2] =Z,yque [0]N[1] =2, [0]N[2] =2, 1]N[2] =g,

lo que significa que Z /3 representa una particion de Z.

21



En general el conjunto Z/m contiene [m — 1] clases residuales, las cuales son
conjuntos disjuntos cuya unién es Z, es decir, el conjunto cociente Z/m es una

particion de Z.

Proposiciéon 1.4
Sean [a], [b] € Z/m, si [a] = [b] entonces a = b(mdd m)

Demostracién. Si [a] = [b], se tiene que x € [a] y x € [b] para todo x € Z, ya que
x € [a] y x € [b] existen k1, kp, € Z tal que x —a = kym y x — b = kym, restando
estas dos ultimas expresiones se tiene que x — b — x +a = (kp — k1)m. Tomando

k =ky — ki € Z se tiene que a — b = km, por lo tanto a = b(maéd m). O
Definiciéon 1.12 (Operaciones en Z /m)

Sean [a], [b] clases residuales de Z/m se define:

1. suma de clases: [a] + [b] := [a + D]

2. producto de clases: [a] - [b] := [ab]

Proposicién 1.5
Sean [a], [b] € Z/m, si [a] = [a'] y [b] = [b']. Se cumple que:

1. [a+b]=[a + V]

2. [ab] = [a'V]
Demostracion.
1. Si [a] = [@'] y [b] = [V], entonces a = a'(m6d m), implica a —a’ = kym

para algun k; € Z, andlogamente se tiene que b — b’ = kym para algun k, € Z,
sumando estas tltimas expresiones se tiene que (a +b) — (a’ + ') = (ky + k) m.
Tomando k = ky + ky € Z se tiene que (a +b) — (a' + V') = km, de modo que
(a+b) = (a"4+b)(méd m), por lo tanto [a + b] = [a’ + V'].
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1.3. Grupo de congruencia médulo m

. Sifa] = [d] y [b] = [V], entonces a = a'(mbd m), implica a —a’ = kym
multiplicando por b’ a ambos lados de la igualdad se tiene b'a — b'a’ = b'kym
para algun k; € Z, analogamente se tiene que b — b’ = kpm multiplicando por
a a ambos lados de la igualdad se tiene ab — ab’ = akym para algun k, € Z.
Sumando ambas expresiones se tiene, b'a — b'a’ + ab — ab’ = b'kym + akym,
luego ab — a'b’ = (b'ky + aky)m. Tomando k = b'ky + ak, € Z se tiene que

ab — a't’ = km, de modo que ab = a’b'(mod m), por lo tanto [ab] = [a'V]. U

Definicién 1.13
Sea m un entero positivo arbitrario, pero fijo. El conjunto (Z/m)* se define

como: (Z/m)* = {[a] : a y m coprimos}

Ejemplos.

)
—

.Sim = 8, el conjunto Z/8 = {[0],[1],[2],[3],[4],[5],[6],[7]}, entonces
conjunto (Z/8)* = {[1],[3],[5],17]}, ya que mcd(1,8) = mcd(3,8) =
mcd(5,8) = med(7,8) = 1.

. Sim = 12, el conjunto Z/12 = {[0],[1],[2],[3],[4],--.,[11]}, entonces el
conjunto (Z/12)* = {[1],[5],[7],[11]}, ya que mcd(1,12) = mcd(5,12) =
mecd(7,12) = med(11,12) = 1.

Proposicion 1.6

1. El par (Z/m;+), es un grupo con la operacién + suma de clases.

2. Elpar ((Z/m)*;-), es un grupo con la operacion - producto de clases.

Demostracion.

1. Laestructura (Z/m;+), es un grupo. En efecto, sean [a], [b], [c] € Z/m, se tiene

que

i. La suma es cerrada, ya que la suma de clases residuales es una clase

residual.
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ii. La suma es asociativa, ya que

([a] + [b]) + [c] = [a+b] + [c]
= [(a+D) +c]
=la+ (b+c0)] (asociatividad en Z)
= [a] + [b + ]
= [a] + ([b] + [c])
iii. Existe un elemento neutro en Z/m. En efecto, la clase [0] es tal que [a] +
[0] = [a]. Luego la clase [0] es el elemento neutro de Z /m.

iv. Para cada elemento de Z/m existe un elemento inverso que estd en Z/m,

pues cada clase de [a] € Z/m existe la clase [m — a] tal que [a] + [m —a] =

Por lo tanto, la estructura (Z/m; +) es un grupo. Ademds (Z/m;+) es un

grupo abeliano ya que [a] + [b] = [a+ V] = [b+ a] = [b] + [4].

2. Laestructura ((Z/m)*;-), es un grupo. En efecto, sean [a], [b], [c] € (Z/m)*, se

tiene que

i. El producto es cerrado, ya que el producto de clases residuales es una clase

residual.

ii. El producto es asociativo, ya que
(la][b])[c] = [ab][c] = [(ab)c] = [a(be)] = [a][be] = [al([b][c])

iii. Existe un elemento neutro en (Z/m)*. En efecto, la clase [1] es tal que

[a][1] = [a]. Luego la clase [1] es el elemento neutro de (Z/m)*.

iv. Para cada elemento de (Z/m)* existe un elemento inverso que estd en
(Z/m)*. En efecto, cada clase de [a] € (Z/m)* tiene inverso multiplicativo
siy s6lo si med(a, m) = 1.

Por lo tanto, la estructura ((Z/m)*;-) es un grupo. Ademas ((Z/m)*;-)

es un grupo abeliano. O
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1.3. Grupo de congruencia médulo m

Considerando que Z/m 'y (Z/m)* son conjuntos finitos, los grupos (Z/m; +) y

((Z/m)*;-) son ejemplos de grupos finitos.

Notese que la estructura (Z/m; -) no es un grupo, ya que no para todo [a] € Z/m
existe su inverso en Z/m. Por ejemplo en (Z/5; -) no existe el elemento inverso
de [0] € Z /5. También es claro que la estructura ((Z/m)*; +) no es un grupo, ya
que [0] & (Z/m)*.

Notacién. A partir de ahora el conjunto Z/m = {[0],[1],...,[m — 1]} lo
denotaremos por Z/m = {0,1,...,m — 1}, dando por entendido que 0,1,...,

m — 1 son clases residuales.

Definiciéon 1.14 (Orden de un grupo)
Sea la estructura (G;*) un grupo. Se llama orden del grupo (G;*) a la

cardinalidad del conjunto G, y se denota como |G]|.

Ejemplos.

1. Sea ((Z/12)*;-) un grupo, ya que el conjunto (Z/12)* = {1,5,7,11} entonces
la cardinalidad del conjunto [(Z/12)*| = 4, luego el orden del grupo
((Z/12)%;-) es 4.

2. Sea (Z/6;+) un grupo, ya que el conjunto Z/6 = {0,1,2,3,4,5} entonces la
cardinalidad del conjunto |Z /6| = 6, luego el orden del grupo (Z/6;+) es 6.

Definicién 1.15 (Orden de un elemento)
Sea la estructura (G, *) un grupo, se llama orden de un elemento a € G al

entero positivo mds pequefio n tal que a"” = e. El orden del elemento a se

denota como |a|.

Una primera idea para encontrar el orden de un elemento a € G, es calcular

a,a%,a3,- -+ ,a", hasta obtener el elemento neutro del grupo por primera vez. Si no

existe entero positivo n tal que a"” = ¢, decimos que el orden a es infinito.

Ejemplos.
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1. Consideremos el conjunto, Z/8 = {0,1,2,3,4,5,6,7} y la 4+ operacion suma
definida en Z/8, la estructura (Z/8; +) es un grupo. Por lo tanto, |Z/8| = 8,
lo cual nos dice que el orden del grupo (Z/8; +) es 8. Y si queremos saber el

orden del elemento 6 € Z/8, se procede de la siguiente manera:
6! =6 #0
6>=6+6=12|8=4+#0
6°=6+6+6=18|8=2+#0
6*=6+6+6+6=24|8=0=c¢
Ya que 6* = ¢, entonces el orden del elemento 6 en el grupo (Z/8;+) es 4, de
manera andloga se puede encontrar el orden para los demds elementos del
grupo.
2. Sea R el conjunto de los niimeros reales y la operaciéon producto, la estructura

(R;-) es un grupo, como |R| = oo, entonces orden del grupo (IR; -) es infinito y

si quisiéramos encontrar el orden del elemento 5 € IR, no es posible, pues
5' =5, 52 =25 5 =125 5*=625,

va a crecer hasta un valor cada vez mds grande y nunca se va a llegar a encontrar
el elemento neutro del grupo (IR; -), por lo tanto el orden del elemento 5 en el

grupo (IR; ) es infinito.

1.4 Grupo de permutaciones

Uno de los grupos mdas importantes en el dlgebra abstracta es el grupo de
permutaciones, que estudiaremos en esta secciéon. Debido a su utilidad en el
estudio de las simetrias de figuras geométricas, muchos autores se han abocado
a analizar y describir todas las potencialidades de este grupo. Iniciamos el
estudio de estos grupos con la nocién de permutacion, sus representaciones y

las caracteristicas de la operaciéon composicién que se define entre ellas.

Definicién 1.16 (Permutacién)
Se llama permutacién del conjunto S a toda funcién biyectivac : S — S.
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1.4. Grupo de permutaciones

Notacién. Denotaremos como S, al conjunto de todas las permutaciones de un

conjunto finito S.

Una primera representacion de una permutacién o € Sy, estd dada de forma

matricial

Ejemplos.

1. Sea S = {1,2,3,4,5},ysealac : S — S, dada por c(1) = 3,0(2) = 4,

0(3) =1,0(4) =5,0(5) = 2, la forma matricial de la permutacion es

12345
g =
3415 2

2. SeaS ={1,2,3,4,5,6,7,8},ysealat:S — S,dada por 7(1) = 7,7(2) = 4,
7(3) =5,7(4) =6,7(5) =3,7(6) =2,7(7) = 1,7(8) = 8, la forma matricial de
la permutacioén es

1234567 8
7 456 3218

3.Sea S = {1,2,3,4,5,6},ysealayu : S — S, dada por u(1) = 5,u(2) = 4,
#(3)=2,u(4) =1,u(5) = 6,u(6) = 3, la forma matricial de la permutacion es

1 23 456
54216 3

Proposicién 1.7
Sean o, T € S, entonces la composiciébn oo T € S;,.

Demostracién. Sean o, T € Sy, se tiene que ¢ y T son funciones biyectivas de S, en
Sy, del andlisis matemdtico se conoce que la composicién de funciones biyectivas

es biyectiva, por lo tantoco T € Sj,. O
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De la proposicion anterior, se concluye que la composicion de permutaciones, es

una permutacién. Ademds denotaremos por o7 en lugar de oo 7.
Ejemplo. Sean ¢, T € S5, dadas por

1 2345 1 23 45
2315 4 34512

entonces,

12345
0T =
15423

La composicién 0T, podemos interpretar como que; T cambia 1 por 3 y ¢ cambia 3
por 1, por lo tanto en 07, 1 es fijo; T cambia 2 por 4 y ¢ cambia 4 por 5, por lo tanto
0T, cambia 2 por 5; T cambia 3 por 5 y ¢ cambia 5 por 4, por lo tanto 0T, cambia 3

por 4, etc.

En general, la composicion de permutaciones la podemos escribir como:

1 2 o n
T =
o(t(1) o(x(2) ... o(z(n))
Si queremos hallar el inverso de una permutacion c-1es,, lounico que tenemos

que hacer es voltear las dos filas de la permutacion, y calcular (1), ...,0(n).

4 312

a_(+#312) (1 o2 3 4) (1234
N1 234/ \e) c@ (3 o)) \3 421

12 3 4
Ejemplo. Sea ¢ € S4, dado por o = ( )
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1.4. Grupo de permutaciones

La siguiente definicién proporciona, una segunda representaciéon de una

permutacién dada.

Definicion 1.17 (Representacion ciclica)

Sea S un conjunto no vacio, y sea ¢ € S, dada la expresién de la forma

(ay,a3,...,a;) € S, tales que o(ay) = ap,0(ap) = as,...,o(ay) = ay, se

denomina ciclo.

En la definicién anterior k representa la longitud del ciclo y es llamado
k-ciclo. Ademas todo elemento fijo a € S, escribimos o(a) = a que en la

representacion ciclica no hara falta escribirla, asumiendo que ese elemento es

fijo en la permutacion.

Ejemplos.

1. Sea ¢ € S5, dado por:

12345 _ .
o= = (1,2,4,3,5) (Representacion ciclica)
2 45 31

es un ciclo de longitud 5.
2. Sea T € S¢, dado por:

123456 . _
T = = (1,2)(3,4,6) (Representacion ciclica)
214653

tenemos, (1,2) ciclo de longitud 2, (3,4, 6) ciclo de longitud 3.

Cuando el contexto es claro siempre que n < 10, escribiremos los ciclos de S, sin

uso de las comas, ya que es la manera mds comun de representar los ciclos.
Ejemplo. Sea ¢ € S5, dado por:

1 23 45
o= = (12435) (Representacion ciclica)
245 31
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Cuando leemos una permutacioén en representacion ciclica, lo que se hace es
asignar cada elemento al de su derecha, excepto el elemento que esté en el tltimo,
a éste se le asigna el primer elemento. El ejemplo anterior (12435) se interpreta

como:1vaal2,2vaal4,4vaal3,3vaalby5vaall.

Definicién 1.18 (Orden de una permutacion)
El orden de un ciclo con k movimientos es igual a k. En general el orden de

una permutacion ¢ es el minimo comdn multiplo (mcm) de las longitudes de

los ciclos que componen a o.

Ejemplos.

1. Sea o = (15)(247)(63). El orden de o es 6. En efecto, ya que
Tenemos (15), (63) que son ciclos de longitud 2 y (247) es un ciclo de longitud

3, de modo que mem(2,3) = 6, por lo tanto |o| = 6.

1234567
2. SeaT = . El orden de 7 es 10. En efecto, ya que

76 45231
T = (17)(26345), se tiene que (17) es un ciclo de longitud 2 y (26345) es un

ciclo de longitud 5, de modo que mem(2,5) = 10, por lo tanto |t| = 10.

Ya que los ciclos son una manera particular de representar las permutaciones,
entonces ahora veamos como se opera la composicion de ciclos, recordando que

operamos de derecha a izquierda.

Ejemplo. Sean 0,7 € S¢, dados por ¢ = (12)(346)(5) y T = (2315)(46),
calculemos ot.
ot = (12) (346) (5) (2315) (46)

= —
03 0 o] T T
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1.4. Grupo de permutaciones

15135552555 (inicia ciclo)
555 2222205, (fin ciclo)

2 50 238,324 5 (inicia ciclo)
45626062353 (continua ciclo)
353318513152 (fin ciclo)
654245426506 (6 es fijo)

Por lo tanto, la composicién ot = (15)(243)(6).

Proposiciéon 1.8
Sea Sym(S) el conjunto de todas permutacién de S en S, y sea la operacién

composicion o definida en Sym(S). La estructura (Sym(S); o) es un grupo.

Demostracion. Sean o, T, i € Sym(S), se tiene que

i. La operacion o es cerrada, ya que la composicién funciones biyectivas es

biyectiva.

ii. La operacion o es asociativa, ya que
(cot)opux) = (con)u(x) = o(t(pu(x))) = o(Tou(x)) = co(rou)(x)

iii. Existe un elemento neutro, en este caso con la funcién identidad de I =

o(I) € Sym(S), se satisface

col(x)=0c(I(x)) =0

iv. Para cada elemento de Sym(S), existe el inverso en Sym(S). En efecto, ya que
sea 0 € Sym(S), se tiene que ¢ es una funcién biyectiva, ya que o es biyectiva,

existe su inverso ¢! en Sym(S) talquecooc ! =Iyocloo =1

Por lo tanto, la estructura (Sym(S); o) es un grupo. ]
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El grupo (Sym(S); o) se llama grupo de permutaciones, ademads es un grupo no

abeliano, ya que la composicién de funciones es no conmutativa.

Cuando consideramos S, el conjunto finito de todas las permutaciones del
conjunto S de n elementos. La estructura (S,;0) se llama grupo simétrico de

n elementos.

Proposicién 1.9
La cardinalidad del conjunto de permutaciones S, es igual a n!

Demostracion. Por induccidon

1. Para n = 1, el nimero de elementos de S; esigual a 1.

2. Para n = k, asumimos que el nimero de permutaciones de Sy elementos es k!.

3. Supongamos que 1 = k 4 1 y mostremos que el niimero de elementos de Sy 1
es justamente (k + 1)!.

Como el elemento k + 1 puede ordenarse de k + 1 posiciones, existe atin k
elementos que deben ser ordenados, por la hipétesis inductiva el ndmero
formas distintas de ordenar dichos elementos es k!. Por lo tanto, el nimero de

formas de ordenar todos los k + 1 elementos es (k+ 1)k! = (k+1)! O

Ejemplo. La estructura (S3; o) es un grupo. En efecto, ya que |S3| = 3! = 6.

53 - {Ull 02,03,04, 05, 06}

1 2 3 1 2 3 1 2 3
o = , O = , 03 =

1 2 3 1 3 2 321

1 2 3 1 2 3 1 2 3
0y = ;05 = ;U=

213 2 31 31 2

i. La operacion es cerrada.
ii. La composicién de permutaciones es asociativa, ya que

(gi00j) o0 = 0gi0 (0j00%)
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1.5. Grupos ciclicos

iii. En este caso el elemento neutro en S3, denotado por I = 0y satisface que:
giol=0;coni=1,...,6, por ejemplo
123 123 123

2 31 1 23 2 31

iv. Para cada 0; € S3, existe su inverso en S3, tal que: ¢; o o l=1 y o loo; =1,
por ejemplo
1 1 2 3 1 23 1 23

0505 = = =
2 31 31 2 1 2 3

Por lo tanto, la estructura (Ss; o) es el grupo simétrico de 6 elementos.

1.5 Grupos ciclicos

En esta seccién estudiaremos un tipo de grupos llamados grupos ciclicos y también
sus subgrupos. Estos grupos juegan un papel importante en la clasificaciéon
de grupos abelianos y en la teoria de codificacién o generacién de cédigos.
Estableceremos el concepto de elemento generador de un grupo, y las propiedades

de esta estructura.

Definiciéon 1.19 (Grupo ciclico)
La estructura (G; *) se dice que es un grupo ciclico, cuando existe a € G tal

que G = {d": k € Z}.

Notacién. Escribiremos (a) para denotar el conjunto G = {a* : k € Z}.

La definicién anterior nos dice que si (G; *) es un grupo ciclico, entonces todo
elemento de G puede ser expresado como una potencia de a y se dice entonces que
a es generador de G, ademads en un grupo ciclico puede haber méas de un elemento

generador.
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Definiciéon 1.20 (Subgrupo ciclico)
Sea la estructura G un grupo y sea a € G, el subconjunto (a) = {a*: k € Z}

es un subgrupo de G y se llama subgrupo ciclico generado por a.

Ejemplos.

1. La estructura (Z; +) es un grupo ciclico. En efecto, ya que los elementos 1y

—1 son generadores del grupo.

2. En el grupo (Z/6;+), el elemento 2 € Z/6 forma el subgrupo ciclico (2) =

{0,2,4}.
20=90

21 =216=0(6) +2

22=4|6=0(6) +4
Ademads (Z/6;+) es un grupo ciclico, ya que existe el elemento 5 € Z/6 tal
que (5) =Z/6.

59 =0 55=15]6=2(6)+3
5! =5]6=0(6)+5 59 =2016=3(6)+2
52=10|6=1(6) +4 5°=25]6=4(6)+1

3. Laestructura ((Z/9)*; -) es un grupo ciclico. En efecto, ya que existe el elemento

2€(Z/9)* talque (2) = (Z/9)*.

20=1 22=819=009) +8
21 =219=0(9) +2 28 =16|9=1(9)+7
22=4|9=0(09) +4 2°=3219=3(9)+5

Ademas en el grupo ciclico ((Z/9)*;-), se tiene los subgrupos ciclicos
i. Subgrupos triviales: (1) = {1}; (2) = (5) = (Z/9)*
i Hy = (4) = (7) = {1,4,7}

iii. Hy = (8) = {1,8}
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1.5. Grupos ciclicos

Teorema 1.2
Todo grupo ciclico es un grupo abeliano

Demostracion. Si (G;*) es ciclico, entonces existe a € G tal que G = (a). Ya que G
es no vacio, tomemos x,y € G de modo que x, y pueden escribirse como potencias

de a, de modo que x = a" ey = 4" tales que

n+m m+n m n

xy =a"a" =a""" =a""" = a"a" = yx

Por lo tanto, (G; *) es un grupo abeliano. O

Definiciéon 1.21 (Orden del grupo ciclico)
Sea la estructura (G; *) un grupo. Para cualquier elemento a € G se cumple

que [a| = |(a)].

Ejemplo. Sea (Z/4; +) un grupo ciclico el orden del elemento 3 € Z /4 es |(3)| = 4.
En efecto, ya que el orden de |3| = 4.

31=3=3[4=3#0
32=34+3=6|4=2#0

3P =34+3+3=9|4=1#0
3*=343+3+3=12]|4=0=c¢
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1.6 Clases laterales y Teorema de Lagrange

Otras clases de congruencias ttiles son aquellas que se generan mediante la
relacion entre subgrupos de un grupo, las cuéles son llamadas clases laterales o
cosets (por su denominacién en inglés). Estas clases resultan ttiles en el estudio
combinatorio de grupos finitos, o en el conteo del nimero de subgrupos de un
grupo finito. En esta seccién desarrollamos este concepto para luego usarlo en la
demostracién del Teorema de Lagrange sobre la relacion entre la cardinalidad de

un grupo y la cardinalidad de alguno de sus subgrupos.

Definicién 1.22 (Relacién de congruencia médulo H)
Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G, se define:

1. Larelacién de congruencia izquierda médulo H como: a =; b(méd H) si

ysolosia b € H.

2. Larelacién de congruencia derecha médulo H como: a =; b(méd H) siy

s6losiab~! € H.

Proposicién 1.10

1. Larelaciéon a =; b(méd H) es una relacién de equivalencia.

2. Larelacién a =; b(méd H) es una relacion de equivalencia.

Demostracion.

1. Larelaciéon a =; b(méd H), es reflexiva, simétrica y transitiva. En efecto,

Reflexividad. Para todo a € G se cumple que a~'a € H ya que H es un

subgrupo. Por lo tanto, a =; a(méd H).

Simetria. Sean a4,b € G, supongamos que a =; b(méd H), entonces
a~'b € H por las propiedades de grupo se tiene que (a~'b) ! =b~la € H.
Por lo tanto, b =; a(méd H).
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1.6. Clases laterales y Teorema de Lagrange

Transitividad. Sean 4,b,c € G, supongamos que a =; b(méd H) y que
b =; c(méd H), entoncesa~'b € Hy b 'c € H.Y ya que H es un subgrupo,
se tiene que (a~'b)(b~c) = a1 (bb~')c = a~'c € H. Por lo tanto,

a =; c(méd H).

2. Anélogamente se demuestra que la relacion a =; b(mdéd H) es una relacion de

equivalencia. O

Ya que que las relaciones de la proposicién anterior son relaciones de

equivalencia, éstas particionan al conjunto G en clases de equivalencia.
Veamos ahora como son las clases de equivalencia que generan estas relaciones.

Dado algtin a € G, la clase de equivalencia de a determinada por la relacién de

congruencia izquierda médulo H, es el siguiente conjunto

[a) ={x € G:a=;,x(mb6d H)}
={xeG:alx}
={xeG: sea h=alx con heH}
={x € G:ah=(aa ')x con h € H}
={x€G:ah=x con h € H}
=aH
Es decir, el conjunto de las clases de equivalencia de 4, es el conjunto de todos los

elementos de la forma ah para algtn h € H.

Dado algtin a € G, la clase de equivalencia de a determinada por la relacién de

congruencia derecha médulo H, es el siguiente conjunto

[a) ={x e G:x=5a(méd H)}
={xeG:xa '}
={xeG: sea h=xa ! con h € H}
= {x € G:ha=x(a"'a) con h € H}
={x€G:ha=x con h € H}

= Ha
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Es decir, el conjunto de las clases de equivalencia de g, es el conjunto de todos los

elementos de la forma ha para algan i € H.

Definicién 1.23 (Clases laterales)
Sea G un grupo, y sea H un subgrupo de G. Para todo a € G, se tiene

1. Clase lateral izquierda de H con representante a al conjunto:

aH = {ah: con h € H}

2. Clase lateral derecha de H con representante a al conjunto:

Ha = {ha: con h € H}

Cuando tratamos con un grupo aditivo las clases laterales quedan dadas por:

1. Clase lateral izquierdade H:a+ H ={a+h: con h € H}

2. Clase lateral derechade H: H+a = {h+a: con h € H}

Proposicién 1.11
Sea la estructura G un grupo y sea H un subgrupo de G, dado algtiina € G,

se cumple que aH = Hsiys6losia € H.

Demostracion.

=) Supongamos que aH = H, entonces a € H.Sia,e € aH, entonces a = ea €

aH, por hipétesis aH C H por lo tanto a € H.

<) Supongamos que a € H, entonces aH = H. Primero mostremos que aH C H,
es decir, si i € aH, entonces i € H como H es un subgrupo sigue que ha~! € H.
Ahora mostremos que H C aH, es decir, si h € H entonces h € aH, como H es un
subgrupo existen i € H tal que a 'k € H, ya que que h puede escribirse como

h=eh = (aa~')h = a(a='h), por lo tanto h € aH. O

Ejemplos.
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1.6. Clases laterales y Teorema de Lagrange

1. Sea (Z/6;+) un grupoy H = {0,3} un subgrupo de Z/6. Las clases laterales

izquierdas son:

( (

0+0 340
0+H= = {0,3}, 3+H = = {3,0}

0+3 3+3

\ \

( (

140 440
1+H= = {1,4}, 4+H = = {4,1}

143 4+3

\ \

( (

240 540
2+ H= = {2,5}, 5+H = = {5,2}

2+3 5+3

Por lo tanto, las clases laterales izquierdas son los conjuntos: 0 + H,1 + H y
2 4+ H. Ademas, en este ejemplo las clases laterales izquierdas coinciden con las

clases laterales derechas ya que el grupo es abeliano.

2. Sea el grupo simétrico (Ss3;0) y sea H = {01, 02} un subgrupo de S3. Hallemos

las clases laterales izquierdas

( (
0101 =01 001 = 02
o H = ={o,m}, nH = = {01}
(0102 = 02 (0202 = 01
( 4
0301 = 03 U071 = Up
o3H = = {03,04}, oeH = = {0s,03}
\(73(72 = 0¢ Og02 = 03
.
0401 = 04 0501 = 05
o H = = {0’4,0'5}, osH = = {05104}
\(7402 =05 \0'50'2 = 04

Por lo tanto, las clases laterales izquierdas son: 01 H, 03H y 04 H.
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Hallemos las clases laterales derechas

4 4
0101 = 01 0102 = 03
Hop = = {01, 72}, Hoy, = = {01, 02}
0201 = 0 0207 = 01
\ \
4 4
0103 = 03 0105 = 05
Hos = = {03,05}, Hos = = {05,053}
\(72(73 =05 0205 = 03
\
( 4
0104 = 04 0106 = Ug
Hoy = = {04,06}, Hog = < = {06, 04}
\(72(74 = 0Us¢ 0206 = 04
\

Por lo tanto, las clases laterales derechas son: Hoy, Hoz y Hoy.

En este ejemplo se evidencia que las clases laterales izquierdas y derechas son

distintas. En general se tiene que aH # Ha.

Proposicion 1.12
Sea la estructura G un grupo, H un subgrupo de G y sean las funciones

1. ¢ : H — aH definida por ¢(h) = ah,

2. ¢' - H — Ha definida por ¢’ (h) = ha.

Entonces ¢ y ¢’ son biyectivas.

Demostracion.

1. Veamos que ¢ es biyectiva.
Inyectiva. Para todo hi, hy € H, suponemos que ¢(h1) = ¢(hy), entonces
ahy = ahy, por la ley de cancelacion izquierda se tiene que hy = hy.

Sobreyectiva. Todos los elementos de aH tienen la forma ah parah € H, es
decir, si ah € H existe h € H tal que ¢(h) = ah. Por lo tanto, ¢ es biyectiva,

y en consecuencia |H| = |aH|.

2. Anélogamente se demuestra que ¢’ es biyectiva. O
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De la proposicién anterior se concluye que el conjunto de las clases laterales

izquierdas o derechas, tienen el mismo ntimero de elementos (cardinalidad).

Teorema 1.3 (Teorema de Lagrange)
Sea la estructura G un grupo finito y sea H un subgrupo de G. Entonces el

orden de H divide al orden de G, es decir, |H| | |G]|.

Para la demostracién de este teorema consideramos el conjunto de las clases

laterales izquierdas aH.

Demostracion.

Supongamos que 1 = |H| es el orden de H y consideremos el conjunto aH. Por
hipétesis, G es un grupo finito entonces el conjunto de las clases laterales de alH
es finito, ahora suponemos que k es el nimero de clases laterales de aH, entonces

aH = {a1H,aH, ..., axH}, luego por la proposicién 1.12 se tiene que |H| = |a H]|.

Ya que que las clases laterales aH forman una particién de G, entonces los
elementos de G son disjuntos dos a dos y la unién de todos los elementos es G, es
decir, G = ;yHUayH U, ..., U a;H, ahora suponemos que m = |G| es el orden de

G, entonces
k k k
m = |a H| + |axH| + ...+ |aH| :Z|aiH|:Z|H| :Zn:kn
i=1 i=1 i=1

Por lo tanto, m = kn de modo que n | m y en consecuencia |H| | |G]|. O

Definicién 1.24 (Indice de H en G)
Sea la estructura G un grupo y sea H un subgrupo de G. Se llama indice de

H en G al ntimero de clases laterales izquierdas o derechas, y se denota como

(G : H].

Ejemplos.

1. Sea (Z/6;+) un grupoy H = {0,3} como H < Z/6. Las clases laterales
izquierdas son los conjuntos: 0 + H,1+ H y 2+ H, por lo tanto [Z/6 : H] = 3.
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2. Sea el grupo simétrico S3 y sea H = {01,05,06} como H < Ss. Las clases
laterales izquierdas son los conjuntos: o1H = o0sH = osH = {01,05,06} y

ooH =03H = 04H = {0’2, 03, 0'4}, por lo tanto [53 : H] =2.

1.7 Subgrupo normal y Grupo cociente

Cuando H es un subgrupo de G no podemos asegurar que las clases laterales aH
y Ha sean iguales, pero si esto sucede H seria un subgrupo normal, lo cual resulta
de interés ya que permite la construccién de una clase de grupos llamados grupos

cociente. En esta seccién estudiaremos estas dos estructuras y sus propiedades.

Definicién 1.25 (Subgrupo normal)
Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G. H se llama subgrupo normal de

G si las clases laterales son iguales aH = Ha.

Notacién. Escribiremos H < G para indicar que H es un subgrupo normal de G y

si no lo es escribiremos H 4 G .

Ejemplos.

1. Sea (Z/6;+) un grupoy H = {0,3} un subgrupo de Z/6, entonces

Las clases laterales izquierdas de Hson:a+ H = {0+ H,1+ H,2+ H}

0+H=3+H={0,3}
1+H=4+H={1,4}
2+H=5+H={2,5}

Las clases laterales derechas de H son: H+a = {H+0,H+1,H + 2}

H+0=H+3={0,3}
H+1=H+4=/{1,4}
H+2=H+5={25}

Por lo tanto, a + H = H + a y en consecuencia H < G.
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1.7. Subgrupo normal y Grupo cociente

2. Sea el grupo simétrico (S3;0) y H = {0y, 02} un subgrupo de S3, entonces

Las clases laterales izquierdas de H son los conjuntos: aH = {c1H,03H,0,H}.

0'1H = 0'2H = {0’1,0’2}
03H = 0sH = {03, 06}

o4H = osH = {0y, 05}
Las clases laterales derechas de H son los conjuntos: Ha = {Hoy, Hos, Hoy }.

H0'1 = H0'2 = {0’1,0’2}
Hos = Hos = {03,05}

Hoy = Hog = {04,064}

Por lo tanto, aH # Ha y en consecuencia H 4 G.

Proposicién 1.13
Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G, las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
a. paratodoa € G,aH = Ha,
b. paratodoa € G,aHa ! = H

c. paratodoa € G,aHa ' C H.

Demostracion.

Veamos que:a — b
Suponemos que para todo a € G, aH = H, entonces aHa ! = H.
Se tiene que mostrar una doble contencién, es decir, aH alCH yH CaH a~ L.

Seaaha=! C aHa ! conh € H, por hipétesis aH = Ha, entonces ah € aH = Ha
luego ah = hya con hy € H, multiplicando a la derecha por el inverso de a se

tiene que h; = aha~! € H.
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Sea h € H, por hipétesis aH = Ha entonces ha € Ha = aH luego ha =
ahy con hy € H, multiplicando a la derecha por el inverso de a se tiene que

h=aha ! eaHal.

Por lo tanto, aHa~! = H.

Veamos que: b — ¢

Suponemos que para todo a € G, aHa~! = H, entonces aHa ! C H.

Es inmediato, ya que por hipétesis aHa~! = H, es decir, se cumple la doble
contencion en particular se cumple aHa~! C H.

Veamos que: c — a

Suponemos que para todo a € G, aHa~! C H, entonces aH = Ha.

Se tiene que mostrar una doble contencioén, es decir, aH C Hay Ha C aH.

Sea ah € aH con h € H, por hipétesis aHa~! C H, entonces aha~! € aHa ™!,
si aha~! = hy multiplicando a la derecha por a se tiene que ah = hja € Ha.
Sea ha € Ha con h € H, por hipétesis aHa=! C H,sia = a~! se tiene que
a~'Ha C H, entonces a~ha € H consideremos a~tha = Iy multiplicando a la

izquierda por a se tiene que ha = ah; € aH.

Por lo tanto, aH = Ha. O

La proposiciéon que acabamos de demostrar nos dice que tenemos 3 maneras

distintas de argumentar que un subgrupo es normal en G. Siendo la afirmacién ¢

la més usual cuando se estudia los subgrupos normales. Es decir, un subgrupo H

es normal en G si para todo 4 € G se cumple que aHa~! C H.

Proposicion 1.14
Si G es un grupo abeliano, entonces todos los subgrupos H de G son

normales.

Demostracion. Sea H < G, dado a € G veamos que aHa™ 1 C H.
Consideremos aha~! € aHa~! con h € H, ya que G es un grupo abeliano, se tiene

que aha™!' = (aa~YYh =eh =h € H. O




1.7. Subgrupo normal y Grupo cociente

Ejemplos.

1. Sea el grupo aditivo Z y sea H = nZ el subgrupo de los enteros multiplos de

Z, entonces H < Z. En efecto, pues

Seaa € Z,como Z es un grupo aditivo se tiene a + H +a~1 C H. Consideremos
a+h+ale€a+H+aconh € H,yaque que el grupo aditivo Z es abeliano,
setienequea+h+a'=(a+a)+h=heH

2. Sea H y K dos subgrupos normales, entonces H N K es un subgrupo normal en

G. En efecto, pues

Seaa € G, entonces a(HNK)a~! € HNK.Seah € HNK, entonces h € H
y h € K puesto que H y K son subgrupos normales, entonces aha™! € Hy

aha= ' €K, por tanto aha—1 € HNK.

Notacién. Escribiremos G/ H para denotar el conjunto cociente de todas las clases

laterales izquierdas o derechas determinadas por un subgrupo normal H.

Definicién 1.26
Sea G un grupo y sea H un subgrupo normal de G. Se define la operacién ®

en las clases laterales izquierdas como: aH ® bH := abH.

Proposiciéon 1.15

Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G. Para todo a,b,4d’,b’ € G, si
aH = a'H y bH = V'H entonces abH = a'b’H.

Demostracién. Ya que estamos en el conjunto las clases laterales izquierdas,
consideremos la relacién de congruencia izquierda médulo H y veamos que la

operacion & estd bien definida.

Ya que aH = a’'H y bH = b'H se tiene que a =; a'(méd H) y b =; b'(méd H),
entonces ab =; a’b'(méd H).
Como a =; a'(méd H) y b =; b'(méd H), entonces a~'a’ € Hy b~ € H,

debemos demostrar que (ab)~!(a't’) € H.
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Se sabe que (ab)~'(a’t’) = b~'(a=1a')b' y por hipétesis a~'a’ € H entonces
(a='a")b' € Ha, pero aH = Ha puesto que H< G, (a~'a’)b' = b’h con h € H,
luego (ab)~1(a't’) = b~ (a 'a")b' = b~'0'h y como b~ 'b' € H se tiene que
(ab)~Y(a't') =b~'0'h € H.

Por lo tanto, ab =; a’b'(mé6d H). O

Proposicion 1.16

Sea H un subgrupo normal de G y sea la operaciéon ® definida en G/H de la

siguiente manera aH ® bH := abH. Entonces, (G/H; ®) es un grupo.

Demostracién. Sean aH,bH,cH € G/H, se tiene que

i. La operacién ® es cerrada, ya que aH ® bH = abH
ii. La operacion ® es asociativa, ya que

(aH®bH) ® cH = (abH) ® cH
= (ab)cH
=a(bc)H
=aH ® (bcH)
=aH ® (bH ® cH)

iii. Existe el elemento neutro dado por H = eH € G/H donde e € G, tal que
aH ® eH = aeH = aH
iv. Existe el elemento inverso dado por (aH Y '=a"'He G/H, tal que
aH®a 'H=aa'H=eH=H
Por lo tanto, la estructura (G/H; ®) es grupo. O

El grupo (G/H; ®) que acabamos de probar, se llama grupo cociente o grupo

factor.
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1.7. Subgrupo normal y Grupo cociente

Ejemplo. Sea G = Z/9 un grupoy H = {0, 3,6} un subgrupo de G. La estructura

(G/H;®) es un grupo cociente. En efecto,

Lo primero que debemos ver es que H es un subgrupo normal en G, pero esto se

cumple puesto G es un grupo abeliano, por lo tanto H < G.

Ahora determinemos los elementos de G/ H, para ello encontramos las clases

laterales izquierdas, las cuales son:

0+H=1{0,3,6}, 1+H={1,47}, y 2+H={2,538}

Luego G/H = {0+ H,1+ H,2 + H}, ahora veamos que el conjunto G/ H junto

con la operaciéon ® es un grupo. En efecto, sean 0+ H,1+ H,2+ H € G/H se

tiene que:
i. La operacién ® es cerrada, pues

0O+H®1+H=0+1+H=1+H¢cG/H

ii. La operacion ® es asociativa, ya que

0+H®1+H)®2+H=(0+1+H)®2+H
—(0+1)+2+H
—04+(14+2)+H
—04+H®(1+2+H)
—04+H®(1+H®2+ H)

iii. Existe el elemento neutro dado por H = 0 + H, tal que
1+H®O0+H=a+0+H=a+H
iv. Existe el elemento inverso dado por (a + H)~! = —a + H, tal que
i+H® —a+H=a+(—a)+H=0+H

Por lo tanto, (G/H; ®) es un grupo cociente.
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Proposicién 1.17
Sea la estructura G un grupo 'y H < G, si G es un grupo abeliano, entonces el

grupo cociente es abeliano.

Demostracion. Sean aH,bH € G/H, entonces aH ® bH = abH, puesto que G es

un grupo abeliano entonces ab = ba, se tiene que

aH ® bH = abH = baH = bH Q aH 0

1.8 Homomorfismos entre grupos y Teorema de
Cayley

Dos grupos estaran relacionados estructuralmente si existe un homomorfismo
entre ellos, y esta relacion es mds fuerte si existiera un isomorfismo; en ambos
casos resultard de utilidad en el estudio de estos grupos, y en esencia brindard una

forma alterna de operar los elementos de ambos grupos.

En particular, los isomorfismos sefialan una identidad estructural entre los
grupos, que puede ser usada en forma conveniente en muchas aplicaciones. Por
ejemplo, el grupo simétrico S, y el grupo 2Z estdn relacionados ya que S, puede
ser dividido en permutaciones pares e impares exhibiendo una estructura similar

alade?22Z.

Un resultado interesante formulado por Arthur Cayley (1821-1895); establece
que todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones, lo cual es una forma

alterna de estudiar a un grupo, sobre todo cuando este es finito.
En esta seccion, presentaremos estos importantes conceptos y resultados.

Definicién 1.27 (Homomorfismo de grupos)

Sean las estructuras (G; %) y (H; *") dos grupos. Un homomorfismo de (G; *)

en (H;«') es una funcién ¢ : G — H tal que para todo a,b € G se cumple

¢(axb) = ¢(a) +' (D).
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1.8. Homomorfismos entre grupos y Teorema de Cayley

El comportamiento de los homomorfismos de grupos es conservar la operaciéon
de los grupos, es decir, al lado izquierdo se conserva la operacién definida en el
grupo G, mientras que al lado derecho se conserva la operacién definida en el

grupo H.

Grupo G | Grupo H | ¢ homomorfismo de G en H
(Gx) | (H:+) ¢(axb) = ¢(a) + o(b)
(Gi+) | (Hix) ¢(a+b) = ¢(a) (D)
(G;*) | (Hyx) ¢(axb) = p(a) x p(b)

Tabla 1.2: Nocién de ¢ un homomorfismo de grupos

Ejemplos.

1. Sea (Z;+) un grupo y sea la funcién ¢ : Z — Z, definida por ¢(a) = 7a para
todo a € Z, entonces ¢ es un homomorfismo. En efecto, sean a,b € Z se tiene

que ¢(a+0b) = m(a+b) = ma+ b = ¢(a) + ¢(b)

2. Sea (Rs; -) el grupo multiplicativo de los reales positivos y (IR; +) el grupo
aditivo de los reales. La funcién ¢ : R~ — R, definida por ¢(a) = log(a) para

todo a € Z, entonces ¢ es un homomorfismo. En efecto, sean a,b € R+ se tiene
que ¢(ab) = log(ab) = log(a) +log(b) = ¢p(a) +¢(b)

3. Sean (R? +) y (C;+) dos grupos y sea la funciéon ¢ : R> — C definida
por ¢(a,b) = a+ ib, entonces ¢ es un homomorfismo. En efecto, sean

x = (a,b), y = (a1,b) € R? se tiene que

¢(x+y) = ¢((a,b) + (a1,b1))
=¢(a+a,b+by)
=a+a +i(b+b)
— a4 ib+tay +ib
= ¢(a,b) + ¢(a1,b1)
=¢(x) +o(y)
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Proposicién 1.18

Sean las estructuras (G; *) y (H; *’) dos grupos y ¢ un homomorfismo de

grupos. Entonces se cumple que:
1. ¢(eg) = en, donde e es el neutro de G y ey el neutro de H.

2. ¢p(a!) = (¢(a))"!, donde a~! es el inversode a € Gy (¢(a)) ! es el
inverso de ¢(a) € H.

Demostracion.

1. Sea a € G, entonces a = a * eg aplicamos la funcién a ambos lados de la
igualdad, entonces ¢(a) = ¢(a * eg) por hipétesis ¢ es homomorfismo se tiene
que ¢(a) = ¢(a) ¥’ ¢(ec), ahora multiplicamos por el inverso de ¢(a) tal que
[(¢(a)) 1« p(a)] = [(¢(a)) "'+ p(a)] + ¢p(ec), entonces e +' p(ec) = e, por

lo tanto ¢(eg) = ep.

2. Seaa € G, entonces eg = a*a~! aplicamos la funcién ¢ a ambos lados
de la igualdad ¢(eg) = ¢(a*a~!) como ¢ es homomorfismo se tiene que
p(eg) = ¢(a) ¥ ¢p(a~1) por la propiedad 1 se sigue que ey = ¢p(a) *' p(a~1), de
modo que ¢(a~1) es el inversos de ¢(a), por lo tanto ¢p(a~!) = (¢(a))~L.

Proposiciéon 1.19
Sean¢ : G - Hy ¢ : H — K homomorfismos, donde G, H y K son todos

grupos. La composiciéon ¢ o ¢ : G — K es homomorfismo.

Demostracién. Sean a,b € G, se tiene que:

god(axb) = g(p(axb))
(¢(a) =" ¢(D))
(¢(a)) =" ¢(9(b))

o ¢p(a) " ¢ o ¢(b) E

I
< 8 S
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1.8. Homomorfismos entre grupos y Teorema de Cayley

Definicién 1.28
Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos. Si ¢ es biyectiva, decimos que

que ¢ es un isomorfismo de grupos.

Notacién. Si ¢ es un isomorfismo de grupos, escribiremos G = H para indicar

que G es isomorfo a H y escribiremos G 2 H para indicar que ¢ no lo es.

Ejemplos.

1. Sea G un grupo multiplicativo y sea la funcién ¢ : G — G, definida por
¢(a) = xax~! para todo a € G, entonces ¢ es un isomorfismo. En efecto,

primero veamos que ¢ es un homomorfismo. Sean a,b € G se tiene que:

¢(ab) = xabx™1 = xa(x"1x)bx™! = (xax1) (xbx™1) = ¢p(a)p(b)
Veamos que ¢ es inyectiva, suponemos ¢(a) = ¢(b) , entonces xax~! = xbx~1
aplicando la ley de cancelacién por la derecha e izquierda se tiene que a = b.

Veamos que ¢ es sobreyectiva, sea b € G consideremos x = x 1y a = xbx™},

entonces @ = x bx tal que

¢(a) = p(xbx) = x(x7tbox)x ! = (xx Db(xx"1) = b
Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo de grupos y en consecuencia G = G.

2. Sea R el grupo aditivo y R el grupo multiplicativo. La funcién ¢ : R — R+,
definida por ¢(a) = 2% para todo a € R, es un isomorfismo. En efecto, primero

veamos que ¢ es un homomorfismo. Sean a4,b € R se tiene que:
¢(a+b) =20 =272 = ¢(a)g(b)

Veamos que ¢ es inyectiva, suponemos ¢(a) = ¢(b) , entonces 27 = 2°
multiplicando a ambos lados de la igualdad por el logaritmo en base dos
se tiene que log, (27) = log,(2"), entonces a = b.

Veamos que ¢ es sobreyectiva, sea b € R~ consideremos a = log,(b) € R,

entonces ¢(a) = ¢(log, (b)) = 2°%:(0) = p,

Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo de grupos y en consecuencia R = R+ .
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Definicion 1.29 (Ntcleo e imagen)
Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos. Se define:

1. El nucleo o kernel de ¢ al conjunto: ker(¢) = {x € G: ¢(x) = ey}

2. Laimagen de ¢ al conjunto: Im(¢) = {y € H: ¢(x) =y, dado x € G}

Ejemplos.
1. Sea ¢ : Z — Z un homomorfismo grupos definido por ¢(a) = 2a. Entonces

ker(¢p) ={x € Z:¢p(x) =ez}
p(x) =0 2x =0« x=0= ker(¢) = {0}

Im(p) ={yeZ:¢(x) =y, dadox € Z}
px) =y 2x=yex=y=Imn(p) =2Z

2. Sea ¢ : R — R~ ( un homomorfismo grupos definido por ¢(a) = 2. Entonces

ker(¢p) = {x e R: ¢(x) =er_,}
¢(x) =1 2"=1«<log, 2" =log,(1) & x =0 = ker(¢) = {0}

Im(¢) ={y € Ryo: ¢(x) =y, dado x € R}
p(x) =2¥ & 2¥ =2% & log, 2" =log,2* & x = x = Im(¢) = R~

3. Sea ¢ : R? — C un homomorfismo de grupos definida por ¢(a,b) = a + ib.

Entonces

ker(¢) = {x € R*: ¢(x) = ec}
$(a,b) =0+i0<a+ib=04+i0<a=0yb=0= ker(¢) ={(0,0)}

Im(¢) = {y € C: ¢(x) =y, dado x € R?}
¢(a,b) =ay+iby & a+ib=ay+iby S a=a;yb="b = Im(¢) = R?
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1.8. Homomorfismos entre grupos y Teorema de Cayley

Proposicién 1.20

Sean las estructuras (G; ) y (H; *) dos grupos y ¢ un homomorfismo de
grupos, entonces ker(¢) es subgrupo normal en G y Im(¢) es un subgrupo

de H.

Demostracion.

Lo primero que tenemos que ver es que ker(¢) < G, sean x,y € ker(¢) veamos
que xy ! € ker(¢)
Plrxy) = 9(x) ¥ oy )
1

= ey € ker(¢)
Por lo tanto, ker(¢) < G.

Ahora veamos que ker(¢) < G, digamos que ker(¢) = K entonces sea x € G

veamos que xKx~! C K

Por lo tanto, ker(¢) < G.

por ultimo veamos que Im(¢) < H, sean y,y; € Im(¢), entonces existen

x,x1 € G tal que ¢(x) = y y p(x1) = y1, veamos que yy; ' € Im(¢)

y* yrt =)+ ()

Por lo tanto, Im(¢) < H.
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Teorema 1.4 (Teorema de Cayley)
Todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones.

Demostracion. Sea (G;*) un grupo cualquiera, busquemos un grupo de
permutaciones que denominaremos (G; o) y mostremos que es isomorfo a (G; *).
Para a € G, consideremos la funcién 7, : G — G definida por 7,(x) = ax para
todo x € G, veamos que T, es biyectiva.

T, es inyectiva. En efecto, supongamos que 7,(x) = 1,;(y), por definicién se tiene
que ax = ay, luego por la ley de cancelacién izquierda se tiene que x = y.

T, es sobreyectiva. En efecto, sea y € G y consideremos x = a~ 'y se tiene que
T (x) = t(aly) = aa~ly = y, luego 7,(x) = y.

Por lo tanto, 7; es una permutacion de G.

Consideremos ahora la familia de permutaciones G = {1, : a € G} y mostremos

que (C; o) es un grupo. En efecto, sean 1, 7, Tc € G ya,b,c € G, se tiene que

1. La operacién o es cerrada, ya que

T o Tp(x) = T(7(x)) = Ta(bx) = (ab)x = T5(x)
2. La operacién o es asociativa, ya que la composicion de funciones es asociativa.

3. Existe el elemento neutro, ya que T.(x) = ex es la funcién identidad de G, tal

que T;0Te(x) = Ta(Te(x)) = Ta(ex) = (ae)x = ax = 1,

4. Para cada elemento de G, existe el elemento inverso (7;) ! =7,.1 =a 'x € G
tal que T,07T,-1(x) = T(T,11(x)) = (@ 'x) = (aa Dx=ex =1,

Por lo tanto, (G; o) es un grupo de permutaciones.

Finalmente consideremos la funcién ¢ : G — G definida por ¢(a) = 7, y
mostremos que ¢ es un isomorfismo. En efecto, ya que

¢ es un homomorfismo, sean a,b € G se tiene que

¢(ab) = Ty = T 0 Ty = ¢p(a) o p(b)

¢ es inyectiva, suponemos ¢(a) = ¢(b), entonces 7, = T, si x = econ x € G se

tiene que 1;(e) = T (e) luego ae = be, y se tiene que a = b.
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1.9. Clausura

¢ es sobreyectiva, esto se cumple por como esta definida ¢, ya que si 7, € G existe

y € Gtalque ¢(y) = 1.

Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo y en consecuencia G = G. [

1.9 Clausura

La influencia de la teoria de grupos, en todas las 4reas de la matematica, y también
en muchas otras disciplinas, es abrumadora y al mismo tiempo extraordinaria. En
este médulo hemos querido resaltar los conceptos, definiciones, proposiciones,
teoremas y ejemplos mds significativos de esta extensa teoria, con la esperanza
de que estas nociones ayuden al lector, no solo a entenderla, sino que también
le animen a profundizar sobre esta importante estructura algebraica y sus

aplicaciones.

La estructura de grupo, adicionalmente, es el preambulo para el estudio de otras
estructuras mas completas. En particular, el préximo médulo de esta monografia
contempla el estudio de la estructura de Anillos, de mucha relevancia dentro de la

matematica.
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Moédulo 11

Teoria de Anillos



Anillos

La importancia de la teoria de anillos, puede evidenciarse no sélo en el trabajo
de muchos matematicos que la han usado para lograr avances en la especialidad,
sino también en sus aplicaciones. Un ejemplo de aplicaciéon lo constituye
el funcionamiento de los sistemas de comunicacién, especificamente de los
codificadores y decodificadores.

Este médulo proporciona a los lectores nociones elementales sobre la teorfa de
anillos; se presenta definiciones, proposiciones, teoremas y ejemplos.
Adicionalmente, se recomienda al lector revisar el médulo I antes de iniciarse en

el estudio de este médulo 1I, ya que esto facilitard su comprension.

Proposito

Al finalizar este médulo el estudiante estara en capacidad entender los conceptos
asociados a la teoria de anillos y sus propiedades. Ademads, seguira con rigor las

proposiciones y teoremas que se estudian.

Contenido

2.1 Anillos y sus propiedades

2.2 Subanillos

2.3 Dominios de Integridad y Campos
2.4 Ideales y Anillo cociente

2.5 Campo de fracciones



2.1 Anillos y sus propiedades

En esta seccion se estudiard la estructura de anillo que tiene la forma (A; %1, *2),
donde A es un conjunto no vacio y *; y * son operaciones cerradas en A.

Adicionalmente, se discuten propiedades basicas de la estructura.

Definicion 2.1 (Anillo)
Sea A un conjunto no vacio, y sean ¢, ® operaciones definidas en A, diremos

que la terna (A; &, ®) es un anillo si se cumple las siguientes condiciones:
1. El par (A; ®) es un grupo abeliano.
2. Elpar (A; ®) es un semigrupo.

3. La operacion © es distributiva respecto a la operacioén @, es decir, para

todo a, b, c € A se tiene que:

a@bdc)=@ob)d(adc) (ley distributiva izquierda)
bdc)©a=(boa)®(cOa) (ley distributiva derecha)
Ejemplos.

1. Sea Z el conjunto de los nimeros enteros y sean las operaciones suma y

producto usuales definidas en Z. La terna (Z; +, -) es un anillo, ya que

i. El par (Z;+) es un grupo abeliano, ya que la suma de enteros devuelve
enteros, ademads de ser asociativa y conmutativa, que el 0 es elemento
neutro para la suma y que todo elemento tiene inverso es claro que (Z; +)
es un grupo abeliano.

ii. El par (Z;-) es un semigrupo, ya que el producto de enteros devuelve
enteros y que la multiplicacién es asociativa, es claro que (Z;-) es un
semigrupo.

iii. Por altimo, el producto de enteros es distributivo con respecto a la suma
de enteros a la derecha y a la izquierda.

Luego, podemos concluir que (Z; +, -) es un anillo.
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2.1. Anillos y sus propiedades

2. La estructura formada con el conjunto Z/m, de las clases de congruencias

moédulo m, junto con las operaciones suma y producto usual entre clases.

Veamos que la terna (Z/m; +,-) es un anillo.

i.

il.

1ii.

De acuerdo con la proposiciéon 1.6 del médulo I, el par (Z/m;+) es un

grupo abeliano.
El par (Z/m;-) es un semigrupo, ya que

e El producto es cerrado, ya que el producto de clases residuales de Z /m

da una clase residual de Z /m.

e El producto es asociativo, ya que para todo [a], [b], [b] € Z/m se tiene

que ([a][b])[c] = [ab][c] = [(ab)c] = [a(be)] = [a][be] = [a] ([b][c])-
Por lo tanto, (Z/m; -) es un semigrupo.

El producto es distributivo respecto a la suma, ya que

[a] ([b] + [e]) = [a]([b+¢]) = [a(b + )] = [ab +ac] = [a][b] + [a]|c]

([b] + [c])]a] = ([b +c])[a] = [(b + c)a] = [ba + ca] = [b][a] + [c][a]

Por lo tanto, (Z/m;+, -) es un anillo.

3. Sea C el conjunto de los nimeros complejos y sean las operaciones suma y

producto usuales. Veamos que la terna (C; +, -) es un anillo.

i.

ii.

El par (C; +) es un grupo abeliano, ver el ejemplo 2 de grupos abelianos

en la secciéon 1.1 del modulo 1.

El par (C;-) es un semigrupo. En efecto, sean u = a + ib,v = ay + iby,

z = ap + iby € C se tiene que

e El producto es cerrado, ya que

(a+ib)(ay +iby) = aay + aiby + ibay + i?bby = aay — bby +i(aby + bay)
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e El producto es asociativo, ya que

(uv)z = [(a+1ib) (a1 + iby)](ap + iby)

= (aay + aiby + ibay + ibiby ) (ap + iby)

= (aaq)ay + (aiby)ay + (ibay )ay + (ibiby )ay + (aay )iby + (aiby )ib,
+ (ibaq)iby + (ibiby )iby

= a(may) + a(ayiby) + ib(ibyay) + a(ibyiby) + ib(ayay) + ib(aqiby)
+ib(ibyay) + ib(ibyiby)

= (a + ib)[a1ap + a1iby + ibjay + ibyiby]

= (a+1ib)[(ay + iby)(az + iby)]

= u(vz)
Por lo tanto, (C; -) es un semigrupo.

iii. El producto es distributivo respecto a la suma, ya que

u(v+z) = (a+1ib)[(a; + iby) + (ap + iby)]
= (a+1ib)(a; + ap + iby +iby)
= aay + aap + aiby + aiby + ibay + iba, + ibiby + ibib,
= aaq + aiby + ibay + ibiby 4 aay + aiby + ibay + ibib,
= (a+ib)(ay +iby) + (a4 ib)(ay + iby)
= (uv) + (uz)

(v-+2)u = [(a1 +iby) + (az + ibo)] (a + ib)
= (a1 + ap +iby +iby)(a + ib)
= aia + axa + ibya + ibya + aqib + ayib + ib1ib + ibyib
= aya + ibyja + aqib + ibyib + aa + ibya + a»ib + ibyib
= (a1 +iby)(a +ib) + (ap +iby)(a + ib)
= (vu) + (zu)

Por lo tanto, (C; +, -) es un anillo.
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2.1. Anillos y sus propiedades

Proposicién 2.1

Sea (A;+,-) un anillo. Para todo a,b,c € A se satisfacen las siguientes

propiedades:

1. a0 =0a =0

Demostracion.

1. Notese que a0 = a(0 4 0) = a0 + a0, por la ley de cancelacién derecha se tiene

que a0 = 0.

2. Como b+ (=b) = 0, se tiene que 0 = a0 = a(b+ (=b)) = ab+ a(-b),
recordemos que —ab es el inverso de ab, entonces —ab + 0 = —ab +ab +a(-b),

por lo tanto a(—b) = —ab.

3. Como 0 = (—a)0 = —a(b+ (=b)) = (—a)b+ (—a)(—b) = —ab+ (—a)(—b),
sumando ab en la igualdad se tiene que ab + 0 = ab + (—ab) + (—a)(—b), por
lo tanto (—a)(—b) = ab.

a(b—c)=a(b+ (—c)) =ab+a(—c) =ab—ac

(b—cla=(b+(—c))a=ba+ (—c)a=ba—ca O

De aqui en adelante el grupo abeliano (A; @) lo representaremos en notacion

aditiva (A; +) y al semigrupo (A; ®) lo representaremos en notacién multiplicativa

(4A;-).
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De este modo escribiremos a +benlugardea®byab o a-benlugardea ©b. Al
neutro segtn la operacion @ lo llamaremos neutro aditivo y lo representaremos con
0; mientras que el neutro segtin la operacién © lo llamaremos neutro multiplicativo

y lo representaremos con 1.

Definicion 2.2 (Anillo unitario y Anillo conmutativo)
Sea (A; +, -) un anillo.

1. Siexistel € Atalquea-1=a y 1-a =aparatodoa € A. Decimos que

la terna (A; +, ) es un anillo unitario.

2. Sise cumple que a-b = b -a, para todo a,b € A. Decimos que la terna

(A;+, ) es un anillo conmutativo.

Ejemplos.

1. La terna (Z/m;+, ) es un anillo unitario y conmutativo, ya que
i. Existe [e] = [1] € Z/m, tal que
Viel € Z/m: [a][1] = [a1] = [a] 'y [1][a] = [1a] = [4]
Por lo tanto, (Z/m; +, -) es un anillo unitario.
ii. Para todo [a], [b] € Z/m se cumple que
[a][b] = |ab] = [ba] = [b][a]
Por lo tanto, (Z/m;+, ) es un anillo conmutativo.
2. Laterna (C; +, -) es un anillo unitario y conmutativo, ya que
i. Existee =1+ 0i € C, tal que

ue = (a+1ib)(1+0i) = a+a(0i) +ib +ib(0i) = a+ib
eu = (140i)(a+ib) = a+ib+ (0i)a+ (0i)ib = a+ib

Por lo tanto, (C; +, ) es un anillo unitario.
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2.1. Anillos y sus propiedades

ii. Para todo u,v € C se cumple que
uv = (a+ib)(ay + iby)
= aaq + aiby + ibay + ibiby
= ma + ayib + ibja + ib1ib
= (a1 +ib1)(a + ib) = vu

Por lo tanto, (C; 4, -) es un anillo conmutativo.

Proposicion 2.2

Para todo anillo unitario (A; +, -), se cumple:

1. El elemento neutro de la operacioén - es tinico.

2. (-1)(a) = —a
3. (=1)(—a) =a
Demostracion.

1. La demostracién es anédloga al de la proposiciéon 1.1 del médulo 1.

2.
—a=—a+0
= —a+(0)a
=—a+(14+(-1))a
=—a+a+(-1)
=(—1)a
3.
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Definicién 2.3
Sea (A; 4+, -) un anillo unitario. Se dice que a es una unidad del anillo A, si

existeb € Atalqueab =1y ba = 1.

Si el elemento b existe, éste se denomina inverso. La definicién de elemento
inverso podemos encontrar en la seccién 1.1 del médulo I. Ademas, si un elemento
tiene inverso, éste es tinico. La demostracién a la afirmacién anterior es anéloga al

de la proposicién 1.1.

Notacién. Cuando el inverso del elemento a existe, 1o denotaremos como a~ 1.
Ejemplos.

1. En el anillo unitario (IR; +, -), todo elemento no nulo 2 € R es una unidad de R,

. . -1 _ 1
ya que existe suinversoa™ - = - € R tal que

2. En el anillo unitario (Q;+, ), todo elemento a = " € Qconn # 0esuna

unidad de Q, pues existe su inverso a = % € Q tal que
m/n n\ m

aa = — (—> =1, a lg = (—) — =1
n \m m/) n

3. En el anillo unitario (Z; +, -), las tinicas unidades de Z son {1, —1}, ya que si
a € Z, para que a sea unidad tiene que satisfacer aa =1 y ala =1, de

modo quea~! = %, pero esto no es verdad ya que % ¢ .

Definicién 2.4 (Caracteristica de un anillo)
Sea (A;+,-) un anillo. Se llama caracteristica del anillo A y se escribe

Char(A), al entero positivo mds pequefio n tal que na = 0 para todo a € A.

Si no existe el entero positivo n tal que na = 0, decimos la caracteristica de A es

cero.
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2.1. Anillos y sus propiedades

Ejemplos.

1. Considere el anillo (Z/7;+,-), entonces Char(Z/7) = 7, ya que para todo
a € Z/7 existe n = 7 tal que

7(0) =0 7(4) =28 =0
7(1)=7=0 7(5) =35=0
7(2) =14 =0 7(6) =42 =0
7(3) =21=0

. Considere el anillo (Z/5;+, ), entonces Char(Z/5) = 5, ya que para todo
a € Z/5existe n =5 tal que

5(0) =0 53) =15=0
5(1)=5=0 5(4) =20=0
5(2) =10 =0

Note que para n = 10, n = 15 y en general los multiplos de 5, también cumplen
la definicién de caracteristica de un anillo; sin embargo Char(Z/5) = 5 ya que

n = 5 es el entero positivo més pequefio con esa propiedad.

. Los anillos (Z;+,-), (R;+,-), (Q;+,-) y (C;+, ), tienen caracteristica cero, ya

que para todo a elemento de los anillos dados, se cumple que 0(a) = 0.

Proposicién 2.3

Sea (A;+,-) un anillo unitario.
1. Si1 tiene orden n respecto a la suma, entonces Char(A) = n.

2. Si 1 tiene orden infinito respecto a la suma, entonces Char(A) = 0.

Recordemos que el orden de un elemento se define como 7 el entero positivo

mads pequetio tal que a” = e, que en notacién aditiva lo expresamos como na = 0.

Demostracion.
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1. Suponemos que 1 tiene orden aditivo 7, entonces 1 es el entero positivo més

pequetio tal que n1 = 0. Entonces, para todo a € A, se tiene que
no=a+a+...+a=a(l+1+...+1)=a(nl) =a0=0
Por lo tanto, Char(A) = n.

2. Suponemos que 1 tiene ordenen infinito, entonces no existe n entero positivo

maés pequefio tal que n1 = 0, de modo que Char(A) = 0. O
Ejemplos.

1. Para el anillo unitario (Z/7;+,-), entonces Char(Z/7) = 7, ya que 1 tiene
orden n.

14+14+1+1+14+1+1=7]7=0

2. Para el anillo unitario (Z; +, -), entonces Char(Z) = 0, ya que 1 tiene orden
infinito.
1+1+...+1+14+1+... =00

Otros anillos unitarios con caracteristica cero son; (R; +,-), (Q; +, ).

2.2 Swubanillos

En esta seccion estudiaremos los subanillos de un anillo (A; +, -). Los subanillos
son estructuras analogas a los subgrupos, donde un subconjunto de A goza de las
mismas propiedades del anillo. Por ejemplo; dado que Z es un subconjunto de R

se puede probar que (Z; +, -) es un subanillo de (R; +, -).

Definicién 2.5 (Subanillo)
Sea la terna (A;+, ) un anillo y sea S un subconjunto no vacio de A. Se

dice que S es un subanillo de 4, si (S; +, -) es un anillo, donde + y - son las

operaciones definidas en A.

Notacién. Si (S;+, ) es un subanillo de (A; +, -) escribiremos S < A y sino lo es

escribiremos S £ A
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2.2. Subanillos

Ejemplos.

1. Sea (Z;+, ) el anillo de los enteros y sea S = {2n : n € Z}, entonces S es un
subanillo de anillo Z, ya que
i. El par (S; +) es un grupo abeliano.
ii. El par (S;-) es un semigrupo.

iii. El producto es distributivo respecto a la suma, ya que dados a,b,c € S se

tiene que
a(b+c) = 2n1(2ny + 2n3) (b+c)a = (2ny + 2n3)2m,
= 2n1(2(ny + n3) = (2(ny + n3)2my
= 2m2(ny + 2n12n3 = 2(n2n1 + 2n32m
=ab—+ac =ba—+ca

Por lo tanto, (S, +, ) es un anillo y en consecuencia S < Z. En general el

conjunto nZ con n € Z fijo, es un subanillo del anillo (Z; +, -).

2. Sea (C;+, -) el anillo de los niimeros complejos y consideremos el conjunto de
los enteros gaussianos Z[i] = {a+ib:a,b € Z}, entonces Z[i| es un subanillo

del anillo C, ya que
i. El par (Z][i]; +) es un grupo abeliano.
ii. El par (Z[i];-) es un semigrupo.

iii. El producto es distributivo respecto a la suma.

Por lo tanto, (Z[i]; +, -) es un anillo y en consecuencia Z|[i] < C.
3. Sea (R; +, -) un anillo y sea S = Q, entonces S es un subanillo de R, ya que

i. El par (S;+) es un grupo abeliano, ya que para todo a = 7, b = 71,

="M i
¢ = > €5, setiene que
e La suma es cerrada, ya que

m m nim-+nm
a+b:—+—1:;es
n ny nmnq
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e La suma es asociativa, esto se cumple ya que se hereda la asociatividad

en R.

e Existe el elemento neutro en S dado pore = % € S, tal que

m 0 m+0_ m
non n n
e Elemento inverso, para todo a € Sexistea ! = —2 € S, tal que
4 m m m—m 0
a-+a = — + <__> — ——
n n n n

e La suma es conmutativa, esto se cumple ya que se hereda la
conmutatividad de R.

Por lo tanto, (S; +) es un grupo abeliano.
ii. El par (S;-) es un semigrupo, ya que para todo a,b,c € S, se tiene que

e FEl producto es cerrado, ya que

mm mmny
ab = ——1 = €s
n ny nmq

e El producto es asociativo, ya que se hereda la asociatividad de RR.

Por lo tanto, (S; -) es un semigrupo.

iii. El producto es distributivo respecto a la suma, ya que

m [ nq mo mq my \ m
”(“C):z(n—*n—) <b+0>”=(n—+n— "
1 2 1 2
_m (1’127111 + Tllmz) B (n2m1 + nymy m
n ninp ninyp n
_ m(namy + nymy) _ (nomq +nymo)m
nniny ninan
_ mnpmy + mnimy _ npmym + nymom
nniho ninon
_ mnpimy n mnqmy _ npmym n nimom
nnqny nnqny ningn ningn
_ mmy | mmy _ mqm mpm
nnq nnyp nin non
=ab+ac =ba+ca

Por lo tanto, (S; +, ) es un anillo y en consecuencia S < R.

Nota. Un subanillo S se dice que es propio cuando no coincide con todo el anillo

A, es decir, si S # A.
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2.2. Subanillos

Teorema 2.1 (Caracterizaciéon de subanillos)
Sea (A;+, ) un anillo y sea S un subconjunto de A. S es un subanillo de A si

y solo si,
1. paratodoa,b € S, setienequea —b € S

2. paratodoa,b € S, se tiene queab € S

Demostracion.

=) Suponemos que S es un subanillo de (A;+,-) veamos quea —b € Syab € S.
Por hipotesis S es un subanillo, entonces (S; +) es un grupo abeliano y (S;-) es
un semigrupo, por lo tanto se cumplen las condiciones 1y 2, ya que para todo

X,y € Ssetienequex —y € Syxy € S.

<) Suponemos que para todo a,b € S se cumplea —b € Sy ab € S, mostremos

que (S; +, -) es un subanillo.

1. Por la condicién que a — b = a + (—b) € S implica que (S; +) sea un subgrupo

del grupo abeliano (A; +), luego (S; +) es un grupo abeliano.
2. Por la condicién que ab € S implica que (S; -) sea un semigrupo.

3. Que el producto sea distributivo respecto a la suma, se cumple pues estas leyes

de distribucién se cumplen en A, de modo que se cumple en S.

Por lo tanto, (S; +, ) es un subanillo. 0
Ejemplos.

1. Considere el anillo (R; +, -) y sea S = Q, entonces S es un subanillo de R, ya

que

i. paratodoa,b € Ssecumplequea—becS

m m nim-—nm
aopo Mo mmonm
n n nmq
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ii. paratodoa,b € S secumplequeab € S

o () () - e

Por lo tanto, S < R.

2. Considere el anillo (C; +, ) y sea S = Z][i], entonces S es un subanillo de C, ya

que
i. paratodou,v € Ssecumplequeu —v € S
u—v=(a+ib)—(ay+iby) =a+ib—a;—iby=a—a;+i(b—by)
ii. paratodou,v € S se cumple que uv € S
uv = (a+1ib)(ay +iby) = aay + ibja + ibay — bby = aa; — bby +i(bya + bay)

Por lo tanto, S < C.

2.3 Dominios de Integridad (DI) y Campos

En esta seccion estudiaremos algunos tipos especiales de anillos, tales como; los
dominios de integridad y campos que son clases particulares de anillos con 3
propiedades que veremos mds adelante. Los dominios de integridad, también
conocidos como dominios enteros juegan un rol importante en la teoria de nimeros
y la geometria algebraica. Por otra parte los campos o cuerpos, son estructuras
algebraicas indispensables de estudio en diversas ramas de las matemadticas puras,

como: el andlisis matematico, la geometria y la fisica.

Notacién. En lo sucesivo escribiremos “sea A un anillo”, en lugar de “sea (A; +, -)

un anillo”.

Definicién 2.6 (Divisor de cero)
Sea A un anillo y sea a € A un elemento no nulo. Se dice que a es divisor de

cero si existe b € A un elemento no nulo, tal que ab = 0.
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2.3. Dominios de Integridad (DI) y Campos

Ejemplos.

1. Enel anillo (Z/12;+,-). Los elementos 4, 6,8, 10 son divisores de cero, ya que
4.3=12=0 8§-3=24=0
6-2=12=0 10-6 =60=0

2. El anillo de los enteros gaussianos (Z[i]; +, -) no tiene divisores de cero. Ya
que si suponemos lo contrario dados u = a +ib,v = a; + ib; € Z[i], entonces

uv = 04 10 teniendo en cuenta que 1, v son imaginarios no nulos.

(a+ib)(a; +iby) =040
(aay — bby) +i(aby 4+ bay) = 0+1i0
de modo que
aay —bb; =0
aby+bay =0

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene que a(a? + b?) = 0, de esto
a=0 o0 a?+b3 =0, entoncesa; =0 y by = 0 de modo que v = 0+ 0, lo cual

no es posible pues v no es nulo.

Por lo tanto, el conjunto Z[i] no tiene divisores de cero.

3. Elanillo (Z/7;+,-), no tiene divisores de cero, ya que para todo a € Z/7 no
existe b € Z/7, tal que ab = 0. En general Z/m no tiene divisores de cero

cuando m es primo. En efecto

Supongamos que Z/m si tiene divisores de cero, entonces dados a,b € Z/m
se tiene que cumplir que ab = 0 teniendo en cuenta que a y b son no nulos.
Recordemos que estamos en el conjunto de las clases residuales y escribir
a en lugar de [a] es simple notacién, para este caso utilicemos la notacion
habitual, sean [a],[b] € Z/m se tiene que [a][b] = [0] entonces [ab] = [0],
de modo que ab = 0(méd m), luego m | ab — 0, entonces m | a o m | b
equivalente am | a—0 o m | b—0 de este modo a = 0(méd m) o
b = 0(moéd m), esto implica que [a] = [0] o [b] = [0] lo cudl es una

contradiccion ya que [a], [b] son no nulos.
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Por lo tanto, si m es primo Z/m no tiene divisores de de cero. Normalmente,

cuando m es primo, el conjunto Z/m se escribe como Z/ p.

Definicién 2.7 (Dominio de integridad DI)

Un dominio de integridad A, es un anillo unitario, conmutativo que no tiene

divisores de cero.

Ejemplos.

. La terna (Z; +,-) es un dominio de integridad, ya que (Z; +, -) es un anillo

unitario, conmutativo y ademads Z no tiene divisores de cero, pues dadoa € Z

elemento no nulo, no existe b € Z elemento no nulo, tal que ab = 0.

La terna (Z[i]; +, -) es un dominio de integridad, ya que (Z[i]; +, ) es un anillo
unitario, conmutativo y ademds Z[i] no tiene divisores de cero, pues dado

u € ZJi] elemento no nulo, no existe v € Z[i] elemento no nulo, tal que uv = 0.

La terna (Z/p;+,-) es un dominio de integridad, ya que (Z/p;+,-) es un
anillo unitario, conmutativo y ademds Z/p no tiene divisores de cero, pues
dado a € Z/p elemento no nulo, no existe b € Z/p elemento no nulo, tal que

ab = 0.

La terna (Z/m;+,-) no es un dominio de integridad, ya que Z/m tiene
divisores de cero, pues dado a € Z/m elemento no nulo, existe b € Z/m

elemento no nulo, tal que ab = 0.

Proposicion 2.4

Sea A un dominio de integridad con Char(A) = p, entonces p es primo.

Demostracion. Usando reduccién al absurdo, suponemos que p no es primo,

entonces p = p1p2, por hipétesis Char(A) = p entonces pa = 0 para todo a € A.

Como p = pi1pa, entonces p1a # 0y poa # 0 de modo que (p1a)(p2a) # O,

asociando tenemos pi(apz)a # 0 ya que A es un dominio integro se tiene
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2.3. Dominios de Integridad (DI) y Campos

que p1(pza)a # 0, sigue que (p1p2)(aa) # 0, entonces pa # 0, lo cual es una

contradiccién ya que pa = 0, por lo tanto p es primo. [

Definicién 2.8 (Dominio euclidiano DE)
Sea A un dominio de integridad. Decimos que A es un dominio euclidiano si

existe una funciéon ¢ : A\ {0} — Z, tal que
1. paratodoa,b € A\ {0}, se tiene que 5(a) < é(ab).

2. paratodoa,b € Aconb # 0, existen q,7 € A tales que a = bg 4 r con
r=0006(r) <4(b).

En el item 2 de la definicién anterior, a es el dividendo, b es el divisor, g es el

cociente y r es el resto.

Ejemplos.

1. El dominio de integridad (Z;+,-) con la funcién é(a) = |a| es un dominio
euclidiano, ya que

i. para todo a,b € Z\ {0}, se tiene que 6(ab) = |ab| = |a||b| = §(a)d(b),
entonces 6(a) = |a| < |a||b| = 6(ab) = 6(a) < é(ab).

ii. es precisamente el algoritmo de division para los enteros, que establece
que para todo a,b € Z, existe q,r € Ztalquea = bg+rcon0 <r < b.

Por lo tanto, (Z; +, -) es un dominio euclidiano.

2. El dominio de integridad (Z[i]; +, -) con la funcién §(u) = |u/|?> es un dominio

euclidiano, ya que
i. paratodou,v € Z[i] \ {0}, se tiene que
S(uv) = [uv? = [ul*v]* = 6(u)é(v)

entonces 6(u) = |u]? < |ul?|v]? = §(uv) = 6(u) < 5(uv).

ii. Tomemos u,v € Z[i] con v # 0, y consideremos ; € C, entonces existe

q € Z[i], tal que |5 — g| < 4 < 1, de modo que |4 — g| < |v| elevamos
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al cuadrado la desigualdad y tenemos que |4 — g|?> < |v|2. Si definimos
r:=u—qu € Zli], vemos que §(r) < 6(v).

Por lo tanto, (Z[i]; +, ) es un dominio euclidiano.

Definicién 2.9 (Campo)
La estructura K = (A; +, -), es un campo si es un anillo unitario, conmutativo

y en el que todo elemento distinto de cero es una unidad, es decir, existe

a~!leKtalqueaa ! =1,

Ejemplos.

1. El anillo (Q; +, -) es un campo, ya que Q es un anillo unitario, conmutativo y

ademas todo elemento de QQ distinto de cero es una unidad.

2. Elanillo (RR; 4+, -) es un campo, ya que R es un anillo unitario, conmutativo y

ademas todo elemento de R distinto de cero es una unidad.

3. El anillo (C; +, -) es un campo, ya que C es un anillo unitario, conmutativo y

ademas todo elemento de C distinto de cero es una unidad.

4. El anillo (Z; 4+, -) es un unitario, conmutativo, sin embargo la terna (Z; +, -) no

es un campo ya que las tinicas unidades de Z son 1y —1.

Proposicién 2.5
Si K es un campo, entonces K es un dominio de integridad.

Demostracion. Por hipétesis K es un anillo unitario y conmutativo por ser un
campo, s6lo hace falta demostrar que K no tiene divisores de cero.

Suponemos por absurdo que K tiene divisores de cero, entonces ab = 0, con
a,b # 0 para todo a,b € K, ya que ab = 0, se tiene que a~lab = (a~!)0 = 0 pero
entonces, 0 = a~'ab = (a~1la)b = 1b = b.

Lo que implica que b = 0, lo cual no es posible, ya que b # 0. Por lo tanto, K no

tiene divisores de cero y en consecuencia K es un dominio de integridad. O
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2.4. Ideales y Anillo cociente

Proposicién 2.6
Si K es un dominio de integridad finito, entonces K es un campo.

Demostracion. Suponemos que K = {0,1,4a4,4ay,...,a,} son todos los elementos
del dominio de integridad finito, tenemos que mostrar que para todo a € K, con
a # 0 existe b € K tal que ab = 1.

Consideremos los elementos al, aaq, aas, . . ., aa, todos elementos de K. Afirmamos
que todos son elementos distintos, ya que si aa; = aa; para i # j, entonces
a(a; —aj) = 0 como a # 0, se tiene que a; = a; en contradiccién con i # j. Ademads
K no tiene divisores de cero, esto implica que ninguno de estos elementos sea cero.
De modo que 1,44, 4y, ..., a,, son los elementos K \ {0}, en cualquier orden de tal
manera que o bien a1l = 1 lo que implica que a = 1 o bien aa; = 1 para algin i.
Luego a € K tiene inverso y por tanto a es una unidad de K'y ya que K es unitario

y conmutativo, se concluye que K es un campo. O

Proposicién 2.7
Si p es un ndmero primo, entonces Z/p es un campo.

Demostracién. Basta demostrar que Z/p es un dominio de integridad.
Anteriormente ya vimos que la terna (Z/p; +, -) es un dominio de integridad, ya
que Z/ p no tiene divisores de cero. Y por la proposicién 2.6 se tiene que Z/p es

un campo. O

Notacién. Cuando p es primo, el campo Z/p lo denotaremos por IFy,.

2.4 Ideales y Anillo cociente

En el médulo I seccién 1.7 estudiamos los subgrupos especiales de un grupo
dado, conocidos como subgrupos normales, cuyas clases laterales forman el grupo
cociente G/ H. Nos preguntamos entonces si para la estructura de anillos existen

conceptos andlogos. El rol de los ideales es comparable al de los subgrupos
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normales estudiados en la teoria de grupos, ya que mediante éstos podemos

construir el anillo cociente.

Definicion 2.10 (Ideal izquierdo e Ideal derecho)
Sea A un anillo y sea I un subconjunto de no vacio A.

Decimos que I es un ideal izquierdo de A si:
1. paratodoi,j € I, se tiene quei —j € I

2. paratodoi € [yr € A, setiene queri € I.
Decimos que I es un ideal derecho de A si:

1. paratodoi,j € I, setienequei —j € I

2. paratodoi € [yr € A, se tiene que ir € I.

Claramente, podemos observar que tanto el ideal izquierdo como el ideal derecho
son subanillos del anillo A. Adicionalmente, si I es ideal izquierdo y derecho a la
vez, I se llama ideal bildtero. En adelante, usaremos la palabra ideal en lugar de

ideal bil4tero.

Definicién 2.11 (Ideal)
Sea A un anillo y sea I un subconjunto no vacio de A. Decimos que I es un

ideal del anillo A si:
1. paratodoi,j € I, setienequei —j € I

2. paratodoi € [yr € A, se tiene que ri,ir € I.

Ejemplos.

1. Sea (Z;+,-) un anillo y sea I = 3Z. I es un ideal del anillo Z, ya que
i. Paratodoi = 3x,j = 3y € 3Z se tiene que
i—j=3x—-3y=3(x—y) €3Z

ii. Paratodoi = 3x € 3Z y todo r € Z se tiene que
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2.4. Ideales y Anillo cociente

ri =r(3x) =3(rx) € 3Z
ir = (3x)r = 3(xr) € 3Z

Por lo tanto, 3Z es un ideal del anillo Z.

2. Sea (Z;+,-) unanilloy sea I =nZ = {nx : x € Z}. I es un ideal del anillo Z,
ya que

i. Paratodoi = nx,j = ny € nZ se tiene que
i—j=nx—ny=n(x—y) € nZ

ii. Paratodoi = nx € nZ y todor € Z se tiene que

ri =r(nx) =n(rx) € nZ

ir = (nx)r = n(xr) € nZ
Por lo tanto, nZ es un ideal del anillo Z.
3. Sea (Q;+, ) un anillo y sea I = Z. I no es un ideal del anillo Q, ya que

i. Paratodoi,j € Z se tiene que i — j € Z pues la diferencia de ntimeros

enteros es otro entero.

ii. Paratodoi € Zytodor =1 € Q se tiene que
=) =1g¢z
ir=(t=mgz

Por lo tanto, Z no es un ideal del anillo Q.

4. Sea (A;+,) un anillo unitario, conmutativo y sea a2 € A. El conjunto

(a) = {ar:r € A} esunideal del anillo A, ya que
i. Paratodoi = ary,j = ary € (a) se tiene que
i—j=ary—arp =a(ry —rp) € (a)

ii. Paratodoi € (a) y todor € A se tiene que ir = (ar1)r = a(ryr) € (a) no

hace falta mostrar ri € (a) pues el anillo es conmutativo.
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Por lo tanto, (a) es un ideal del anillo A. El ideal de la forma (a) se llama

ideal generado por a.

Proposicion 2.8
Sea A un anillo y sean I, | ideales del anillo A. Entonces;

1. lasuma: I+]={i+j:i€lyj€ ]J}esunidealde A,

n
2. el producto: I] = {Z ikfk ik €Ly jx € ]} es un ideal de A.
k=1

Demostracion.

1. I+ J esunideal, ya que
1. Paratodo x =iy +ji,y = ip + jo € I + | se tiene que
x—y=({1+j)—(a+p)=>G—i)+(i—p)el+]
2. Paratodox =i +j; € I+ ]ytodor € A se tiene que
rx=r(i1+j)=rig+rjel+]
xr= (i1 +j)r=ir+jrel+]
Por lo tanto, I + | es un ideal.

2. I] esunideal, ya que

n n
1. Paratodox = ) ixji, y = Y iyj; € I] se tiene que
k=1 k=1

X—y=) ikjk— Y ijr = 3 (ixjx — ixfi) € 1]
k=1 k=1 k=1

n
2. Paratodo x = 2 ixjx € I] y todo r € A se tiene que
k=1

n

rx =Y r(igje) =7 ) ikjk € 1]

k=1 k=1

78



2.4. Ideales y Anillo cociente

xr=Y_ (igi)r=rY_ ik € 1]
k=1

k=1

Por lo tanto, I] es un ideal. B

A continuacién estudiaremos ciertos tipos de ideales especiales.

Definicién 2.12 (Ideal primo)
Sea A un anillo conmutativo y sea I un ideal de A. Decimos que I es un ideal

primo, si para todo a,b € A tal que ab € I, entoncesa €I o b € I.

Ejemplos.

1. Elideal 3Z del anillo conmutativo (Z; +, -) es un ideal primo, ya que para todo
a,b € Z,tal que ab € 3Z, entonces a € 3Z o b € 3Z. Por ejemplo, consideremos
6,8 € Zsetieneque6-8 =48 € 3Zy6 € 3Z.

2. Elideal generado I = (2) = {0,2,4,6,8,10} del anillo conmutativo (Z/12;+, -)
es un ideal primo, ya que para todoa,b € Z/12,tal que ab € I, entoncesa € I o
b € I. Por ejemplo, consideremos 9,10 € Z /12 se tiene que 9-10 =90 =6 € |
y10 € L.

Nota. Un ideal I se dice que es un ideal propio cuando no coincide con todo el

anillo A, es decir, [ # A.

Definicién 2.13 (Ideal maximal)
Sea A un anillo conmutativo y sea I un ideal propio de A. Decimos que I es

un ideal maximal, si existe un ideal | de A, tal que si I C | C A, entonces

J=1o0]=A.

Ejemplos.

1. Elideal propio I = 3Z del anillo conmutativo (Z; +, -) es un ideal maximal,
ya que los ideales del anillo Z son de la forma nZ para algtin n € Z. Si

consideremos | = nZ, entonces se cumple que 3Z C nZ C Z.

79



Si3Z C ], entonces n | 3 tal que 3 = nk con k € Z, como 3 es primo se tiene
que 3 es divisible para si mismo o para 1, entonces

Sin =1, se tiene que ] = Z.

Sin = 3, se tiene que | = I.

Por lo tanto, 3Z es un ideal maximal del anillo Z.

Los ideales propios (2) y (3) son ideales maximales del anillo conmutativo
Supongamos que existe el ideal | de Z /12, tal que (2) C J € Z/12, como

(2) ={2r:reZ/12} ={0,2,4,6,8,10} C |

Supongamos ahora que el elemento a € Z /12 es impar y estd en ], entonces se
tiene que 2,1 € ], de donde | = Z/12. Por lo tanto, (2) es un ideal maximal.
Ahora supongamos que existe el ideal |’ de Z /12, tal que (3) C J' C Z/12,
como (3) ={3r:reZ/12} ={0,3,6,9} C J.

Consideremos que el elemento a € Z /12 es par y estd en ], entonces se tiene

que 3,2 € J',de donde ]’ = Z/12. Por lo tanto, (3) es un ideal maximal.

Tal como se definen las clases laterales izquierdas y derechas en la teorfa de

grupo, ver la seccion 1.6 del médulo I, podemos definir las clases laterales de un

anillo. Si A es un anillo e I un ideal de A se define las clases laterales izquierdas

como: x +1 = {x+1i:i € I} para x € A, andlogamente se define las clases

laterales derechas de un anillo.

Notacién. Escribiremos A /I para denotar el conjunto cociente de todas las clases

laterales izquierdas determinadas por un ideal I.

Definicién 2.14

Sea A un anillo y sea I un ideal de A. Se definen las operaciones suma y

producto en el conjunto de las clases laterales izquierdas.
Lx+D+y+I)=(x+y) +I

2. (x+D(y+1I) = (xy)+1
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Proposicién 2.9

Sea A un anillo y sea I un ideal de A, para todo x,x’,y,y’ € A se tiene:
L(x+y)+I=0E+y)+1

2. (xy) +1=(x"y)+1

Demostracion.

1. Suponemos quex + I =x"+ITey+I=y' + I, entoncesx —x' € ey —y €1

por ser I ideal.

Ya que I es ideal podemos sumar sus elementos, entonces
(x=x)+-y)=x—x+y—y = (x+y) - (' =¥)
de modo que (x+y) — (¥’ —y') € I, luego (x+y)+ 1= (x'+y') + L.
2. Suponemos que x = x' +iey =y +ij coni, i € I, entonces
xy = (x'+i)(y +i) =X +i) +i(y +i1) =Xy + X + iy +iiy
Como I es ideal, entonces s = x'i; + iy’ +ii; € I,

xy=xy +s = xy+I=xy +s+1 = xy+I=xy +1

Proposicién 2.10
Sea I un ideal del anillo A y sean las operaciones suma y producto definidas

en A/I. Entonces la terna (A/I;+,-) es un anillo.

Demostracion. Veamos que (A/I;+,-) es un anillo.

1. Elpar (A/I;+) es un grupo abeliano, ya que paratodox + I,y +I,z+1 € A/I

se tiene que

i. La suma es cerrada,yaque (x+ 1)+ (y+1) = (x+y)+1
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ii. La suma es asociativa, ya que

(x+ D+ W+ D]+ Ez+D)=[(x+y)+ I+ (z+1)
=((x+y)+z)+1
=(x+(y+z)+1I
=x+1+[(y+z) +1]
=x+I1+[(y+1)+ (z+1)]

iii. Elemento neutro, estd dado por 0+ 1 € A/I, tal que
(a+D)+O0+0)=(@+0)+I=a+1

iv. Elemento inverso, para todo x + I € A/I existe su inverso (x + )~ =

—x+IeA/lLtalque (x+I)+(—x+I)=(x+(—x))+I=0+1

v. La suma es conmutativa, ya que
x+D+y+D)=+y)+I1=W+x)+1=(y+I)+ (x+1)
Por lo tanto, (A/I; +) es grupo abeliano.

2. Elpar (A/I;-) es un semigrupo, ya que paratodox + I,y + I,z+1 € A/l se

tiene que

i. El producto es cerrado, yaque (x +1I)(y+ 1) = (xy) + 1

ii. El producto es asociativo, ya que

[(x+D(y+D]z+1) = [(xy) +1](z+ 1)
= [(xy)z] +1
= [x(yz)] +1
= (x+ D[(yz) +1]
=@+ Dy +D(z+1)]

Por lo tanto, (A/I;-) es semigrupo.
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3. El producto es distributivo respecto a la suma, pues

(x+I)[(y+I)+(z+I)] =
=[x(y+z)]+1

(y+ D+ (z+D](x+1)=

Por lo tanto, (A/I;+,-) es un anillo.

(x+D)[(y+2z)+1]

xy+xz)+1

= (
= (xy)+ 1+ (xz)+1
= (

x+ D+ + (x+D(z+1)

[(y+2)+
=[(y+z)x]+1

Il(x+1)

yx +zx)+ 1

= (
= (yx) + 1+ (zx)+1
= (

y+D(x+D)+(z+I1)(x+1)

]

El anillo (A/I;+,-) que acabamos de probar, se denomina anillo cociente.

Ademas el anillo A/ es unitario y conmutativo, ya que 1 + I es el elemento

unidad de A/I y ademas se cumple que (0+I)(1+1) = (1+1)(0+I).

Ejemplo. Consideremos el anillo (Z; +, -) y sea 3Z un ideal del anillo Z. La terna

(Z/3Z; +, ) es un anillo cociente.

Una vez que 3Z es un ideal del anillo Z, lo siguiente es determinar los

elementos del conjunto cociente Z /37, de modo que calculamos las clases laterales

izquierdas.

Z/3Z ={x+3Z:xcZ}

0+3Z=1{...,-3,0,3,...}
143Z=1{...,-2,1,4,...}
243Z={...,—1,2,5,...}
3+3z=1{..,-303,...}

4+372 =1+3+32Z=1+3Z
54372 =2+3+32Z=2+3Z
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luego, Z/3Z = {0+ 32,1+ 3Z,2 + 3Z}. Veamos que Z /3Z es un anillo cociente.

1. El par (Z/3Z;+) es un grupo abeliano, ya que para todo 0+ 3Z,1+ 3Z,2 +
3Z € Z/37Z se tiene que
i. Lasuma es cerrada, yaque (0+3Z)+ (1+32Z) = (0+1)+3Z=1+3Z
ii. La suma es asociativa, ya que
[(0+3Z)+ (14+32)]+ (2+3Z) =[(0+1)+3Z]|+ (2+32Z)

((0+1)+2)+3Z
=(0+(1+2))+3Z

= 0+43Z+[(1+2) +3Z]
= (043Z) + [(1+32Z) + (2 + 32)]

iii. Elemento neutro, estd dado por 0+ 3Z € Z/37Z, tal que

(1+3Z)+ (0+3Z) = (1+0)+3Z=1+3Z

iv. Elemento inverso, para todo 1+ 3Z € Z/3Z existe su inverso (1+

32)' = -1+3Z € Z/3Z, tal que
(1+3Z)+(-14+32)=(1+(-1))+3Z2=0+3Z
v. La suma es conmutativa, ya que
(0+3Z)+(1+3Z)=(0+1)+3Z=(14+0)+3Z = (1+3Z)+ (0+32Z)
Por lo tanto, (Z/3Z; +) es grupo abeliano.

2. El par (Z/3Z;-) es un semigrupo, ya que para todo0+ 32,1+ 3Z,2+3Z €
Z./37Z se tiene que

i. El producto es cerrado, yaque (0+3Z)(1+3Z)=(0-1)+3Z =0+3Z
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ii. El producto es asociativo, ya que
[(0+3Z)(1+3Z)](2+3Z) = [(0-1) + 3Z](2 + 3Z)
=[(0-1)2] +3Z
= [0(1-2)] +3Z
= (04+3Z)[(1-2) 4+ 3Z]
= (0+3Z)[(1+32Z)(2+37Z)]

Por lo tanto, (Z/3Z; -) es semigrupo.

3. El producto es distributivo respecto a la suma, pues
(0+32)[((1+3Z)+ (2+32)] = (0+3Z)[(1+2) + 3Z]
=[0(1+2)]+3Z
=(0-140-2)+3Z
=(0-1)+3Z2+(0-2)+3Z
=(0+3Z)(1+3Z)+ (0+32)(2+32)

[(143Z)+ (2+3Z)](0+32Z) = [(1+2) +3Z](0+3Z)
=[(1+2)0] +3Z
=(1-0+2-0)+3Z
=(1-0)+3Z+(2-0)+3Z
= (1+32)(0+3Z) + (2+32)(0+32Z)

Por lo tanto, (Z/3Z;+, -) es un anillo cociente.

Teorema 2.2
Sea A un anillo unitario y conmutativo, y sea I un ideal de A. I es ideal primo

siy s6lo si A/I es un dominio de integridad.

Demostracion.

=) Si I es ideal primo, entonces A/ I es un dominio de integridad.

Sean a 4 I,b + I elementos de A/ I, suponemos que

(a+1)(b+1)=ab+1=0+1
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entonces ab € I, como I es ideal primo entoncesa € I o b € I, lo que implica que
a+1=0+ITob+ 1= 0+1, porlo tanto A/I no tiene divisores de cero y en

consecuencia A/I es un dominio integridad.

<) Si A/I es un dominio de integridad, entonces I es ideal primo.
Seana+I,b+ I elementos de A/ I, suponemos que (a+I)(b+ 1) = 0+ I entonces
a+I1=0+Iob+1=0+1,loqueimplicaqueobiena € Iob € I, porlo tanto I

es ideal primo. O

Teorema 2.3
Sea A un anillo unitario y conmutativo, y sea I un ideal de A. I es ideal

maximal si y s6lo si A/I es un campo.

Demostracion.

=) Si I es ideal maximal, entonces A/I es un campo.

Supongamos que b € A pero b ¢ I, entonces probemos que b+ I # 0+ I tiene
inverso.

Consideremos el conjunto B = {br +a: r € A,a € I}, de modo que B es un ideal
de A que contiene propiamente a I, en efecto ya que dados x,y € By para todo
r € Asecumple que x —y € By xr € B por tanto B es ideal de A, ademas I C B
ya que dadoa € I, se tienequea =b-0+a € B.

Por hipétesis, I es ideal maximal entonces B = A y como A es anillo unitario se

tiene que 1 € B, de tal manera que 1 = bc + 4’ con a’ € I, luego
1+I=bc+d +1=bc+1=(b+1)(c+]1)

esto muestra que el elemento b + I tiene inverso y por lo tanto A/I es un campo.

<) Si A/I es un campo, entonces I es ideal maximal.
Suponemos que | es un ideal de A que contiene propiamente a I, y sea b € |
perob ¢ I. Ya que A/I es un campo, dado b 4 I € A/I existe su inverso tal que
1+I=(b+1I)(c+1I).Comob € ], entonces bc € ], ya que

1+I=0+D)(c+I)=bc+1
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2.5. Campo de fracciones

Yaquel+ I =bc+ 1 setienequel —bc+1=0+Ideaquil —bc € Iycomo
I C Jsesiguequel—bc € J,luego1l = (1 —bc)+bc € J,de modo que 1 € ],
por lo tanto | = A, ya que para todo r € A se tiene quer =r -1 € | se sigue que

A C ], la contencién inversa es trivial. Se concluye que I es ideal maximal. O

2.5 Campo de fracciones

Recordemos que un dominio de integridad es un anillo unitario, conmutativo sin
divisores de cero, por otra parte, un campo se define como un anillo unitario,
conmutativo en el cual todo elemento distinto de cero tiene inverso. Estas
definiciones semejantes entre ambas estructuras, motiva a preguntarse si es posible
que dado un dominio de integridad, se pueda generar un campo a partir de

elementos del DI dado.

Se sabe que Z es un DI, pero Z no es un campo. Por otro lado Q es campo y los
elementos del conjunto Q, lo podemos expresar como cocientes (fracciones) de
numeros enteros, pero Z es un DI, esto da una idea que si es posible construir un

campo, a partir de un dominio integridad.

Definicién 2.15
Sea A un dominio de integridad, se define el producto cartesiano A como:

AxA={(ab): abec A}

a
b
sabemos que los enteros Z son un dominio de integridad, entonces el producto

Asumimos que el par (g, b) representa un cociente de la forma —. Por ejemplo,

cartesiano Z x Z = {(a,b) : a,b € Z},de modo que dado el par (9,2) representa
9
el cociente > € Q. Notese, que el par (a,0) no representa ningan cociente en Q, ya

que no existe la divisién entre 0.

Notacién. Dado que la segunda coordenada del par (a,b), nunca seréd cero.

Denotaremos por S al subconjunto de A x A\ {0} de modo que:

S=1{(a,b): a,bc A, b#0}
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Definicién 2.16
Sea A un dominio de integridad y sean (a,b), (c,d) € S, se define en S la

siguiente relacién: (a,b) ~ (c,d) siy sélosiad = bc

Si A=27Z,dados (6,7),(18,21) € Z x Z \ {0}, se tiene que (6,7) ~ (18,21), ya
que (6)(21) = (7)(18) por lo cual la definicién es aceptable.

Proposicién 2.11
La relacién “~” es una relacién de equivalencia.

Demostracion. La relacion “~" es reflexiva, simétrica y transitiva.

Reflexividad. Para todo (a,b) € S, se cumple que (a,b) ~ (a,b), ya que ab = ab

esto ultimo por le hecho de que A es DI

Simetria. Sea (a,b), (c,d) € S, suponemos que (a,b) ~ (c,d), entonces ad = bc

y ya que A es un D], se tiene que cb = da, por lo tanto (c,d) ~ (a,b).

Transitividad. Sean (a,b), (c,d), (¢, f) € S, suponemos que (a,b) ~ (c,d) y
(c,d) ~ (e, f), entonces ad = bcy cf = de, de estas igualdades y del hecho
que A es un DI, se tiene que bcf = bde = adf = bde = afd = bed, luego

aplicando la ley de cancelacion por la derecha se tiene que af = be, por lo tanto

(a,b) ~ (e, f). 0

Dado que ~ es una relacién de equivalencia, ésta particiona a S en clases de

equivalencia. Escribiremos [a,b] para representar la clase de equivalencia de

(a,b) € S.

Notacién. El conjunto cociente S/~ lo denotaremos por Ag.

Ya que Ag es el conjunto cociente formado por todas las clases de equivalencia,

se tiene que

Ags ={[a,b]: (a,b) € S}
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2.5. Campo de fracciones

Una vez que hemos definido el conjunto cociente de las clases de equivalencia,
si queremos mostrar que Ag es un campo, es preciso definir operaciones entre

elementos de Ag.

Definicion 2.17
Sean [a,b], [c,d] clases de Ag, se definen:

1. suma: [a,b] + [c,d] = [ad + bc, bd]

2. producto: [a,b][c,d] = [ac, bd|

Proposiciéon 2.12
Sana,b,c,d,a',b,c,d" € A.Si[a,b] = [d',b']y[c,d] = [c,d], entonces

1. [a,b] + [c,d] = [a, V] + [c,d']

2. [a,b][c,d] = [a', V][, d]

Demostracion.

1. De nuestra hipotesis se deduce que [ad + be, bd] = [a'd + V', b'd’], lo que es
equivalente a demostrar (ad + be)b'd’ = bd(a'd" +V'c’).
Dado que [a,b] = [d,V'] y [¢,d] = [/, d'], entonces ab’ = ba’ y cd’ = dc’, con

estas igualdades y con el hecho de que A es DI, se tiene que

(ad + bc)b'd’ = adb'd’ + beb'd’
=ab'dd’ + bb'cd’
= ba'dd' + bb'dc’
= bda'd" + bdb'’
=bd(a'd + V')

2. De nuestra hipoétesis se deduce que [ac, bd] = [a'c’,b'd’], lo que es equivalente a

demostrar (ac)b'd’ = bd(a'c’).
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Dado que [a,b] = [a', V'] y [¢,d] = [¢/,d'], entonces ab’ = ba’ y cd’ = dc’, con

estas igualdades y con el hecho de que A es D], se tiene que

(ac)b'd = ab'cd’ = ba'dc’ = bd(a'c’) n

Proposicién 2.13
Sea A un dominio de integridad y sea As = {[a,b] : (a,b) € S}. La terna

(As; +, ) es un campo.

Demostracion. Tenemos que mostrar que: (Ag; +) es un grupo abeliano, (Ag; -) es

un grupo abeliano y que el producto es distributivo respecto a la suma.
1. El par (As; +) es un grupo abeliano, ya que para todo [a,b], [c,d], [e, f] € Ag se
tiene que,

i. La suma es cerrada, se cumple por definicién.

ii. La suma es asociativa, ya que

([a,0] + [e,d]) + [e, f] = [ad + be, bd] + [e, f]
= [adf + bef + bde, bdf]
= [adf + b(cf + de), bdf]
= [a,b] + [cf +de, df]
= [a,b] + ([e,d] +[e, f])

iii. Existe el elemento neutro en Ag, dado por [0,1] tal que,
[a,b] +10,1] = [a(1) + b(0),b(1)] = [a, ]]

iv. Elemento inverso, para todo [a,b] € Ag existe su inverso [a,b]"! =

[—a,b] € As tal que, [a,b] + [—a,b] = [ab + (—ab),bb] = [0,bb] = [0,1].

v. La suma es conmutativa, ya que
[a,b] + [c,d] = [ad + bc, bd] = [cb + da,db] = [c,d] + [a, b]

Por lo tanto, (Ag; +) es un grupo abeliano.
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2.5. Campo de fracciones

2. El par (As; -) es un grupo abeliano, ya que para todo [a,b], [c,d], [, f] € As se

tiene que,

i. El producto es cerrado, se cumple por definicién.

ii. El producto es asociativo, ya que
(la,bl[c, d))[e, f] = lac, bd]le, f] = [ace, bdf] = [a(ce), b(df)]
= [a,b[ce, df] = [a,b]([c, d]le, f])

iii. Existe el elemento neutro en Ag, dado por [1, 1] tal que,
[a,0][1,1] = [a(1),b(1)] = [a, b]

iv. Elemento inverso, supongamos [b,a] € Ag es el inverso [a,b] € Ag no
nulo. Veamos que [a,b][b,a] = [1,1].
Como [a, b][b,a] = [ab, ba], pero ya que A es DI, tenemos ab = ba se puede
escribir como ab(1) = ba(1) de modo que (ab,ba) ~ (1,1), sigue que
[ab, ba] = [1,1] por lo tanto [a,b|[b,a] = [1,1].

v. El producto es conmutativo, ya que
[a,b][c,d] = [ac,bd] = [ca,db] = [c,d][a, D]
Por lo tanto, (Asg; -) es un grupo abeliano.

3. El producto es distributivo respecto a la suma, ya que

[a,0)([c, d] + le, f]) = [a, bl[cf + de, df]
= [acf + ade, bdf]
= [ac, bd] + [ae, bf]
= la,b][c,d] + [a,b][e, f]

Por lo tanto, (Ag; +, ) es un campo. O

La estructura que acabamos de probar, se denomina campo de fracciones.
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Ejemplos.

1. El campo de fracciones de Z es Q, ya que Z es un dominio de integridad y
sea el subconjunto S = Q = {(a,b) : a,b € Z, b # 0}. De donde se obtiene el
conjunto de clases Zg = {[a,b] : (a,b) € S} y junto con las operaciones suma
y producto de clases definido en Zs, se tiene que la terna (Zg; +, -) es el campo

de fracciones de Z.

2. El campo de fracciones de Z[i] es Q[i] = {a+ib: a,b € Q}, ya que Z]i] es un
dominio de integridad y sea el subconjunto Q[i] = {(x,y) : x,y € Z][i], y # 0}.
De donde se obtiene el conjunto de clases Z[ilg; = {[x,y] : (x,y) € Q[i]}y
con las operaciones suma y producto de clases definidas en Z[i]gj;, se tiene

que la terna (Z[i]q;); +, -) es el campo de fracciones de Z][i].

2.6 Clausura

Con los médulos I y I hemos querido resaltar las caracteristicas de dos estructuras
algebraicas pilares de investigacién en el Algebra Abstracta. Se han detallado
definiciones y propiedades de ambas estructuras, puntualizando en los resultados

mas relevantes.

Se espera que, con esta guia de estudios, que cubre los contenidos minimos de
la asignatura de Algebra Abstracta de la carrera de Matematica de la ESPOCH,
los estudiantes puedan entender las estructuras algebraicas de grupo y anillo, y le

animen a profundizar sobre las aplicaciones de esta hermosa teoria.

Otras lecturas que pudiera seguir el lector interesado en el topico son: la teoria
de moédulos y la teoria de Galois, de mucha relevancia dentro del estudio de la

matematica ver ([Bel9], [Bh94], [CI84], [Du03], [Gal7], [La05]).
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