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RESUMEN

En la actualidad no existe un modelo económico diferencial que permita evaluar la economía

ecuatoriana, por lo tanto, el objetivo de esta investigación fue aplicar el modelo de crecimiento

económico de Haavelmo, en la exportación del banano ecuatoriano, para validar así sus niveles

de ajuste y pronóstico. Por tanto, como metodología se identificaron datos reales de exportación

de este producto, en acumulados mensuales y anuales, por Franco a Bordo (FOB) y Toneladas

Métricas (TM). Se codificaron en lenguaje MATLAB las variantes del modelo, la simulación

de éstas por los métodos numéricos de Euler y Runge-Kutta (RK4) y la optimización local para

hallar las constantes incógnitas, mediante tres funciones objetivos: coeficiente de determinación

R2 ajustado (R2ajust), coeficiente de Pearson (Pxy) y la Suma de Residuales Cuadrática (SRC).

Como principales resultados se analizaron 48 experimentos que combinan los factores anteriores.

Las combinaciones con aceptables ajustes y pronósticos fueron: (1) método de Euler, variante

lineal, por R2ajust, con FOB y TM mensuales y FOB anual, (2) método RK4, variante lineal,

por SRC, con FOB y TM mensuales y (3) método Euler, variante no lineal, por SRC, con FOB y

TM mensuales. Se corroboró conceptualmente las incógnitas halladas con modelo de Haavelmo,

donde el ritmo de crecimiento siempre fue mayor que el de decrecimiento. Similar sucedió con

la elasticidad de la producción (a), donde fue baja para estimar FOB y TM mensuales, variante

lineal, según hechos históricos, como la COVID-19 y el Hongo Fusarium raza 4. Se concluye que

el modelo de Haavelmo, en su variante lineal, por el método de Euler, tiene preliminarmente un

potencial para estimar la trayectoria dinámica y pronosticar al FOB y TM en la exportación del

banano. Se recomienda sustituir la optimización local por global, para hallar con mayor exactitud a

las constantes incógnitas del modelo Haavelmo.

Palabras clave: <MODELO DE HAAVELMO>, <EXPORTACIÓN DEL BANANO

ECUATORIANO>, <MÉTODO DE EULER>, <MÉTODO DE RUNGE-KUTTA>, <BONDAD

DE AJUSTE>, <OPTIMIZACIÓN LOCAL>, <VALOR PRONÓSTICO>.
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ABSTRACT

At present, there is no differential economic model to evaluate the Ecuadorian economy; therefore,

the objective of this research was to apply Haavelmo’s economic growth model to Ecuadorian

banana exports, in order to validate its adjustment and forecast levels. Therefore, as a methodology,

real export data of this product were identified, in monthly and annual accumulated, by Free on

Board (FOB) and Metric Tons (MT). The model variants were codified in MATLAB language,

the simulation of these by the numerical methods of Euler and Runge - Kutta (RK4) and the

local optimization to find the unknown constants, by means of three objective functions: adjusted

R2 coefficient of determination (R2ajust), Pearson’s coefficient (Pxy) and the sum of Quadratic

Residuals (SRC As main results, 48 experiments combining the above factors were analyzed. The

combinations with acceptable fit and forecast were: (1) Euler method, linear variant, by R2adjust,

with monthly FOB and MT and annual FOB, (2) RK4 method, linear variant, by SRC, with monthly

FOB and MT, and (3) Euler method, non-linear variant, by SRC, with monthly FOB and MT.

The unknowns found with the Haavelmo model were conceptually corroborated, where the rate

of growth was always greater than the rate of decrease. Similar happened with the elasticity of

production (a), where it was low to estimate FOB and MT monthly, linear variant, according

to historical facts, such as COVID - 19 and Fusaruim Fungus race 4. It is concluded that the

Haavelmo model, in its linear variant, by the Euler method, has preliminary potential to estimate

the dynamic trajectory and forecast FOB and MT in banana exports. It is recommended to replace

local optimization by global optimization, in order to find more accurately the unknown constants

of the Haavelmo model.

Keywords: <HAAVELMO MODEL >, <ECUADORIAN BANANA EXPORTS >, <EULER

METHOD >, <RUNGE-FUTTA METHOD >, <GOODNESS OF FIT >, <LOCAL

OPTIMIZATION >, <PREDICTED VALUE >.

Dra. Nanci M. Inca Ch.

0602926719

xiv



INTRODUCCIÓN

En las matemáticas, es usual aplicar el estudio de fenómenos que ocurren en diferentes ámbitos de

la vida, en distintas ciencias o disciplinas, y que pueden ser descritos mediante alguna expresión

matemática, ya sea determinística o probabilística. Es decir, a través de un modelo matemático,

empleando funciones, ecuaciones o fórmulas matemáticas, es posible plantear un hecho real o

fenómeno complejo que sigue leyes y propósitos.

Recientemente, se han propuestos varios modelos matemáticos que describen una amplia gama de

situaciones y fenómenos, uno de ellos es el que emplea ecuaciones diferenciales. Estos modelos

tienen gran relevancia en diferentes ámbitos como la Biología, la Física, la Química, y la Economía,

como caso particular y de interés en este trabajo (Mendoza, 2019 pp. 34-46).

Las ecuaciones diferenciales son una herramienta matemática que se caracteriza por un grupo de

derivadas de una función y la misma función, además de las variables de las que depende. En cuanto

a sus aplicaciones, las funciones involucradas en un sistema de ecuaciones diferenciales representan

cantidades o magnitudes físicas, lógicas, entre otras entidades de comprensión del mundo. Sus

derivadas representan razones de cambio y las ecuaciones definen las relaciones entre ellas, en

tiempo y espacio. Estas relaciones entre cantidades o magnitudes y sus tasas o razones de cambio

son frecuentes en disciplinas de las ciencias exactas, como la Física, la Astronomía, la Química,

la Ingeniería, la Biología o la Economía, entre otras (Sotomayor, 2021). En esta última disciplina, se

encuentran las ecuaciones diferenciales ordinarias, aplicadas a modelos de crecimiento económico

desarrollado por el economista noruego Trygve Haavelmo, en su libro del año 1954 (Haavelmo, 1954

pp. 24-28), luego más fundamentadas por autores como Acciarini (Acciarini, et al., 2019 pp. 1-22).

1



CAPÍTULO I

1. EL PROBLEMA DE LA INVESTIGACIÓN

1.1. Planteamiento del problema

La estructura económica de un país cambia constantemente por: las diferentes políticas fiscales;

mercados nacionales y exteriores cambiantes; externalidades, como el colapso financiero producto

de una pandemia (como la COVID-19) o una guerra (por ejemplo, la actual guerra de Rusia contra

Ucrania). El caso del país Ecuador no ha sido una excepción que, aunque haya tenido una buena

evolución luego de la aplicación del sistema de la dolarización, sigue presentando una tasa alta de

desempleo e inflación, con saldo negativo en la balanza de pagos (Cajape, 2012 págs. 1-5; Batalla Arroyo,

et al., 2021 pp. 1-6).

A lo largo del tiempo, sobre todo después de la Segunda Guerra Mundial, se han propuesto varios

modelos para el estudio macroeconómico de las naciones. En estos modelos se ha escogido el

crecimiento económico como una variable macro-económica medible a través de indicadores

conocidos, como el Producto Interno Bruto, que sirve para valorar el crecimiento de la producción

de todos los productos y servicios terminados dentro de una economía completa y cerrada, en un

territorio y en un periodo especificado (Orlandini, et al, 2020, p. 70).

Sin embargo, en la actualidad no existe un modelo económico diferencial que permita evaluar

la economía ecuatoriana. Por tal motivo, se desea validar el modelo matemático de Haavelmo,

en alguna de sus variantes, para conocer el nivel de factibilidad de su sistema de ecuaciones

diferenciales dentro de la economía de Ecuador. Por tanto, este trabajo investigativo tiene como

propósito generar un documento demostrativo, basado en un estudio documental, analítico y

experimental, donde se detalle la contrastación entre los valores generados por simulación del

modelo de Haavelmo con los datos reales del crecimiento productivo en la exportación del banano

ecuatoriano, como renglón destacado en Ecuador, registrados en todo un período hasta agosto del

2022 (Banco Central de Ecuador, 2022). Para una contribución a la solución del problema planteado, se

establece la siguiente interrogante principal:

¿El modelo de Haavelmo será capaz de proporcionar un sistema dinámico que permita reproducir y

pronosticar el crecimiento económico del banano en el Ecuador?

2



1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Aplicar el modelo de crecimiento económico de Haavelmo en la exportación del banano ecuatoriano

para validar sus niveles de ajuste y pronóstico.

1.2.2. Objetivos específicos

• Adaptar el modelo matemático bajo el principio de Haavelmo, en base al crecimiento económico

de la exportación de banano ecuatoriano, en un período de varios años y meses.

• Simular, bajo condiciones iniciales, al modelo de Haavelmo adaptado, mediante métodos

numéricos computacionales.

• Contrastar y Validar los resultados de las simulaciones del modelo de Haavelmo adaptado con

los datos reales de la exportación de banano ecuatoriano, en cuanto a sus niveles de ajustes y

pronósticos.

1.3. Justificación

La presente investigación es motivo de la necesidad de aplicar un modelo matemático de crecimiento

económico, basado en ecuaciones diferenciales, para productos de exportación en Ecuador, tales

como el banano, donde este país es líder mundial. Es convincente que cada vez se suceden

y aumentan los factores que pueden influir en los cambios de los ritmos económicos de los

productos primordiales para el ser humano. Inflaciones de precios, disturbios políticos, pandemias,

guerras, sismos, cambios climáticos bruscos, entre otros, son los esos factores que encabezan las

principales causas de pueden cambiar el buen ritmo de crecimiento económico, como los alimentos.

Actualmente, gracias al desarrollo y las múltiples aplicaciones de los modelos matemáticos, las

ecuaciones diferenciales son una herramienta matemática eficaz, para poder formular modelos

económicos y predecir, con aceptable aproximación, el comportamiento en el futuro de un

crecimiento productivo, como la exportación del banano ecuatoriano (Sotomayor, 2021).

El modelo de Haavelmo ha tenido gran aceptación en el área académica, científica, empresarial

e incluso en el área gubernamental, en diversos países, comenzando por las naciones del primer

mundo y hace unas décadas, paulatinamente, se ha ido aplicado este tipo de modelos a diversas

áreas de la economía y la demografía en países de América Latina.
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CAPÍTULO II

2. MARCO TEÓRICO

2.1. Antecedentes

Los investigadores Orlandini y Salamanca publicaron una investigación (Orlandini, et. al, 2020, p. 70),

cuyo análisis fue que el cambio del crecimiento económico, entendido como la tasa de crecimiento

del Producto Interno Bruto (PIB), es consecuencia del cambio del aumento poblacional. La

investigación fue de tipo longitudinal y cuantitativo, que explica la variación del crecimiento

económico en función de la variación del crecimiento poblacional. Se emplearon métodos

estadísticos y matemáticos para estimar los valores del crecimiento poblacional en un período de

30 años, junto con la cantidad de hombres y mujeres en edad laboral. Se aplicaron ecuaciones

diferenciales lineales heterogéneas, siendo el crecimiento poblacional la variable independiente

que, al cambiar su valor, genera cambios la variable dependiente de crecimiento económico. Luego

se procedió a calcular la tasa de crecimiento económico, pronosticado para los 30 años, bajo

la suposición de que los otros factores que influyen en el crecimiento de la PIB se mantienen

constantes. Del anterior estudio, se pudo constatar que existe suficiente evidencia estadística

para establecer que el aumento poblacional, con edad laboral, tiene una relación directa con el

crecimiento económico. Otra conclusión toma atención en la metodología usada, pues todas las

diferentes clases de ecuaciones diferenciales lineales ya sean heterogéneas, homogéneas o de

variable separable, constituyen procedimientos sencillos que permiten evaluar matemáticamente la

realidad para relacionar variables dinámicas, controlables o no, por tanto son válidas y confiables

científicamente.

Exportaciones de banano

Desde hace más de 20 años, el país de Ecuador es líder mundial en las exportaciones de banano,

que representa el 26%. Se ofertan estos tipos de banano: Cavendish, orito o baby banana y banano

rojo. Otros países protagonistas en el mercado del banano son: Guatemala, Filipinas, Costa Rica,

Colombia, India, China, Brasil, convirtiendo a América Latina como el continente líder de esta

producción. Las excelentes condiciones climáticas y ecológicas en Ecuador han permitido que

pequeños, medianos y grandes productores desarrollen la explotación de banano, que permiten

abastecer la demanda mundial los 365 días del año, donde los principales mercados son Rusia y la

Unión Europea (UE) (Banco Central de Ecuador, 2022).
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Las publicaciones de los datos de exportación del banano, y otros productos, se ofrecen en FOB

y TM. Las siglas anglosajonas FOB vienen de Free On Board, que se traduce como ‘franco a

bordo’, se utiliza exclusivamente para transporte marítimo o fluvial. Con este término comercial

internacional: (1) El vendedor entrega la mercancía en el puerto de embarque y asume los costos de

trámites aduaneros de exportación y licencias de exportación; (2) el comprador realiza los trámites

de importación, consigue el transporte desde el puerto de embarque y asume los costos durante la

entrega de la mercancía (descarga, flete, despacho, etc.). Las siglas hispanas TM vienen de Tonelada

de mercancía. Según el Diccionario del Comercio Internacional, TM es la unidad de medición de

volumen igual a 40 pies cúbicos. Se usa para medir la carga o capacidad de carga de un buque,

avión, camión o vagón ferroviario. También se denomina tonelada de medición. El FOB y TM se

publican como datos acumulativos de meses o años, mediante tablas en formato Excel.

Entre las posibles afectaciones al crecimiento económico de productos de exportación, como el

caso del banano ecuatoriano, están: (1) las guerras directas o indirectas de los principales países

importadores o regiones donde se ubican los principales mercados (ejemplo: guerra de EEUU

contra Afganistán en 2001, la Guerra de Rusia contra Ucrania en 2022), (2) las enfermedades a la

fruta por insectos o bacterias, (3) pandemias mundiales o regionales (ejemplo: COVID-19) y (4) los

cambios climáticos extremos.

La empresa Expobanal (Expobanal, 2022) es la empresa ecuatoriana dedicada al negocio de producción

y exportación de Banano. Desde la página web de estadísticas del Comercio Exterior, es posible

extraer, en formato de tablas Excel, las exportaciones acumulativas por períodos mensuales, desde

el 2000 hasta agosto 2022 (véase Figura 1-2), o por períodos anuales (véase Figura 2-2), desde

1995 hasta 2021 (Banco Central de Ecuador, 2022).

Ilustración 1-2: Exportaciones mensuales del Banano desde Ecuador al resto del mundo.

Fuente: García, Jesús, 2022.
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Ilustración 2-2: Exportaciones anuales del Banano de Ecuador al mundo.

Fuente: García, Jesús, 2022.

En la Figura 1-2 se observa un crecimiento con tendencia a una función sigmoidea, mientras que en

las Figura 2-2 see observa un crecimiento con tendencia a una función sigmoidea.

2.2. Modelos Matemáticos y ecuaciones diferenciales

Un modelo matemático es como una réplica, una aproximación dinámica de las características más

importantes de un sistema auto-organizado, con el propósito de derivar un sistema de ecuaciones que

determinen su comportamiento. Este sistema de ecuaciones puede ser lineal o no lineal. Un modelo

matemático permite resoluciones rápidas y simples, no obstante, los modelos no lineales, ofrecen

ciertas características del sistema que los modelos lineales no proporcionan. Es frecuente describir

el comportamiento de algún sistema o ecosistema o cualquier fenómeno de la vida real en términos

matemáticos; dicho sistema puede ser físico, sociológico o hasta económico. Los conceptos, el

diseño y formulación de un modelo matemático de un sistema dinámico real comprende (Córdova,

2012 pp. 13-14):

a) Identificación las variables causales del cambio del sistema dinámico, estableciendo una notación

matemática.

b) Formulación del modelo para establecer un conjunto de hipótesis razonables que incluya todas

las leyes empíricas aplicables al sistema. Es decir, el modelo matemático puede ser una ecuación

o un sistema de ecuaciones diferenciales.

c) Resolución del modelo planteado.
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d) Interpretación de la solución matemática. Se dice que el modelo es razonable si su solución

es consistente con los datos observables (experimentales), o los hechos conocidos acerca del

comportamiento del sistema.

e) Aumento de la resolución. Se puede elevar la complejidad del modelo matemático y así la

probabilidad de que se deba conformar con una solución aproximada.

Muchos problemas de la ingeniería, la química, la física, la biología, etc., se formulan como un

sistema de ecuaciones matemáticas, en las que se tiene que determinar una función incógnita. Con

frecuencia, estas ecuaciones contienen no sólo una función incógnita, sino también se involucran

una o más derivadas de esa función. Tal sistema se denomina sistema de ecuaciones diferenciales.

Sistemas de este tipo se clasifican de acuerdo con el tipo, el orden, el grado y la linealidad (Gutiérrez,

et. al, 2005).

Estos sistemas de ecuaciones diferenciales se clasifican en dos tipos: la Ecuación Diferencial

Ordinaria (EDO) y Ecuación Diferencial Parcial (EDP). Si la función incógnita solo depende

de una variable independiente, la ecuación se llama EDO. Mientras, si la función desconocida

depende de dos o más variables independientes, tal que la ecuación contenga derivadas parciales

de la función, este sistema se llama EDP o ecuación en derivadas parciales. Como un ejemplo,

tenemos la ecuación:
dy
dx

+5xy = 0 ó y′+5xy = 0 (2.1)

Aquí, y es una función desconocida de una sola variable independiente x. Por tanto, la ecuación es

una EDO.

En cambio, en la ecuación de la onda:

∂ 2E
∂ t2 − c2 ∂ 2E

∂x2 = 0 (2.2)

Es una EDP, porque el campo de la onda E(x, t) es la función incógnita, la cual depende de dos

variables independientes, que son la coordenada x y el tiempo t.

En cuanto al orden: el orden de una ecuación diferencial corresponde al de más alto entre las

derivadas que aparecen en la ecuación. Por ejemplo, la ecuación (2.1) es de orden 1, mientras que

en la ecuación (2.2) es de orden 2.

Con el grado: es respecto a la potencia de la derivada de mayor orden, siempre que la ecuación esté

en forma polinomial. En particular, si la variable dependiente y sus derivadas son de grado 1, se la

llama “lineal”.
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2.3. Modelos matemáticos de ecuaciones diferenciales ordinarias

Las EDO son comunes en todas las facetas de la ingeniería y la ciencia. Se utilizan para modelar y

simular fenómenos físicos como el flujo de aire turbulento, las órbitas de los satélites, la transferencia

de calor, las vibraciones y muchos otros. Están en la base de cómo los humanos entienden la física

y las matemáticas. Si bien podemos crear estas ecuaciones basándonos en la intuición y nuestra

comprensión fundamental de cómo funciona el mundo, resolverlas puede ser aún más desafiante.

2.4. Métodos para resolver las EDO

Ahora bien, se tienen tres tipos (3) de soluciones a las EDO, estos son: (i) métodos analíticos, (ii)

métodos gráficos y (iii) métodos numéricos (Imran, 2022 pp. 1930-1957).

En los métodos analíticos se busca la función incógnita y. Si un problema se puede resolver

analíticamente, comúnmente se supone que es una solución con mucha exactitud. La mayoría de

las EDO aplicadas puede que no tengan una solución por métodos exactos o analíticos, o tienen

soluciones exactas lo suficientemente tediosas debido a la participación de una gran cantidad de

integrales. Por lo tanto, reflexionaríamos sobre los otros métodos, como el de encontrar soluciones

numéricas.

Los métodos gráficos pueden dar una idea muy útil de la naturaleza de las soluciones de las

EDO, pero aquí también se enfrenta a muchas deficiencias adversas, algunas de las cuales son las

siguientes: (i) La técnica del dibujante lleva a limitar la precisión, (ii) se realizan juicios subjetivos

y (iii) es muy difícil calcular el error. Debido a la ausencia de métodos básicos, encontramos las

soluciones numéricas de las EDO.

Los métodos numéricos tienen como objetivo, no el hallar la función incógnita y, sino hallar los

valores de sus derivadas, a partir del problema del valor inicial x0 o también llamado problema de

Cauchy. En este grupo de métodos, al resolverse una ecuación diferencial, necesitamos obtener

cierta solución particular que debe satisfacer algunas condiciones adicionales. Entre los métodos

numéricos más utilizados en la práctica están: el método de Euler, el Euler modificado y el método

de Runge-Kutta de cuatro coeficientes (RK4).

Es en este preciso caso, que se utilizan los métodos numéricos para aproximarnos a los valores de

salida de las derivadas de una EDO, en particular, si simula la posible evolución, conforme a la

variable independiente (por ejemplo: el tiempo t), para dar pronósticos futuros y así seleccionar

estrategias de interés para favorecer el comportamiento complejo del fenómeno objeto de estudio

en beneficio humano o de la naturaleza. Una de las fases para corroborar que se está realizando

una buena aplicación de un modelo EDO, por medio de los métodos numéricos, es la comparación
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estadística de los datos simulados con datos reales e históricos, bajo un estudio retrospectivo, para

así comprender el nivel de confianza en los valores a pronosticar en el futuro que aún no han llegado.

Es entonces aquí donde se aplican técnicas de contrastación y validación (véase apartado 2.4.2.).

2.4.1. Solución a las EDO mediante métodos numéricos

Se mencionaron tres métodos numéricos para obtener la solución numérica aproximada de las EDO

de orden uno, junto con el problema del valor inicial (PVI), que tiene la forma:

y′ = f (x,y(x)),y(x0) = y0, x0 ≤ x ≤ xn (2.3)

Donde:

y′ =
dy
dx

,

f (x,y(x)) es una función dada,

y(x) es una solución a la EDO de (2.3)

Aquí se intenta hallar la solución de la ecuación (2.3), sobre un rango finito dado x0 ≤ x ≤ xn. Es

posible que no se encuentren valores continuos de la solución y(x), pero se producirá una solución

aproximada a y en diferentes valores, que llamamos puntos de malla, en el rango x0 ≤ x ≤ xn.

La selección de los valores xi se define cómo xi = x0 + ih, i = 1,2, . . . ,n. Se dice que el número

h es la longitud del paso. La solución aproximada de la ecuación (2.3) es conocida por una

colección de puntos {(x0,yi) : i = 1,2,3, . . . ,n} y cada punto muestra una aproximación con los

correspondientes puntos (xi,y(xi)) en la curva solución.

2.4.1.1 Métodos de Euler

La forma generalizada del método de Euler es dada por:

yn+1 = yn +h f (xn,yn); n = 0,1,2,3, . . . (2.4)

Mientras que la forma generalizada del método de Euler Modificado es dada por:

yn+1 = yn +h f{xn +
h
2
,yn +

h
2

f (xn,yn)}; n = 0,1,2,3, · · · (2.5)

En este caso, en el trabajo de Guzowska (2008, pp. 45-55), se ha brindado una contribución a este

problema de cálculo y precisión, específicamente a favor del modelo de Haavelmo, para así lograr

un justo proceso de contrastación. Este plantea que, después la aplicación de un método (numérico)

de discretización a un sistema EDO, el resultado es un sistema de ecuaciones en diferencia (SED)
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o sistemas de tiempo discreto, como también se les denomina.

Un ejemplo ilustrativo es el modelo EDO logística:

dx
dt

= x(1− x) (2.6)

Con la condición inicial:

x(0) = x0

Luego, si aplicamos el método de discretización de Euler, se produce la siguiente SED:

xn+1 = xn +hxn(1− xn), x(0) = x0, n = 0,1,2 . . . (2.7)

Este SED posee una dinámica notablemente diferente, como la ruta de bifurcación de duplicación

del período para una posible condición de caos . En un SED, las soluciones a un estado estable

(punto fijo) se definen bajo la condición xn+1 = xn. Mientras que en EDO, una solución de estado

estable debe satisfacer que dx/dt = 0.

2.4.1.2 Métodos de Runge-Kutta

Los métodos Runge-Kutta son una familia de métodos interactivos, que incluyen el método de

Euler, usado en discretización temporal para soluciones aproximadas de ecuaciones simultáneas no

lineales. Los métodos Runge-Kutta fueron desarrollados cerca del año1900, por los matemáticos

alemanes Carl Runge y Wilhelm Kutta. La fórmula generalizada del método Runhe-Kutta (RK-4)

es dada por:

yn+1 = yn +
1
6
(k1 +2k2 +2k3 + k4); n = 0,1,2,3, . . . (2.8)

Donde:

k1 = h f (xn,yn)

k2 = h f (xn +
h
2
,yn +

k1

2
)

k3 = h f (xn +
h
2
,yn +

k2

2
k4 = h f (xn +h,yn + k3)

2.4.2. Contrastación y validación de modelos EDO

La contrastación , del verbo contrastar, sirve para comprobar la exactitud o autenticidad de algo,

es el proceso por el cual los científicos “hacen testeo o ponen a prueba” algunas ideas sobre el

mundo con la experiencia, siguiendo unas reglas o algún patrón. Esto significa que ponen a examen

cuán adecuada es una afirmación, una hipótesis, o un conjunto de hipótesis o una teoría (Filociencias,
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2014). La contrastación de modelos EDO se realiza con datos reales discretos, medidos con cierta

precisión y de forma pausada con la variable independiente. La variable independiente del tiempo t

(segundos, horas, días, meses, etc.) es la más utilizada en la práctica para buscar mejores pronósticos

del comportamiento temporal y futuro de un sistema o fenómeno auto-organizado. El proceso de

contrastación se puede dividir en dos etapas (Peña, 2014):

1. El diseño y ejecución experimental

2. La verificación y validación

El diseño experimental o del experimento consiste en preparar el flujo de cambios paramétricos,

los cuales están dentro de las EDO, con el objetivo de minimizar los errores entre el resultado

simulado del modelo (por algún método numérico) y los datos reales del problema en cuestión.

Estos cambios son realizados mediante métodos de optimización. Precisamente el flujo de

optimización-verificación-cambios de parámetros es la ejecución experimental. La verificación

sirve para probar si la lógica operacional del proceso de simulación es correcta (como la depuración

del código de la simulación) y si el modelo EDO discretizado hace lo que se espera para resolver el

problema planteado en la dinámica de los datos reales, como sistema objetivo. La validación sirve

para probar que el modelo representa fielmente el sistema objetivo, en una comparación de los

resultados del modelo con los datos recogidos del sistema real. De esta forma, se responde a la

pregunta de si el modelo hace lo que hace el sistema real. La validación también es la aprobación, a

través de procedimientos estadísticos adecuados, de un nivel aceptable de confianza del modelo

matemático planteado, bajo cálculos de precisión, de tal modo que las interpretaciones para el

sistema real, efectuadas a partir de las inferencias obtenidas con el modelo de simulación, sean

correctas. La validación de un modelo matemático es una de las etapas más cruciales y al mismo

tiempo más difícil dentro del ciclo completo de una modelización predictiva, como caso particular

que es de interés en este trabajo (Peña, 2014).

La validación del modelo asegurando la adecuación estadística no es equivalente a (i) el modelo ’se

ajusta bien a los datos’ o (ii) puede simular ‘datos que parecen realistas’. Haavelmo (1940) advirtió

con anticipación a los econometristas contra las mismas estrategias de modelado utilizadas por los

practicantes de DSGE (dynamic stochastic general equilibrium): En la investigación moderna del

ciclo económico se usa comúnmente el siguiente procedimiento: primero, se establece un modelo

matemático (un sistema dinámico determinado), como un intento de describir aproximadamente

las interconexiones entre un conjunto de variables económicas, sus derivadas temporales, valores

rezagados, y así sucesivamente, en términos de estrictas relaciones funcionales. Mediante algún

procedimiento estadístico, las constantes en el sistema se estiman a partir de la correspondiente

serie de tiempo observada. Entonces el sistema se “resuelve”, es decir, las variables se expresan
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como funciones explícitas del tiempo, involucrando los parámetros estimados. El grado de

conformidad entre estas soluciones teóricas y la correspondiente serie temporal observada se

utiliza como prueba de la validez del modelo. En particular, dado que la mayoría de las series de

tiempo económicas muestran movimientos cíclicos, uno se ve obligado a considerar solo modelos

matemáticos cuyas soluciones son ciclos que corresponden aproximadamente a los que aparecen en

los datos (Spanos, 2015: pp. 171-196).

2.4.2.1 El coeficiente de determinación de R2

Para validar si los modelos de EDO se ajustan a datos reales, a menudo se usa el coeficiente de

determinación (R2). Este coeficiente R2 oscila entre 0 y 1. Cuanto más cerca de 1 se sitúe su valor,

mayor será el ajuste del modelo a la variable que estamos intentando explicar. Por el contrario,

cuanto más cerca de cero (0), menos ajustado estará el modelo y menos fiable será.

En el trabajo de Patricia Palma se definen los pros y contras del uso de R2 como indicador de

la calidad de los modelos lineales y no lineales; junto a las posibles soluciones a los problemas

derivados de su aplicación. Además, se analiza la necesidad de probar los parámetros del modelo y

la aplicabilidad del número de parámetros a considerar dentro del modelo utilizado, aspecto que

influye en la calidad del ajuste (Palma, 2022: pp. 1-12).

El coeficiente de determinación presenta la siguiente formulación:

R2 = 1− ∑
n
i=1(si − ri)

2

∑
n
i=1(ri − r)2 , (2.9)

Donde:

n es el número de observaciones,

r es el vector con los valores de referencia, que en nuestro caso son los datos reales.

s es el vector con los valores estimados para r, que en nuestro caso sería la simulación del modelo

matemático.

r es la media aritmética de las observaciones en el vector r.

El numerador es la suma de los cuadrados del residuo entre el vector de referencia y el estimado de

éste. El denominador es la suma de cuadrados total corregida para la media.

El problema de R2 radica en que no penaliza la inclusión de variables explicativas no significativas.

Es decir, por ejemplo, supongamos que hay dos equipos de beisbol que se enfrentarán. Si al modelo

se añaden tres variables explicativas que guardan poca relación con los lanzamientos del pitcher

(tiempo máximo en el montículo antes de lanzar, velocidad en millas del lanzamiento y el número

de faults hacia el público de atrás), para ponchar a un bateador, el R2 aumentaría. Es por ello que
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muchos expertos en econometría, estadísticos y matemáticos se oponen al uso del R2 como medida

representativa de la bondad del ajuste real.

2.4.2.2 El coeficiente R2 ajustado

Para aminorar el problema anterior, se utiliza un estimador más preciso para R2, que es el R2

ajustado, como sigue (Palma, 2022: pp. 1-12):

R2
= 1− N −1

N − k−1
(1−R2) (2.10)

Donde:

N es el tamaño de la muestra, similar a n en 2.9 y

k es el número de variables explicativas.

Por deducción matemática, a valores más altos de k, más alejado estará el R2 ajustado del R2

normal. Al contrario, a valores más bajos de k, más cerca estará de 1 la fracción central y, por tanto,

más parecidos serán R2 ajustado del R2 normal.

2.4.2.3 Coeficiente de Pearson

En 1895, Karl Pearson publica su nuevo coeficiente Pxy de correlación estadística. El coeficiente Pxy

se encuentra en el dominio [−1;1], interpretándose que si es igual a −1, hay una correlación lineal

perfecta e inversa. Si Pxy se acerca a 1, existe una correlación lineal directa y si Pxy se acerca a 0, no

existe correlación o es nula. Así, se tiene que su expresión es como sigue (Pearson, 1895: p. 214):

Pxy =
σxy

σxσy
(2.11)

Donde:

σ
2
x =

1
n

n

∑
i=1

x2
i − (x)2, x =

1
n

n

∑
i=1

xi (2.12)

σ
2
y =

1
n

n

∑
i=1

y2
i − (y)2, y =

1
n

n

∑
i=1

yi (2.13)

σxy =
∑

n
i=1 xy
n

− xy, (2.14)

x con y son los vectores, de tamaño n, cuyos datos reales se desea conocer su correlación.

2.4.2.4 La suma de Residuales Cuadrática
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Otro criterio para estimar el nivel de bondad de ajuste es la Suma de Residuales Cuadrática (SRC).

Observándose las fluctuaciones en la evolución del FOB mensual de las exportaciones del banano,

este criterio estadístico puede dar diferente perfil de evaluación, comparado a los coeficientes

anteriores, debido a que puede acercar los valores del vector estimado a la función no lineal en

tendencia de la curva de progresión económica. Basándose en la propuesta de Marco-Sanjuan

(Marco Sanjuan, 2018), la SRC como vector se puede calcular como:

SRC =

√
1
n

n

∑
i=1

Å |ri − si|
ri

ã2

+
n

∑
i=1

Å
ri − si

ri

ã2

, (2.15)

Donde:

n es el número de observaciones,

r es el vector con los valores de referencia,

s es el vector con los valores estimados para la referencia r.

2.5. Definición de un modelo económico

2.5.1. El crecimiento económico

El crecimiento económico es el aumento sostenido del producto en una economía. Usualmente se

mide como el aumento del PIB real en un período de varios años o décadas. Cuando se observa

un crecimiento económico de un país, quiere decir que han mejorado las condiciones de vida del

individuo promedio, es por esto que para muchos economistas a resultado de gran interés este

tema. Según Furtado, el crecimiento económico se puede observar en tres aspectos: (1) en un

aumento paulatino de la eficacia del sistema social de producción, (2) en la satisfacción de las

necesidades básicas de los ciudadanos y (3) en la presencia y acción de grupos productivos, que

ofertan y compiten en la utilización de los bienes y servicios que la sociedad necesita (Furtado,

2000: pp. 7-11). Por otra parte, los economistas Nurske, Lewis, Baran, Rosenstein, sostienen que

el desarrollo se obtiene con la acumulación de capital como eje central, la ampliación del sector

industrial y la inversión de capital físico, para así lograr un producto industrial bruto sostenido

(Valcárcel, 2006, pp. 3-40). Se ha logrado conocer la importancia que tiene la exportación de banano

y su importancia en la economía de Ecuador, en lo que se ha determinado como una de las

mayores producciones exportadas que generan mayor crecimiento económico en el país, así como

se determina la relevancia de la magnitud en exportar el banano a otros países como Europa, Asia y

Norteamérica (Bueno, 2022 pp. 2-24).
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2.5.2. Un modelo económico

La primera idea de que un modelo económico representa una serie de experimentos hipotéticos

se expresó con más fuerza en el artículo de Haavelmo de 1944 (The Probability Approach in

Econometrics) donde afirma (The probability approach in econometrics, 1944): Creo que lo que hace que

una parte de la economía matemática no sea solo matemática sino también economía es esto: cuando

establecemos un sistema de relaciones teóricas y usamos nombres económicos para las variables

involucradas, que de otro modo serían puramente teóricas, tenemos en mente algún experimento

real, o algún diseño de un experimento, que al menos podríamos imaginar organizar, para medir

esas cantidades en la vida económica real que creemos que podrían obedecer las leyes impuestas a

sus homónimos teóricos (Supplement to Econometrica. 12 91944, p. 5; Citado en Pearl 2012, 1-2).

¿Cómo se podrían predecir los resultados de experimentos que nunca fueron realizados ni previstos

por el modelo? ¿Cómo puede un conjunto de ecuaciones ordinarias encapsular la información

necesaria para predecir la gran variedad de intervenciones que la política de un fabricante desear

evaluar? ¿Cómo se codifica esta gran cantidad de información?, de forma no paramétrica, y ¿de

qué medios disponemos para extraerlo de su codificación?, son de las preguntas que se realizan

ante el proceso de validar un modelo matemático, para evaluar su valor pronóstico con respecto

a datos reales, como el saber si las exportaciones de un producto puedan aumentar, disminuir o

estabilizarse en un nivel de crecimiento económico.

En gran medida, esta típica resistencia proviene de la ausencia de una notación matemática distinta

para marcar los supuestos causales que entran en un modelo económico; la sintaxis de las ecuaciones

parece engañosamente algebraica, similar a la de los modelos de regresión, por lo que carece

de contenido causal. Algunos economistas, atraídos por esta similitud superficial, concluyeron:

“Primero debemos enfatizar que, dado que los términos de perturbación no son observables, los

“supuestos” habituales de covarianza cero generalmente se reducen a meras definiciones y no tienen

necesariamente implicaciones de causalidad y exogeneidad (Pearl 2015: pp. 152-179; Tenorio et al. 2013:

pp. 165-199).

2.6. Modelo de crecimiento económico de Haavelmo

El modelo de Haavelmo (o modelo Haavelmo) ilustra acerca de la utilidad de las ecuaciones

diferenciales en el análisis dinámico. De igual forma, ayuda a reflexionar sobre la expansión

continuada de las posibilidades de producción, medida como el incremento del PBI real durante un

tiempo dado (Acciarini, et al., 2019 pp. 1-22).

El siguiente modelo simple de crecimiento económico ha sido construido por Haavelmo en 1954
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(Haavelmo, 1954 pp. 24-28; Ohkuma, 1980: pp. 1-19):

Ṅ(t)
N(t)

= α −β
N(t)
X(t)

(2.16)

X(t) = F [N(t)] (2.17)

Dónde α y β son constantes positivas y X(t) es el flujo total de medios de subsistencia

disponibles para la población (o para un producto o servicio). Se interpreta α a reflejar el

ritmo de nacimientos, recolectas o resultados y β
N
X como el ritmo de muertes, deterioros o

mermas. El término (N(t))/(X(t)) es la densidad de población en el momento t y se indica cómo

1/x(t)x(t) = (X(t))/(N(t)) puede interpretarse como la subsistencia disponible para la población

per cápita. Si X(t) es constante, entonces el sistema es una ecuación logística. En ese caso, una

elevada tasa de crecimiento de la población (Ṅ(t))/(N(t)) se logra al disminuirse N(t) al menos

temporalmente, entonces baja la tasa de crecimiento de la población (Ṅ(t))/(N(t)) a medida que

aumenta N(t) debido al empeoramiento de la situación económica. Por esa razón, la función dibuja

la curva S. El modelo Haavelmo (1954), por otro lado, tiene X(t)que depender de (Ṅ(t))/(N(t))

y es el resultado de la producción. Un aumento de N(t), es por una alta producción X(t). En este

caso, (Ṅ(t))/(N(t)) aumentan debido a que el aumento de x(t) enriquecería la vida de las personas,

pero la estabilidad del sistema no es evidente. También las condiciones de estabilidad cuando el

sistema con la función de producción es lineal o no lineal han sido examinadas por Haavelmo.

La primera es la siguiente función de producto lineal (Haavelmo, 1954 pp. 24-28)

X(t) = aN(t)+b (2.18)

Dónde a y b son constantes no negativas. La segunda es la siguiente función de producto no lineal:

X(t) = K [N(t)]a (2.19)

Dónde K y son constantes positivas.

La constante a se interpreta como la elasticidad de producción o coeficiente de productividad,

como originalmente fue denominado (Haavelmo, 1954 p. 29). La constante a muestra la respuesta de la

producción cuando cambia la cantidad del factor. Ejemplo: una empresa contrata a 100 personas

y produce 200 pares de zapatos por día. Si la cantidad de personas contratadas aumenta a 120,

es decir, se produce un incremento del 20% en el número de contratos de trabajo, y la cantidad
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producida de pares de zapatos aumenta a 285, es decir, se produce un incremento del 42.5% en la

cantidad producida, la elasticidad de la producción es (EconoWiki 2017):

a =
∆C/C
∆P/P

=
100/200
120/285

=
0.5
0.42

= 1.19 (2.20)

Si a = 1, la producción tiene retornos constantes a escala. Si a > 1, la producción presenta retornos

crecientes a escala (caso del ejemplo). Y si a < 1, la producción presenta retornos decrecientes a

escala.

2.7. Evaluación del modelo matemático de Haavelmo

En este apartado, se muestra la evaluación del modelo matemático de Haavelmo, en sus variantes

lineal y no lineal, en cuanto a su estabilidad y convergencia como sistema dinámico. Puesto que se

realizará su solución mediante métodos numéricos, es necesario conocer estos aspectos. También la

evaluación de la estabilidad y convergencia se muestra desde el punto de vista analítico (Guzowska

2008, pp. 45-55). Para el caso no lineal, si se unen las dos ecuaciones 2.16 y 2.19, se obtiene la

siguiente ecuación diferencial:

dN(t)
dt

= αN(t)− β

K
N(t)2−a, (2.21)

Usando la sustitución de Bernoulli, es fácil observar que este sistema tiene dos puntos estacionarios,

cuando dN(t)
dt = 0:

N∗
1 = 0 y N∗

2 =

Å
αK
β

ã 1
1−a

, (2.22)

Por el conocimiento de estabilidad, la solución estacionaria se puede escribir como una solución

general que describe la ruta temporal siguiente:

N(t) =

ÑÄ
K(N(0))a−1 − β

α

ä
eβ (a−1)t + β

α

K

é 1
1−a

(2.23)

Si la condición inicial N(0) >
Ä

αK
β

ä 1
1−a , entonces N y X decrecerían monotónicamente (si

N(0)<
Ä

αK
β

ä 1
1−a , entonces N y X se incrementarían monotónicamente) acercándose a sus valores

únicos de estado estacionario
Ä

αK
β

ä 1
1−a y K

Ä
αK
β

ä a
1−a respectivamente.

Para el caso lineal, si se unen las ecuaciones (2.16) y (2.18), se obtiene la siguiente ecuación

diferencial:

dN(t)
dt

= αN(t)−β
N(t)2

aN(t)+b
, (2.24)
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Al igual que el caso no lineal, usando la sustitución de Bernoulli, este sistema tiene también dos

puntos estacionarios, cuando (dN(t)
dt ) = 0:

N∗
1 = 0 y N∗

2 =
αb

β −αa
(2.25)

Para lograr que el punto estacionario N∗
2 sea estacionario y positivo, debe cumplirse que:

αa−β < 0, (2.26)

Como se puede analizar, el modelo de Haavelmo responde a dos valores de convergencia, en

dependencia de las condiciones iniciales, mostrándose que el mismo responde a un crecimiento

económico cíclico, una vez llegado a uno de los puntos estacionarios, los cuales se convierten en la

condición inicial del próximo ciclo económico.

2.8. Uso del MATLAB para simulación, contrastación y validación

La aplicación MATLAB es un paquete de bibliotecas o herramientas (en término inglés se llaman

toolbox), con diferentes o diversas áreas del saber científico y técnico, que permite a investigadores,

científicos, ingenieros, etc., a resolver problemas en sus áreas teóricas, empíricas o de aplicación de

la vida humana.

Entre las toolbox del MATLAB, está una de interés llamada ODE (ordinal differential equations),

con la que se puede trabajar en el objetivo de este trabajo, en cuanto a la simulación del modelo

de Haavelmo y su contrastación y validación con los datos reales del crecimiento productivo en la

exportación del Banano de Ecuador.

2.8.1. Usando la función ode45

Entre las funciones presentes en la toolbox ODE, está ode45, que permite la solución de las EDO

de primer orden de la forma (Senan, 2007):

dx
dt

= f (t,x), x(t0) = x0 (2.27)

La función ode45 tiene implementado el método numérico de Runge-Kutta, con una variable t de

paso en el tiempo. Por tanto, para comprobar si la evolución del crecimiento económico por el

modelo de Haavelmo se corresponde o no con los datos históricos de la exportación del banano

ecuatoriano, esta función nos es idónea. Antes de utilizar la función ode45, se recomienda que

el sistema EDO se convierta a primer orden. En el caso del modelo de Haavelmo, ya esto está

directamente resuelto, pues es de primer orden según sus ecuaciones (2.16) y (2.17).
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2.8.2. Proceso de simulación

En este segundo paso, se procede primeramente a codificar al modelo EDO en una función

MATLAB, que se especifica en un lenguaje del mismo nombre de la aplicación. Pero primero se va

a entender cómo es la sintaxis para llamar a la función ode45, desde la ventana de comandos del

MATLAB.

>> [t,x] = ode45(@ f name, tspan,xinit,options) (2.28)

Donde:

fname: es el nombre de la función MATLAB, usada para evaluar el lado derecho de la ecuación

(2.27). Esta es la función que debemos de trasformar desde la EDO, llevado al primer orden, para

que se evalúe en la simulación.

tspan: es un vector que nos define los límites de inicio y fin para la integración numérica, también

como cuán largo queremos el tiempo de paso t. Por ejemplo, si se está integrando desde t = 0 a

t = 10, y queremos tomar 100 pasos temporales, entonces tspan = [0:0.1:100] ó tspan = linspace(0,

10, 100).

xinit: es el vector de las condiciones iniciales. Hay que asegurar que el orden de los valores en

este vector corresponde al orden usado al escribir las variables involucradas (ejemplo: y, z) y sus

derivadas en términos de x. Si x consiste de 5 variables, entonces necesitamos una entrada de 5

condiciones iniciales. options: es un parámetro opcional, sus campos presentan valores por defectos

en el MATLAB.

t: es el valor de la variable independiente por el cual el vector solución x es calculado. Este vector

no es necesariamente igual a tspan, explicado anteriormente. El largo o tamaño de tsin embargo es

el mismo que tspan.

x: es un arreglo o matriz, de tamaño largo(t)x largo (tspan). Cada columna de x es una variable

dependiente diferente. Por ejemplo, si x =
î
y, dy

dt ,
dy2

dt2

ó
, y asumimos que solo necesitamos los valores

de t = 0,1,2, ...,10, vendría siendo tspan = [0:1:10]; entonces:


y|t=0

dy
dt |t=0

dy2

dt2 |t=0

y|t=1
dy
dt |t=1

dy2

dt2 |t=1
...

...
...

y|t=10
dy
dt |t=10

dy2

dt2 |t=10


Luego, por ejemplo, una vez invocada la función ode45 como en (2.28), si deseamos graficar

los valores de la función y evaluado en t, en el rango especificado, escribimos en la ventana de
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comandos del MATLAB:

≫ y = x(:,1)

≫ plot(t,y)

Aquí, x(:,1) está especificando que se tome todas las filas de la matriz x, pero solo la columna 1

(los índices comienzan en 1 en MATLAB). La función plot(t,y) nos activa una ventana con el

gráfico correspondiente, en estilo líneas.

Volvemos entonces a la variable fname. En el interior de la llamada a ode45 (2.28), se realizan

varias llamadas a la variable fname, la cual hace referencia a otra función MATLAB, donde

precisamente se va simulando la ecuación del movimiento dinámico del sistema EDO. Para el

ejemplo anterior, con t = 0,1,2, . . . ,10; no quiere decir que exactamente se invocará a fname 11

veces, puesto que el método Runge-Kutta (2.8) utiliza varios pasos de t (en este caso utilizando h

en dicho método), alrededor de cada punto especificado como variable de entrada en tspan.

Entonces, fname es el nombre de la función MATLAB conteniendo toda la ejecución matemática

y discreta de la EDO que corresponde al lado derecho de (2.27). El nombre de la variable puede

ser elegido como lo desee el investigador, tal como se definen las variables en los lenguajes de

programación, por ejemplo:

≫ [t,x] = ode45([@edo_haavelmo, tspan,xinit,options])

≫ [t,x] = ode45([@haavelmo_edo1, tspan,xinit,options])

· · · y así, sucesivamente.

A continuación, se muestra un ejemplo concreto de resolver el problema del valor inicial para el

EDO de primer orden (PlaceTD, 2020):

y′ =
−ty√
2− y2

, y(0) = 1, t ∈ [0,5] (2.29)

Primeramente, se especifica la función fname = fun1, que se invocará internamente por la función

ode45:

function f = fun1(t, y)

f = -t*y / sqrt(2 – y ∧ 2);

end

Este código, escrito en lenguaje MATLAB, se almacenaría en el archivo fun1.m (.m es la extensión

MATLAB para las funciones en dicho lenguaje que son interpretados y ejecutados).

Luego, usamos la función ode45, para resolver numéricamente el problema del valor inicial y

graficamos dicha solución. Para ello, se escriben las siguientes instrucciones en la ventana de

comandos del MATLAB:
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Ilustración 3-2: Ventana de comandos de MATLAB, para ejecutar la simulación.

Fuente: Command window from MATLAB, Mathworks Corp, 2015

El gráfico, que representa la solución numérica a la función de integración y en (2.29), tendría esta

salida:

Ilustración 4-2: Muestra de la ventana que se ejecuta con el comando plot.

Fuente: García, Jesús, 2022

2.8.3. Proceso de contrastación

En esta parte, se mostrarán las herramientas que presenta el MATLAB que pueden ser usadas

para contrastar las diferentes soluciones de simulación del modelo de Haavelmo, buscando la

variante más cercada a reproducir la evolución historia de los datos reales de exportación del banano

ecuatoriano.

Típicamente el proceso se apoya con herramientas de optimización, buscando la combinación de
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los parámetros del modelo que mejor contrastan con los datos reales, independientemente de las

condiciones iniciales y0 = y(t0). Para este propósito, MATLAB contiene el paquete de herramientas

de optimización.

2.8.4. Proceso de verificación y validación estadística

En el proceso de verificación, donde calculamos los métodos de ajuste, se muestra como ejemplo el

coeficiente de determinación R2 ajustado (R2ajust) con el siguiente código de MATLAB:

≫ N = length(x)%length(x) me da el tama∼ no del vector x.

≫ sigma2_y = (sum(y.∧2)/N)−mean(y)∧2; %mean(x)este calcula la media aritmética de los

elementos del vector x.

≫ sigma2_x = (sum(x.∧2)/N)−mean(x)∧2; %sum(x) es la suma de los elementos de x.

≫ sigma_xy = (sum(x.∗ y)/N)−mean(x)∗mean(y); %.∗ es para el producto vectorial,

elemento a elemento.

≫ R2 = sigma_xy∧2/(sigma2_x∗ sigma2_y); %sum(x) calcula la suma vectorial o matricial.

≫ R2a just = abs(1− ((N −1)/(N − k−1))∗ (1−R2));

Donde:

y sería el vector que representa los valores reales del problema.

x sería el vector que representa los valores obtenidos de una simulación obtenida por algún método

numérico.

% el símbolo por ciento en MATLAB nos permite agregar comentarios textuales. Todo lo escrito a

su derecha no se considera código MATLAB.

Una vez obtenida la variable R2ajust, se procede a validar su valor. Mientras más cercano a 1, los

vectores x y y presentan una trayectoria ponderada más similar. Pero, contrariamente, mientras más

se acerca a 0, estos vectores presentan trayectorias muy diferentes.
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CAPÍTULO III

3. MARCO METODOLÓGICO

3.1. Tipo de investigación

La presente investigación se considera documental, analítica y experimental. Es documental debido

a que analiza, a partir de diferentes fuentes documentales, las ecuaciones diferenciales ordinarias,

en cuanto a conceptos básicos, y la aplicada al modelo matemático de crecimiento económico de

Haavelmo, con soporte en fuentes secundarias, como libros y bibliografía especializada del tópico,

tesis y artículos relacionados con el tema, con enfoque cualitativo y nivel descriptivo. Es analítica

porque se analiza la convergencia y estabilidad de dicho modelo, como sistema dinámico, en el

proceso de discretización, además de las condiciones entre los puntos de estabilidad y las constantes

involucradas en el modelo.

También se considera una investigación experimental pues se realiza un ajuste de dicho modelo,

conforme a las constantes registradas (sea para el caso no lineal y lineal, véase apartado 2.6.) con

respecto al registro histórico de los datos reales de exportación del banano ecuatoriano, donde se

realizan secuencialmente la discretización, optimización y simulación, contrastación, verificación y

validación del modelo adaptado.

Los autores Martins y Palella (2012), señalan que la investigación documental se concreta

exclusivamente en la recopilación de información sobre un tema en documentos. Para cumplir con

los objetivos de estudio, se requiere seguir un modelo de investigación con enfoque teórico, que

nos proporcione una amplia visión del tópico y sus aplicaciones. La metodología propuesta en esta

investigación contempla la ejecución de las siguientes actividades:

1. Identificación de los datos económicos del Ecuador, en intervalos mensuales y anuales, de las

exportaciones del banano, obtenidos desde el Banco Nacional de Ecuador, en todo el histórico

registrado, hasta el mes de agosto 2022 y año 2021, respectivamente.

2. Codificación en lenguaje MATLAB de las variantes del modelo de Haavelmo, lineal y no lineal.

3. Simulación de las variantes lineal y no lineal mediante métodos numéricos de Euler y

Runge-Kutta.

4. Contrastación de las simulaciones, mediante un proceso de Optimización para la mejor selección

de las constantes involucradas, en las variantes del modelo de Haavelmo, con respecto a su grado

de ajuste con la evolución histórica de los datos reales mensuales y anuales.
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5. Verificación y validación de las variantes del modelo de Haavelmo, para emitir juicio sobre

el grado de confianza y utilidad en la práctica empresarial, para las futuras exportaciones del

banano ecuatoriano.

3.2. Identificación de los datos económicos en intervalos mensuales y anuales

Las estadísticas históricas macro-económicas de la exportación del banano ecuatoriano, se

encuentran disponibles en el sitio web: https://contenido.bce.fin.ec/documentos/

-PublicacionesNotas/bi_fw.html. En el mismo, como muestra la Figura 1-3, presenta varias

subdivisiones: (1) Información disponible, donde para el caso que compete, se debe elegir “Por

Producto Principal (PP)”, donde automáticamente los otros paneles se irían reconfigurando; (2)

Selección del tipo de Acumulado que, para este trabajo, se seleccionará o mensual o anual; (3)

Selección de los años y/o meses según el tipo de Acumulado; (4) Consultar por Exportación por

Producto Principal (nivel 4), sea Acumulado mensual o anual; (5) Introducción del código del PP,

para el caso del Banano su código es 110201 y, por último, la unidad de medida, para Acumulado

mensual, se tomará por Miles, mientras que para Acumulado anual, por Millones (Banco Central de

Ecuador, 2022). Luego de seleccionar el botón Consultar (esquina superior derecha) se cae a una

página web denominada Web Intelligence (véase Figura 2-3).

Ilustración 1-3: Selección de los datos de productos de Ecuador.

Fuente: Banco Central de Ecuador, 2022
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En esta página, los pasos son los siguientes: (1) de la barra horizontal principal, seleccionar el

botón Exportar (séptimo botón de izquierda a derecha) donde se muestra una caja de diálogo para

especificar detalles del formato a elegir, tales como PDF, EXCEL o CSV (véase ejemplo en Figura

2-3); (2) desde esta caja de diálogo, seleccionar tipo Informes, por producto principal (nivel 4), por

columnas (es importante pues de aquí se procede a exportar al MATLAB) y tipo de archivo Excel

(.xlsx). El archivo Excel exportado, ya descargado localmente, presenta dos hojas (véase Figura

3-3), la que interesaría es la segunda (hoja Columnas). En este punto, se tiene por columnas y con

posibilidad de convertirlas en variables tipo vector columna en MATLAB: El mes o año acumulado

(columna B), la Tonelada métrica o TM (columna F) y el FOB (columna G). Estas tres columnas

pueden ser copiadas y pegadas hacia la ventana de comandos del MATLAB, para convertirlas en

vectores columnas, aunque para el trabajo experimental, basta con la variable TM y FOB.

Ilustración 2-3: El Web Intelligence, formato de exportación de los datos.

Fuente: Banco Central de Ecuador, 2022
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Ilustración 3-3: Muestra por acumulación mensual.

Fuente: García, Jesús, 2022

3.3. Discretización del modelo Haavelmo en lenguaje MATLAB

La discretización del modelo Haavelmo se realizó por medio de la codificación en lenguaje

MATLAB. Estos códigos se especificaron para aplicar optimización de las constantes involucradas

en las variantes lineal y no lineal, mediante procesos cíclicos de simulaciones de estos a través de

los métodos numéricos de Runge-Kutta y Euler, que se explica más adelante en los apartados 3.4. y

3.5.. La discretización de dicho modelo se dividió en dos grupos de códigos fuentes MATLAB, uno

para la variante lineal y el otro para la no lineal del modelo Haavelmo.

En la Figura 4-3 se muestra la discretización para el caso no lineal, basada en el método de Kahan

(Non-standard method of discretization on the example of Haavelmo Growth Cycle Model, 2008).

Ilustración 4-3: Discretización, variante no lineal para método de Runge-Kutta

Fuente: García, Jesús, 2022
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Ilustración 5-3: Discretización, variante no lineal para el método de Euler.

Fuente: García, Jesús, 2022

Ilustración 6-3: Discretización, variante lineal para método numérico Runge-Kutta.

Fuente: García, Jesús, 2022

Ilustración 7-3: Discretización, variante lineal para el método de Euler.

Fuente: García, Jesús, 2022
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3.4. Simulación del modelo por métodos numéricos Runge-Kutta y Euler

En la codificación anterior se muestra cómo quedaría el modelo Haavelmo, discretizado para

los métodos numéricos Runge-Kutta y Euler. Le sigue entonces la simulación, bajo condiciones

iniciales, la cual se dividió similar a los dos grupos anteriores. En el Anexo A se describen los

cuatro códigos fuentes enumerados de esta parte: dos para cada método numérico y a si vez en cada

uno, la variante lineal y no lineal del modelo Haavelmo.

Para que las condiciones iniciales sean cumplidas, se estimó como valor inicial y0 la media

aritmética de las primeras 2 muestras de los datos (véase línea de código 17 en Anexo A.1 y A.2 y

la línea de código 12 en Anexo A.3 y A.4). Esto se hizo así puesto que, en todos los casos, en el

juego de los cuatro datos reales de exportación (FOB y TM para acumulados mensuales y anuales)

siempre se observa un crecimiento económico, además del basamento de validación descrito en el

apartado 2.7.

3.5. Diseño experimental para las simulaciones por proceso de optimización

Los procesos de discretización y simulación se realizan cíclicamente en un proceso de optimización,

que tiene como objetivo hallar aproximadamente el mejor ajuste de los valores para las constantes

involucradas en el modelo, con respecto a los datos reales de las exportaciones. Para los casos lineal

y no lineal, están siempre las constantes α y β , que tienen que ver con el ritmo de crecimiento o

deterioro, como se describe en 2.6.; las otras constantes a ajustar son K y a, para la variante no

lineal, yayb, para la variante lineal. La formulación del modelo de optimización, para minimizar

Fobj, es como sigue:

mı́nFob j = f (sim,real), (3.30)

Sujeto a:

α > β , β > 0, (para ambas variantes, lineal y no lineal)

K > 0, 0 < a < 1 (variante no lineal)

o

a > 0,b > 0, β > aα (variante lineal)

Donde:

sim y real son los vectores de tamaño N, que representan respectivamente las muestras de datos

halladas en una simulación y las muestras reales, FOB o TM, de las exportaciones del banano

(acumulados mensual o anual).

f es una función estadística que mide la bondad de ajuste entre la curva real y la curva sim simulada

por métodos numéricos. Aquí f puede ser el coeficiente R2 ajustado, el coeficiente de Pearson y la
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Suma de Residuales Cuadrática.

El archivo experimento_completo.m es el principal código MATLAB, que debe llamarse desde

la ventana de comandos. Esta función no presenta datos de entrada y sí una variable de salida,

denominada R (resultado) que es una estructura de campos jerárquica, que contiene los resultados

de las 48 combinaciones a ejecutar de los experimentos (véase Anexo B.1). Como se observa

en este código, se realiza una invocación a dos funciones MATLAB, que tienen en sus nombres

como prefijo optim_modelo_haavelmo. Entonces como sufijo está el método numérico (Euler

o RK4, para Runge-Kutta) optim_modelo_haavelmo_rk4 o optim_modelo_haavelmo_euler

(véase Anexos C1 y C2). Estas dos funciones presentan tres parámetros: data_real, modelo_tipo,

metodo_ajuste. El parámetro data_reales un vector de los datos reales de exportación del banano,

dígase en FOB (dólares) o TM. El parámetro modelo_tipo define si es ‘lineal’ o ‘nolineal’,

mientras que el parámetro metodo_ajuste define la bondad de ajuste que se utilizará, pues la

misma función estadística es la función objetivo a minimizar (véase fórmula a minimizar en (3.30),

acomodándose según el caso a 1 –Fobj). Estas funciones presentan la siguiente forma general de

llamada:

[al f a,beta,aK,ba,FVAL,EXIT FLAG] = optim_modelo_haavelmo_rk4(data_real,modelo_tipo,

mtodo_a juste)

[al f a,beta,aK,ba,FVAL,EXIT FLAG] = optim_modelo_haavelmo_euler(data_real,modelo_tipo,

mtodo_a juste)

Donde las variables resultantes alfa, beta son las constantes involucradas en el modelo de Haavelmo

(2.16) y, cuando modelo_tipo = ‘nolineal’, las variables aK y ba serían las correspondientes K y a

de la variante no lineal (2.19); o las variables aK y ba serían las correspondientes a y b, cuando

modelo_tipo = ‘lineal’, para la variante lineal de dicho modelo matemático (2.18). La variable

FVAL es el valor del estadístico utilizado resultante, para ser minimizado por esta función, que

representa a Fobj (3.30), en la búsqueda del mejor ajuste del modelo con los datos reales pasados.

Por ejemplo: FVAL = 1 - R2ajust o FVAL = 1 - Pear, siendo R2ajust y Pear los coeficientes de

determinación R cuadrado ajustado y el de Pearson, respectivamente (véase las líneas de código 32,

42 y 46 en Anexos A1 y A2 para el caso del método de Runge-Kutta; también véase las líneas de

código 37, 47 y 51 o 35, 45 y 49 de los Anexos A3 o A4, respectivamente, para el caso de método

de Euler).Las funciones MATLAB, con prefijo objfun_haavelmo (véase Anexo A), son invocadas

dentro de las dos mencionadas arriba, y representan a la función objetivo a minimizar, donde se

expresan los coeficientes antes mencionados.
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Ilustración 8-3: Esquema general de la experimentación.

Fuente: García, Jesús, 2022

En la Figura 8-3, se muestran dos esquemas, uno para cada método numérico, donde se detalla el

flujo de llamadas a funciones MATLAB para hallar las constantes del modelo, como incógnitas

del problema. Las funciones fmincony ode45 son funciones propias del MATLAB. La función

fmincon es la que realiza en sí el proceso de optimización (véase líneas de código 52 al 54 de los

anexos C1 y C2). La misma tiene la siguiente forma de llamarse:

[x,FVAL,EXIT FLAG] = f mincon(ob j f un,x0, [] , [] , [] , [] , lb,ub,restricciones,options,data_real,

metodo_a juste);

A esta función se le envían la función objetivo MATLAB que irá devolviendo los valores de Fobj

para minimizarlo (objfun), el vector inicial de las constantes a hallar óptimamente (x0 = x0), la

función de restricciones (restricciones), según la variante del modelo Haavelmo, el vector de datos

reales según el caso (data_real) y el método estadístico de bondad de ajuste (metodo_ajuste). La

función entonces devuelve el vector optimizado de las constantes del modelo Haavelmo, según la

variante (x = x*), el valor final de la función objetivo (FVAL) y el criterio de fin de la optimización

(EXITFLAG). Se seleccionó el algoritmo de puntos interiores, lo cual es pasado en el parámetro

options (véase línea de código 52 y 53 de los anexos C1 y C2).

3.6. Verificación y Validación de las variantes del modelo Haavelmo

Una vez realizado el proceso de contrastación o calibración, que sería como una calibración de

las constantes de cada variante de dicho modelo, se procede a verificar los niveles de bondad de

ajuste estadísticos (que se utilizan como la función objetivo a minimizar, en la forma 1 - Fobj)

y de inspección gráfica en intervalos de confianza. De aquellos casos experimentales que mejor
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arrojaron los contrastes, con sus simulaciones y optimización, se realizan los siguientes análisis

(Murcia, 2008):

a) Capacidad predictiva del modelo, para cada variante y cada juego de datos reales, observándose

la tendencia de la curva simulada con respecto a las fluctuaciones de los datos reales. Este análisis

se realizaría por inspección gráfica y los resultados de bondad de ajuste.

b) Nivel de coincidencia de la estabilidad teórica y empírica para cada variante de modelo

contrastado o calibrado, donde se comparan los puntos de equilibrio N∗
2 (tal como se definió en el

apartado 2.7.) y N2 (se estimaría como la media aritmética de las últimas muestras de los datos

reales, sobre todo para los acumulados mensuales por su aparente estabilidad).

c) Análisis de sensibilidad, para buscar cuál o cuáles parámetros del modelo son más sensibles para

que la trayectoria dinámica del mismo cambie significativamente.

d) Interpretación real de los parámetros hallados, para conocer si sus valores se corresponden

lógicamente con la concepción de los mismos en el modelo de Haavelmo.

Ilustración 9-3: Ejemplo de varias curvas del modelo por simulación, caso no lineal.

Fuente: García, Jesús, 2022

En la Figura 9-3 anterior, se muestra una representación gráfica de las posibles respuestas de la

evolución dinámica de la trayectoria temporal del modelo, ante cambios de algunos parámetros,

mientras los otros quedan fijos. Se tomó como ejemplo la variante no lineal del modelo matemático.
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CAPÍTULO IV

4. MARCO DE ANÁLISIS E INTERPRETACIÓN DE RESULTADOS

A continuación, se realizaron una serie de 48 combinaciones experimentales, con respecto a la

contrastación o calibración de las simulaciones y proceso de optimización. Los experimentos se

dividen en dos grandes grupos: con la variante no lineal del modelo de Haavelmo y la variante lineal.

Para cada variante, se observaron los subgrupos de acumulado mensual y anual en las exportaciones

del banano, desde el perfil de FOB y TM en cada caso. En cada una de estas combinaciones, se

obtuvieron los valores ajustados de las constantes involucradas para cada variante, según los tres

métodos de ajuste especificados en el apartado 2.4.2., estos son: el coeficiente de determinación R2

ajustado (R2aj), el coeficiente de Pearson (Pxy) y la Suma de Residuales Cuadrática (SRC).

4.1. Criterio inicial usado para verificar y validar

Para aceptar como válido una combinación resultante, debe al menos aceptarse los dos siguientes

criterios: (1) para la aceptación del valor de ajuste, para el caso de R2aj y Pxy, se aceptan valores

igual o mayor a 0.8 (80%). En el caso del SRC, solo se compararán los valores N2 y N∗
2 , pues su

valor de ajuste no tiene criterio normalizado, a menos que se comparen dos o más resultados

del mismo método. De lo anterior, se consideró que un valor SRC < 100 unidades (sea en

dólares por FOB o toneladas por TM) es aceptable. (2) para la aceptación del valor pronóstico,

se comparan los valores de los puntos estacionarios N2 y N∗
2 , que denotan respectivamente el valor

estimado del punto estacionario, a partir de las últimas muestras de los datos reales y a partir de

la formulaciones para N∗
2 que están en (2.22) y (2.25), para las variantes no lineal y lineal del

modelo Haavelmo, respectivamente. Cuando uno de estos dos criterios ocurra (se acepte) en una

combinación experimental dada, se procede entonces a analizar los criterios restantes, como se

describe en el apartado 3.6.. En tal caso, de ser uno de los criterios aceptados, se deja marcada la

casilla en verde (aceptación) o rojo (rechazo), según corresponda.

4.2. Variante no lineal del Modelo Haavelmo

Aquí se muestran los resultados del mejor contraste entre los datos simulados y los datos reales

mensuales (datos de exportación por FOB y TM), aplicando la variante no lineal del modelo

Haavelmo y simulado por los métodos numéricos de Euler y Runge-Kutta (RK4), para así analizar

las constantes halladas por esta variante (constantes α , β , κ y a).
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4.2.1. Variante no lineal, método de Euler

Tabla 1-4: Resultados, variante no lineal, aplicando el método de Euler.

Resultados por el método numerico de Euler, variante No Lineal del modelo Haavelmo

FOB de acumulado mensual N2 ≈ 269,050

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) K a valos de ajuste N∗
2 = (αK

β
)

1
1−a

R2aj 2.4 2.00 10.1575 0.8 3.497x10−10 269,055

Pxy 12.4322 6.0888 844.3586 0.9780 0.6314 1.6311x10147

SRC 1.000 0.8 0.965 0.985 98.2057 269,055

TM de acumulado mensual N2 ≈ 541,880

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) K a valos de ajuste N∗
2 = (αK

β
)

1
1−a

R2aj 14.9897 5.5828 3509.4 0.5042 1.3461x106 1.0387x108

Pxy 3.4203 1.6959 4172.7 0.9733 0.7206 1.179x10147

SRC 1.01 0.1311 0.169 0.98 39.9147 541,880

FOB de acumulado anual N2 ≈ 3,373.9

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) K a valos de ajuste N∗
2 = (αK

β
)

1
1−a

R2aj 9.0651 4.5791 3948.6 0.8042 6.5641x1033 7.6333x1019

Pxy 1 0.6666 8424.4 0.5518 0.971 1.4172x109

SRC 5.0177 2.6032 7595.5 0.5012 1.1988x1018 2.2447x108

TM de acumulado anual N2 ≈ 3,373.9

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) K a valos de ajuste N∗
2 = (αK

β
)

1
1−a

R2aj 11.7996 4.1564 2295.6 0.5032 2.1218x103 4.7558x107

Pxy 1.1022 0.5662 0.5355 0.9998 0.9659 1.7786x1090

SRC 1.1022 0.5662 0.5355 0.9998 0.9659 1.7786x1090

Fuente: Simulación Matlab.
Realizado por: García, Jesús, 2023.
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Ilustración 1-4: Contrastación y ajuste por R2 ajustado simulado por Euler (variante no lineal).

Fuente: García, Jesús, 2022

Ilustración 2-4: Contrastación y ajuste por SRC, simulado por Euler (variante no lineal).

Fuente: García, Jesús, 2022

34



Ilustración 3-4: Contrastación y ajuste por SRC, simulado por Euler (variante no lineal).

Fuente: García, Jesús, 2022

35



4.2.2. Variante no lineal, método de Runge-Kutta

En la Tabla 2-4 se resumen los resultados de las constantes del modelo Haavelmo en su variante no

lineal.

Tabla 2-4: Resultados, variante no lineal, aplicando método de Runge-Kutta.

Resultados por el método numerico de Runge-Kutta, variante No Lineal del modelo Haavelmo

FOB de acumulado mensual N2 ≈ 269,050

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) K a Valor de ajuste N∗
2 = (αK

β
)

1
1−a

R2aj 13.8923 6.9730 4902.5 4.6502x10-6 0.8908 9,767.6

Pxy 1.0312 0.5842 1347 1.3781x10-6 0.9447 2,377.8

SRC 2.3382 1.2010 6028.1 0.3251 1 1,071,100

TM de acumulado mensual N2 ≈ 541,880

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) K a Valor de ajuste N∗
2 = (αK

β
)

1
1−a

R2aj 8.6345 4.3935 106.3859 0.5324 0.9999 91,658

Pxy 15 5 6297.8 0.5 0.7602 3.5696x108

SRC 15 5 116.5970 0.5 1.4867x1012 122,350

FOB de acumulado anual N2 ≈ 3,373.9

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) K a Valor de ajuste N∗
2 = (αK

β
)

1
1−a

R2aj 14.9811 6.6282 5971.3 0.5004 2.8025x1010 1.8495x108

Pxy 8.8704 4.8596 1156.1 0.9536 0.9884 4.4179x1071

SRC 14.9765 4.9993 11.1486 0.5473 4.8332x106 186.4852

TM de acumulado anual N2 ≈ 6,836,700

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) K a Valor de ajuste N∗
2 = (αK

β
)

1
1−a

R2aj 4.7820 2.2805 4757.5 0.6653 3.9895x1012 8.8693x1011

Pxy 12.4140 5.4545 7479.9 0.7660 0.9645 1.2062x1018

SRC 15 5 581.8138 0.5 5.3145x1012 3,046,600

Fuente: Simulación Matlab.
Realizado por: García, Jesús, 2023.
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Ilustración 4-4: Contrastación y ajuste por R2 ajustado, simulado por RK4 (variante no lineal).

Fuente: García, Jesús, 2023

Ilustración 5-4: Contrastación y ajuste por R2 ajustado, simulado por RK4 (variante no lineal).

Fuente: García, Jesús, 2023
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Ilustración 6-4: Contrastación y ajuste por Pxy, simulado por RK4 (variante no lineal).

Fuente: García, Jesús, 2023

Ilustración 7-4: Contrastación y ajuste por SRC, simulado por RK4 (variante no lineal).

Fuente: García, Jesús, 2023

4.3. Variante lineal del Modelo Haavelmo

Seguidamente se muestran los resultados del mejor contraste entre los datos simulados y los datos

reales mensuales (datos de exportación por FOB y TM), aplicando la variante no lineal del modelo

Haavelmo y simulado por los métodos numéricos de Euler y Runge-Kutta (RK4), para así analizar

las constantes halladas por esta variante(constantes α , β , a y b).
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4.3.1. Variante lineal, método de Euler

Tabla 3-4: Resultados, variante lineal, aplicando método de Euler.

Resultados por el método numerico de Euler, variante Lineal del modelo Haavelmo

FOB de acumulado mensual N2 ≈ 269,050

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) a b Valor de ajuste N∗
2 = αb

β−αa

R2aj 1.0571 1.05 0.9890 1,155.3 0.99999 269,055

Pxy 11.6565 6.0343 0.1362 72,851 0.0738 190,970

SRC 1 0.6667 0.3824 48,852 1.58x1012 171,830

TM de acumulado mensual N2 ≈ 541,880

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) a b Valor de ajuste N∗
2 = αb

β−αa

R2aj 8.14.3743 9.5828 1.71x10-4 361,060 0.9999 541,730

Pxy 1.2010 0.4008 0.3338 505,930 0.8059 β << αa

SRC 1 0.6667 0.1107 251,590 2.18x1012 452,500

FOB de acumulado anual N2 ≈ 3,373.9

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) a b Valor de ajuste N∗
2 = αb

β−αa

R2aj 9.8548 6.5508 0.0071 1784.7 0.9999 2,713.8

Pxy 13.3662 6.9809 0.0297 2142.1 0.98 4,348.7

SRC 1 0.6667 0.2502 809.545 1.92x107 1,943.7

TM de acumulado anual N2 ≈ 6,836,700

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) a b Valor de ajuste N∗
2 = αb

β−αa

R2aj 11.7608 7.8405 1.0001x10−4 6.7845x106 28.8115 1.1989x108

Pxy 1.0001 0.3335 0.3334 6.3808x106 0.962 9.5731x1010

SRC 1 0.6667 1x10−4 3.6068x106 2.6172x1013

Fuente: Simulación Matlab.
Realizado por: García, Jesús, 2023.
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Ilustración 8-4: Contrastación y ajuste por R2 ajustado, simulado por Euler (variante lineal).

Fuente: García, Jesús, 2023

4.3.2. Variante lineal, método de Runge-Kutta

En lo siguiente se muestran los gráficos del mejor contraste entre los datos simulados y los datos

reales anuales, por FOB y TM, aplicando la variante lineal del modelo de Haavelmo y simulado

por el método numérico de Runge-Kutta de cuatro coeficientes (RK4).

Ilustración 9-4: Contrastación y ajuste por R2 ajustado (variante lineal)

Fuente: García, Jesús, 2023

40



Tabla 4-4: Resultados, variante lineal, aplicando método de Runge-Kutta.

Resultados por el método numerico de Runge-Kutta, variante Lineal del modelo Haavelmo

FOB de acumulado mensual N2 ≈ 269,050

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) a b Valor de ajuste N∗
2 = αb

β−αa

R2aj 1.0005 0.5003 0.4872 65,407 0.8975 5,078,800

Pxy 1.0003 0.5003 0.4744 149,290 0.9494 5,818,500

SRC 1.0000 0.8696 0.6723 48,852 5.5344x1011 247,650

TM de acumulado mensual N2 ≈ 541,880

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) a b Valor de ajuste N∗
2 = αb

β−αa

R2aj 14.9682 7.5131 0.5019 304,040 0.6442 5.7658x109

Pxy 14.9456 7.5184 0.5030 444,390 0.8059 7.1778x109

SRC 11.2565 9.7882 0.0111 389,000 2.1632x1012 453,140

FOB de acumulado anual N2 ≈ 3,373.9

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) a b Valor de ajuste N∗
2 = αb

β−αa

R2aj 4.6367 2.3183 0.5000 3,566.5 0.9524 1.2373x1010

Pxy 4.6366 2.3185 0.5000 3,566.2 0.9796 2.3571x108

SRC 1.2722 0.6361 0.5000 3,566.5 1.9411x106 3.5822x1014

TM de acumulado anual N2 ≈ 6,836,700

Método de ajuste Alfa (α) Beta (β ) a b Valor de ajuste N∗
2 = αb

β−αa

R2aj 2.5907 1.2956 0.5001 7.0149x106 0.9202 2.5785x1011

Pxy 2.9173 1.4591 0.5001 6.2254x106 0.9655 1.7747x1011

SRC 1.0000 0.8696 0.8455 3.6068x106 2.4560x1012 1.4988x108

Fuente: Simulación Matlab.

Realizado por: García, Jesús, 2023.

4.4. Interpretación de los resultados

Tomándose en cuenta la descripción del modelo de Haavelmo, según apartado 2.6., para todos

los experimentos, con variación del método de ajuste, la constante alfa (α) supera a la constante

beta (β ), corroborándose la interpretación de que, por las características de crecimiento en el ciclo

histórico de exportaciones obtenidas como datos reales, debe haber un ritmo de crecimiento mayor

al ritmo de deterioro de los productos.

En la Tabla 5-4 se muestran el resumen de las 48 combinaciones de los experimentos realizados,
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donde existen casillas que presentan dos marcas (aceptación:
√

o rechazo: ×), que al menos debe

haber una de aceptación de los dos criterios especificados, como se describe en el apartado 4.1. de

este capítulo.

Comenzando por los peores casos de verificación, los mejores ajustes fueron arrojados por medio del

coeficiente de correlación de Pearson Pxy. Esto sucede en todas las combinaciones de contrastación

de la variante lineal por el método de Runge-Kutta y los acumulados anuales con el método de

Euler. No obstante, pasa que en todos los casos falla el valor pronóstico, donde se busca que los

valores N2 y N∗
2 se diferencien en, a lo sumo, un ±20%. Esto se explica porque Pxy es invariante,

no solo a fluctuaciones locales o ruidos en uno o dos de los vectores x o y, sino también por la

amplitud o desplazamiento en el eje de la imagen; haciéndose entonces rechazo en los puntos de

equilibrio N∗
2 hallados.

En el mejor caso, criterios de ajuste y pronóstico fueron aceptados por medio del método de Euler,

en las dos variantes del modelo Haavelmo. En este caso esto se halló, con la variante lineal, por

R2ajust, con FOB y TM mensuales y FOB anual menos en el acumulado anual por TM. Con

el mismo método se aceptaron, con variante no lineal, por SRC, los FOB y TM mensuales. Así

también se aceptaron los valores pronósticos hallados por el método Runge-Kutta, con ajuste SRC,

para la variante lineal, con los datos reales FOB y TM mensuales (véase Tabla 5-4, las casillas

sombreadas con color amarillo).

Tabla 5-4: Resultados de todas las combinaciones experimentales.

Método Runge-Kutta Método Euler

Acumulado

mensual

Acumulado

anual

Acumulado

mensual

Acumulado

anual

FOB TM FOB TM FOB TM FOB TM

Variante

No

Lineal

R2a j
√
×

√
× ×

√

Pxy
√
×

√
×

√
× ×

√
×
√

SRC
√
×

√√ √√

Variante

Lineal

R2a j
√
×

√
×

√
×

√√ √√ √√

Pxy
√
×

√
×

√
×

√
×

√
×

√
× ×

√

SRC −
√

−
√

−
√

Fuente: Simulación Matlab.
Realizado por: García, Jesús, 2023.

De las dos variantes, el modelo Haavelmo lineal obtuvo mayor frecuencia de aceptación de ajuste

(13 vs 10), interpretándose por reproducir mejor la evolución dinámica de los datos reales e
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históricos, así mismo también se destaca su mayor frecuencia de aceptación del valor pronóstico

para el punto de equilibrio (6 vs 2).

Es de destacar que el algoritmo de puntos interiores, que ejecuta la función MATLAB fmincon, no

necesariamente halla un mínimo global, sino local. Razón por lo cual se explica que el 50% de

los experimentos fueron rechazados, en sus primeras ejecuciones individuales; aun haciéndose la

generación del valor inicial x0 de forma aleatoria y con fronteras acotadas, con amplio margen de

dominio de búsqueda (véase las líneas de código 5 al 46 de los Anexos C1 y C2). Por tanto, sería

recomendable utilizar otra solución que garantice el mínimo global, bajo las restricciones de cada

variante del modelo, buscándose así un método numérico que garantice un nivel de confianza para

pronosticar la futura evolución de las exportaciones del banano, tanto para acumulado mensual

como anual,

Desde el punto de vista conceptual de las constantes del modelo Haavelmo, sobretodo en la variante

lineal, por el método numérico de Euler (véase Tabla 3-4), el cual tuvo mejor desempeño de

aceptación mediante el coeficiente de determinación R2 ajustado, se tiene que:

a) El ritmo de crecimiento αN(t) siempre se mantuvo mayor que el de decrecimiento β
N(t)
X(t) , sobre

todo en los últimos meses o años acumulados. Esto se corrobora por varias noticias sobre la

exportación del banano ecuatoriano que, a pesar de que disminuyeron los ritmos de compra de

los principales mercados entre finales del 2021 y principios del 2022, Europa, Asia y el Medio

Oriente han aumentado vertiginosamente sus compras en puertos de Ecuador. En un informe se

destaca que la Unión Europea (26,09%), Rusia (23,44%) y Medio Oriente (15,55%) fueron los

mayores compradores hasta finales del 2022 (Visión Fruticola, 2022).

b) Al ser la elasticidad de la producción (a) más cercano a 0 o elasticidad baja, en las aceptaciones,

variante lineal (casos FOB y TM mensuales y FOB anual), se interpreta por el hecho de factores

externos que influyeron en el porciento de destinos de venta y los precios acordados. Entre

estos factores están la pandemia global del COVID-19, la llegada del Hongo Fusarium raza 4 a

América Latina y, en los últimos meses, el auge del conflicto bélico Rusia-Ucrania (Radio Pichincha,

2021). La disminución regulada por temporada de los precios de exportación del banano ha sido

para no perder más porciento de clientes, al haber una sobreoferta. Este cambio se observa más

evidente en FOB mensual, pues aquí la elasticidad de producción a por FOB es mayor a 0.5

(se eleva la escala productiva en precios por caja), mientras que a por TM llegó a ser muy bajo

(< 0.2), o sea, no hubo un aumento significativo de producción de banano en cajas, puesto que

es lo que mide TM.

Con todo lo analizado y sintetizando, se puede responder a la investigación que, preliminarmente,

el modelo de Haavelmo tiene potencial para ser usado en las decisiones estratégicas y futuras para
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las empresas productoras y exportadoras de banano de Ecuador. De lo anterior, se hace evidencia la

recomendación de usar la variante lineal, más que la no lineal.
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CAPÍTULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

Con lo analizado y sintetizado en la discusión de resultados, y dando respuesta a la necesidad de

las empresas ecuatorianas para la exportación del banano y a la pregunta de investigación, tenemos

que:

Que el modelo de Haavelmo, en su variante lineal, preliminarmente tiene potencial de proporcionar

un sistema dinámico que sí permite estimar la trayectoria dinámica y pronosticar el Franco a bordo

(FOB) y las Toneladas métricas (TM) para el crecimiento económico del banano ecuatoriano.

Se direcciona el uso del método numérico de Euler para estimar tales trayectorias dinámicas y

pronóstico de estabilización de la producción del producto, independientemente de los factores

externos que pueden influir en pequeñas o grandes fluctuaciones.

5.2. Recomendaciones

Entre las recomendaciones para el perfeccionamiento y continuación de este trabajo investigativo,

como ensayo preliminar, con el fin de ser aplicado por las empresas productoras y exportadoras del

banano ecuatoriano, tenemos:

Sustituir el método de optimización, en este caso la función MATLAB fmincon, por otro método

combinado que permita siempre hallar el óptimo global para hallar con mayor exactitud los valores

de las constantes del modelo Haavelmo, sea la variante lineal como la no lineal.

Obtener un mayor margen de datos históricos acumulativos retrospectivos, tanto para el caso

mensual como anual, para así efectuar un proceso de contrastación y simulación más robusto y

confiable en las estimaciones del valor pronóstico para el punto de equilibrio N∗
2 .



GLOSARIO DE SIGLAS Y TÉRMINOS

DSGE: Equilibrio General Dinámico y Estocástico (siglas inglesas de Dynamic

Stochastic General Equilibrium)

EDO: Ecuación Diferencial Ordinaria

EDP: Ecuación Diferencial Parcial

FOB: Flanco a Bordo (siglas inglesas de Free On Board)

ODE: Ecuación Diferencial Ordinaria (siglas inglesas de Ordinal Differential

Equation)

PIB: Producto Interno Bruto

PVI: Problema del Valor Inicial

Pxy: Coeficiente de Pearson

R2ajust: Coeficiente de determinación R2 ajustado

RK4: Método numérico de Runge-Kutta, en sus cuatro coeficientes

SED: Sistema de Ecuaciones en Diferencia

SRC: Suma de Residuales Cuadrática

TM: Toneladas métricas
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ANEXOS

ANEXO A: CÓDIGOS FUENTES MATLAB PARA SIMULAIÓN- OPTIMIZACIÓN

A.1 Código de simulación, variante no lineal, método Runge-Kutta



A.2 Código de simulación, variante lineal, método Runge-Kutta



A.3 Código de simulación, variante no lineal, método Euler



A.4 Código de simulación, variante lineal, método Euler



ANEXO B: CÓDIGOS FUENTES MATLAB PARA EJECUTAR LOS EXPERIMENTOS

B.1 Código para ejecutar las 48 combinaciones de los experimentos



ANEXO C: CÓDIGOS FUENTES MATLAB PARA EJECUTAL LA OPTIMIZACIÓN

C.1 Código para ejecutar la optimización por Runge-Kutta



C.2 Código para ejecutar la optimización por Euler
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