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RESUMEN

El presente trabajo de titulacién tuvo como objetivo describir la ecuacion de Nagumo, sus
fundamentos tedricos y su resolucién numérica mediante esquemas de diferencias finitas que
fueron implementados en Python para identificar el método que aproxima de mejor manera la
solucidn. La investigaciéon documental fue de caracter teorico-practico debido a que se realiz6 un
andlisis sobre: la existencia y unicidad de las soluciones de la ecuacién de Nagumo, presentamos
dos soluciones reales; los esquemas implicito, explicito, esquema-theta, Cranck-Nicolson, su
consistencia, estabilidad y convergencia, a su vez, se hizo la simulacién numérica en Python que
permitié llevar a cabo la comparacién de las soluciones reales con las soluciones numéricas.
Se obtuvo como resultados que el esquema implicito, explicito y esquema theta tienen un
orden de convergencia lineal en el tiempo y cuadratico en el espacio, mientras que, el esquema
Cranck-Nicolson es cuadrético en tiempo y espacio. Gracias al estudio tedrico se concluye que las
soluciones de la Ecuacién de Nagumo existen y son Unicas, y a partir de las simulaciones se conoce
que cuando la variable o se aproxima a 0 el esquema que mds se acerca a la solucién real es el de
Cranck-Nicolson pero cuando o se aproxima a 0.5 no se puede asegurar que un mismo esquema
sea el que converga la solucion exacta, en cualquier intervalo temporal o espacial. Recomendamos
realizar la lectura completa del capitulo II, puesto que este sentard las bases para el tema principal

que son los método de diferencias finitas.

Palabras clave: < ECUACION DE NAGUMO>, < ESQUEMA IMPLICITO>, < ESQUEMA
EXPLICITO>, < ESQUEMA-THETA>, < ESQUEMA CRANCK-NICOLSON>.
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ABSTRACT

The aim of this work was to describe the Nagumo equation, its theoretical foundations and
its numerical resolution through finite difference schemes that were implemented in Python to
identify the method that best approximates the solution. The documentary research was of a
theoretical-practical nature because an analysis was carried out on: the existence and uniqueness of
the solutions of the Nagumo equation, it was presented two real solutions; the implicit, explicit,
theta-scheme, Cranck-Nicolson schemes, their consistency, stability and convergence; at the same
time the numerical simulation in Python was carried out, which allowed the comparison of the
real solutions with the numerical solutions. It was obtained as results that the implicit, explicit
and theta schemes have a linear order of convergence in time and quadratic in space, while the
Cranck-Nicolson scheme is quadratic in time and space. Thanks to the study, it is concluded that
the solutions of the Nagumo Equation exist and are unique, and from the simulations it is known
that when the variable “o” approaches 0 the scheme that is closest to the real solution is that of
Cranck - Nicolson, but when “o”” approaches 0.5 it cannot be assured that the same scheme is the
one that converges to the exact solution, in any temporal or spatial interval. It is recommended to
read Chapter II in its entirety, since it will lay the foundations for the main topic of finite difference

methods.

Key words: <NAGUMO EQUATIONS>, <IMPLICIT SCHEME>, <EXPLICIT SCHEME>,
<THETA-SCHEME>, <CRANCK-NICOLSON SCHEME>.
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INTRODUCCION

La neurofisiologia describe los fenémenos eléctricos en la fisiologia de las células nerviosas. Su
objetivo es estudiar los impulsos eléctricos para comprender el funcionamiento del sistema nervioso.
Existen diversos modelos para explicar este proceso, uno de los primeros es el de Hodking-Huxley
que consiste en un sistema de 4 ecuaciones diferenciales no lineales que describen la dindmica del

potencial de membrana de una neurona ante la accién de una corriente aplicada.

Para mejorar la comprensién del fenémeno neuro eléctrico, se plantearon simplificaciones del
modelo de Hodking-Huxley, que resultaron en modelos mds simples, tal es el caso del sistema de
dos ecuaciones FitzHugh-Nagumo (FHN), y més recientemente el modelo de Jin-ichi Nagumo

quien propone una sola ecuacion.

Nagumo presenta una ecuacion diferencial parcial parabdlica de segundo orden la cual describe la
manera en como un impulso nervioso viaja a lo largo de una neurona. Se conoce que estos impulsos
son diferencias de potencial en las neuronas regidas por el transporte de iones de sodio y potasio
que viajan con velocidad constante a través de la membrana celular sin generar cambios en su
forma o amplitud. Esta actividad neuronal viene dada por estimulos de excitacién, que, pueden o

no alcanzar cierta intensidad y transmisién hacia el nervio.

En la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo, Facultad de Ciencias, Carrera de Matematica,
los y las estudiantes carecen de documentos en donde se explique como a través de la matemadtica

aplicada, podemos solucionar problemas reales existentes en otras ciencias.

Este documento presenta una propuesta de trabajo de titulacién cuyo objetivo es describir, en
general, el proceso de discretizacion de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) a través de
esquemas de diferencias finitas. Adicionalmente se propone discretizar y resolver la ecuacion de

Nagumo que modela un problema de la Neurofisiologia.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACON

En este primer capitulo expondremos el problema que di6 origen a este trabajo de investigacion asi
como tambien el objetivo general que nos permite visualizar a lo que vamos a llegar y los objetivos
especificos que serdn los pasos para lograrlo, finalmente la justificaién, en donde escribiremos la

motivacion e importancia de nuestro trabajo de titulacién.

1.1. Planteamiento del problema

En base a la experiencia, hemos notado que, en el curso de andlisis numérico, no se aborda tépicos
como el método de diferencias finitas, y como estos métodos se pueden aplicar en diferentes campos
de la ciencia como por ejemplo la neurofisiologia. Ademas, después de realizar una bisqueda
bibliogréfica en la biblioteca de la ESPOCH, se pudo observar que no se cuenta con un pequefio
documento que hable de diferenciaciéon numérica desde sus inicios, y en el que los y las estudiantes
de la carrera de matematica como a través de la matemadtica aplicada podemos solucionar problemas

reales de otras ciencias, especificamente Neurofisioligia.

Es asi como se propone una investigacion documental de caricter tedrico-prictico de la ecuacion
de Nagumo que contemple el anélisis de existencia y unicidad de soluciones; asi como también
su resolucidén numérica a través de métodos en diferencias finitas, para facilitar a los estudiantes
de la carrera de Matemaética la comprensién de métodos en diferenciacion numérica aplicados en

ecuaciones de derivadas parciales provenientes de la Neurofisiologia.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Realizar una investigacion documental de cardcter tedrico-préctico sobre la ecuacién de Nagumo,
sus fundamentos tedricos, y su resolucién numérica usando esquemas en diferencias finitas, los
cuales serdn implementados en Python, para hacer una simulacién con un ejemplo particular
proveniente de la Neurofisiologia, se generard un documento que sirva de guia para entender la

aplicacién de estos métodos.



1.2.2. Objetivos especificos

1. Buscar y seleccionar bibliografia del topico, a través de la lectura sistemadtica de libros, articulos

y revistas con la finalidad de establecer fuentes apropiadas que sustenten los temas planteados.

2. Explicar brevemente la teoria sobre la existencia y unicidad de solucién de la ecuacién de

Nagumo.

3. Comprender los métodos en diferencias finitas explicito, implicito, Cranck-Nicolson y

esquema-theta.

4. Establecer las condiciones de estabilidad, consistencia y convergencia para los esquemas de

diferencias finitas que se estudian.

5. Usar el lenguaje Phyton para la implementacién de los métodos de diferencias finitas que

aproximen numéricamente la ecuacién de Nagumo.

6. Analizar los resultados obtenidos en el lenguaje de programacién para verificar la eficacia de

cada uno de los esquemas.

1.3. Justificacion

En la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo, Facultad de Ciencias, carrera de Matematica,
hemos notado que no se cuenta con documentos suficientes a cerca de: diferenciaciéon numérica
desde sus inicios y como a través de la matematica aplicada podemos resolver problemas reales en
otras ciencias, en este documento nos centraremos particularmente en la Neurofisiologia. Por otra
parte como estudiantes hemos evidenciado que en el curso de andlisis numérico no se aborda
el tépico de diferencias finitas y su aplicacion. En este escrito estudiaremos las bases de la
diferenciacién numérica y su resoluciéon mediante esquemas de diferencias finitas y el andlisis de
su consistencia, estabilidad y convergencias, y ademads su simulacién numérica en Python que nos
permitira observar grafica y analiticamente la diferencia de cada método. Es por esto que nuestro
trabajo de titulacién podra servir como guia y material complementario para los estudiantes que
cursen la cdtedra de andlisis numérico o aquellos que deseen realizar un estudio en esta linea de

investigacion.



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

La Neurofisiologia se ocupa de cada uno de los aspectos y funciones del sistema nervioso, en
particular uno de los problemas mas importantes que se presentan en esta area es el estudio de la
transmision de impulsos nerviosos (Garcia, 2020). En esta seccion describiremos algunos modelos,

basados en ecuaciones diferenciales parciales que han sido propuestos para este problema.

Para provocar actividad en una neurona es necesaria una cierta cantidad de estimulo conocida
como umbral de excitacidn, si el estimulo inicial no alcanza la intensidad requerida, el nervio no
transmite informacion. Para describir este proceso FitzHugh plantea, en 1961, el siguiente sistema

de ecuaciones:

av aV
% Soa-a
E = 8(v—}’r)-

Donde 0 < a < 1 representa el voltaje umbral, v corresponde a la tasa de cambio del potencial de
la membrana de la neurona con respecto al tiempo, r la variable de recuperacion, ¢ el tiempo y x el

espacio.

En 1962, Nagumo presenta una simplificacién del modelo anterior simulando el axén de una
neurona, cuya funcioén es transferir informacién desde el cuerpo celular hasta sus botones terminales,
como un circuito eléctrico (Carbajal, 1988). De esta manera surge un modelo mas manejable

computacionalmente que consiste en una ecuacién conocida como la ecuacién de Nagumo.

du  Ju?

gzﬁ—i-u(l—u)(u—a).

En esta ecuacion 0 < o < %,x € R,z > 0, y u representa la diferencia de potencial entre el interior

y el exterior de la membrana celular.

Esta es una ecuacién en derivadas parciales (EDP) de tipo parabdlico, de segundo orden, la cual
serd simulada numéricamente a través de los métodos de diferencias finitas, para aproximar la

derivada de la funcién en un punto dado.



2.1. Herramientas de base

En esta seccion se presentardn las bases para el desarrollo de los capitulos posteriores. Se
utilizard la notacién x para un vector, mientras que, C*([a,b]) representa el conjunto de funciones
continuamente diferenciales hasta orden k,k € N, M,,.,[R] al conjunto de matrices cuadradas
n x n con entradas de nimeros reales, A = (a;;) una matriz que pertenece a My x,[R], AT como la
matriz transpuesta, I que es la matriz identidad, A~' la matriz inversa, A que representa un valor
propio. Y para el estudio de soluciones definimos a u;, como la primera derivada de u con respecto

al tiempo, mientras que u,, representa a la segunda derivada de u con respecto al espacio.

A continuacion, se realizard la descripcién de diferenciacién numérica, dlgebra matricial y sistemas
de ecuaciones, los cudles sentardn las bases para el estudio posterior de los esquemas de diferencias

finitas.

2.1.1. Diferenciacion Numérica

La diferenciacién numérica tiene como objetivo calcular una aproximacién de la derivada de una
funcidn alrededor de un punto. En esta seccion, se realizard la deduccion de las férmulas para la

aproximacion de derivadas (primera y segunda derivadas).

2.1.1.1. Aproximacioén de la primera derivada

Para el célculo de la primera derivada f’(x) consideramos un punto xy €|a,b[ donde f es una

funcion de clase C*([a,b]) con k € N.
Foérmula progresiva de primer orden

Sea f € C?([a, b)), consideramos el punto x; = xo -+ A, con i > 0 de tal manera que 4 # 0 sea lo

suficientemente pequea tal que se encuentre en el intervalo [a, b].

Consideramos la serie de Taylor, alrededor del punto xy + £ de la cual tomamos solamente los tres

primeros términos. Asi,

= () (y
flotn) = Y0y
X

= f(xo)+hf'(xo)+%hf"(§), conx <& <x+h.



Que conduce a:

) = TEOEIZTE0) Lo g, 22)

y asi, la diferencia finita progresiva es una aproximacion de orden 1 de la derivada.

Observamos que en la ecuacion (2.2), el error de la aproximacién viene dado por — % (&) el cual
es un valor desconocido, por lo que para conocer esta cantidad se realiza una acotacién a la funcién,

asi, para tener una estimacién vemos que:

£y -1 (""*h,)l_f o) 5 1718

- '—gf”(é)‘ _h

Puesto que f € C*([a,b]), entonces | f”(&)| < sup |f"(&)]

x<E<x+h
f/(-xO) - f(xO +h]/)l - f(XO) < %M (23)

Donde, M := sup |f"(&)].
x<E<x+h

Foéormula regresiva de primer orden

Con una funcién f € C?([a,b]), consideramos, ahora, el punto x; = xo — h, con h # 0 sea

suficientemente pequeiio de tal manera que pertenezca en el intervalo [a, b].

Para calcular esta aproximacion, utilizamos la serie de Taylor de f en xy — &, de la cual se considera

los tres primeros términos,

2
Flro—h) = flw)~hf(0)+ 5 f"(E),  x—h<E<x

Que conduce a la aproximacion por una diferencia finita regresiva de orden 1 para la derivada

Plag) = LEIZSCOZR) B e e

Podemos mostrar el mismo anélisis del error para la diferencia finita regresiva, entonces basta



considerar

51" (x0)

f'(x0) — 5

= 217" x)

f(x0) — flxo— ) ‘ _ ‘h

Como f € C*(|a,b]) , entonces |f”(E)| < sup|f"(E) conx—h <& <x

f'(xo0) — M. 2.5)

NS

f(xe)—f(XO—h)' <
- <

ConM:= sup |f"(&)]>0.

x—h<&<x

Por otra parte, que las ecuaciones (2.2) y (2.4) a pesar de guardar gran similitud entre si, al realizar
una comparacién podemos notar que con la derivada progresiva se toman valores posteriores a xo,
es decir, & > 0; mientras que, en la derivada regresiva se consideran valores inferiores a xg, es decir,
h < 0. Ademds, se dice que el error de truncamiento es de orden /', es decir, el error es proporcional
al incremento & elevado a la 1-ésima potencia. Entonces, para ambas férmulas tenemos un error A,

es decir un error de orden 1, conocido como error lineal.
Foérmula central de primer orden

Consideramos ahora f € C3([a, b]), con los puntos xo + 'y xo — h € ]a, b| simétricos con respecto

a x, con A distinto de O .

Utilizando las series de Taylor alrededor de los puntos xo 4/ y xo — k, hasta el tercer término vemos

que

2 3
Flth) = fC0) +hf (o) + S o) + /&), ¥ S & Sxh

2 3
Flo—h) = )= hy'(x0) + 5 1"00) — = f"(&), ¥ h<&<x

Obtenemos, restando la segunda expresion de la primera, que

3

Flro+h)—Fo—h) = 20f (o) + o [7(&)+ 1"(&)]



Lo que nos conduce a

X — flxo— 2
f/(xo) _ f( O+h)2hf< 0 h)+?2[fm(€l>+fm(§2)]- (2.6)

Por el Teorema de Valor Intermedio, arribamos a la formula central de primer orden.

_ _ 2
f(x) = f(x°+h)2hf(x° h)+h6f’”(§), x—h<&<x+h. 2.7)

Para simplificar el término del error, basta observar:

—_ _ 2 2
f/(xO)_f<x0+h)2hf(xO h)‘ _ h6(fm(§l)+fm(§2))‘ :%‘fm()(,'()ﬂ
Debido a que f € C3([a,b]), entonces | (E)| < sup  |f"(E)].
x—h<E<x+h
’ f(xo+h) — flxo—h) K
'(x0) - e I 8
donde M:= sup |f"(&)|.

x—h<E<x+h

Al analizar la férmula vemos que la derivada central, relaciona la derivada progresiva y regresiva,
tomando valores posteriores e inferiores a xp. Notamos ademds que llegamos a una férmula con
un error de orden 2, con lo que somos capaces de concluir que el error de truncamiento tiene un

comportamiento cuadrético.
Foérmula de los cinco puntos de primer orden

Ahora, sea f € C°([a,b]) y consideramos los puntos xg + h, xo — h, xo + 2h, xo — 2h en el intervalo
la,b[ con h > 0.

A partir de la serie de Taylor para los puntos xg + 2h, xo — 2h, tenemos que

Flo+28) = o)+ 20 (x0) + 202 (x0) + 37" (x0) + 2 £ ) O (61

Conx <& <x+2h.

Fl50—28) = f(x0) — 2y (x0) + 207 " (x0) — 31 1" (x0) + 21 £ a0) — L1 £ (&)



Conx—2h <& <x.

Restando el segundo desarrollo del primero, se sigue que

4

floo—=20) = flro+20) = —4hf (o) = 3H S (o) 1ok (FOE) + 70 (&),

Por el Teorema del valor intermedio tenemos:

f(xo —2h) — f(x0+2h) = —4hf (x0) — §h3 " (x0) — %f? FONE), x—2h <& <x+2h

(2.9)
De la misma manera, desarrollamos la serie de Tayor para los puntos xo + &, xo — h, asi:
Fx0—h) = F(x0) — hf (x0) + 11" (x0) — £h £ (x0) + 5 £ 30) — 517 (&)
2 6 24 120 '
Conx—h<E&<ux
1 1 1 1
Fxo+h) = f(x0) + 7t (x0) + 512 £ (x0) + k£ (x0) + 5 1 FH) (x0) + 156 £ (8a).
Conx< & <x+h.
Al restar f(xo—h) — f(xo+ h) vemos que:
1 1
Floo =)= flao+h) = =2hf'(x0) = 1" (x0) + o6 (17 (&) + 7P (&)
Nuevamente por el Teorema del valor intermedio, obtenemos:
1 1
Fao—h)=f(o+h) = =2hf'(x0) = 3hf"(x0) + WP (&), x—h<E <xth.

3 60

De donde,

—h h) 6f K2 )
(xo) = _3f()2)3 )+3f<x;l)3+ )_ fh(zxo)_ f20(§6)‘




Luego, reemplazamos f”(xo) en la ecuacién (2.9), obteniendose asi:

3fo=h)  3flo+h) 6f(xo) #2f) (&)
h3 h3 h? 20

flxo+2h) — f(xo—2h) = 4hf’(xo)—§h3 —

8

_ 2 p5£0)
&)

= 4 (x0) — 16h (x0) + 8 (v0 + ) 8 (x0 — ) + = 1) (&)
8
— 5719 (%)

= —12hf"(x0) +8f(x0+h) — 8 (xo— )—%h5 [4f (63)—f(5)(§6)]

Despejamos f”(xg)

1

o) =15

[0 —2h) — (x+2h) +8(x0-+ k) ~ 87 (o —h)] — ook [47)(&) — F9 (&)

Finalmente, aplicamos el Teorema del valor intermedio y arribamos a férmula de los cinco puntos

de primer orden:

1

J'(o0) = 135

Umr%>f%+%HWMwm—wm—m—%MN%> (2.10)

Conx—2h <& <x+2h.

En cuanto al error, es suficiente observar que:

f%—%)fm+%wwmﬁm—wm—m]: }%Mﬁ%ﬁ

= @)

J'(x0) = 135

Recordando que £ es de clase C°[(a,b)], entonces | £ (E)] < sup  |FO(&)],
x—2h<E<x+2h

f’(xO)—hlz(f(xO—Zh)—f(xo+2h)+8f(x(>+h)—8f(xO—h))' < s @

Con M := sup  [fB)(&)].
x—2h<E<x+2h

La férmula que obtenemos, es en general més precisa que la de la derivada central ya que toma 2
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puntos mds, es importante ademds, observar que obtenemos una férmula con notacién de orden 4,
con lo que decimos que el error de truncamiento cuando 4 tiende a 0, se comporta en forma a una

ecuacion elevada a la cuarta potencia.

Para poder observar de manera clara cémo funciona cada método de derivacién numérica para la
primera derivada, vamos a dar un ejemplo en el cual compararemos los errores de aproximacion

que obtenemos:

Ejemplo. Sea la funcién f : R — R definida por: f(x) = e*+x% conx >0y xo = 2.

Donde su derivada viene dada por:

f(x)=2x+e"

Y evaluando en x = 2 obtenemos
f'(2) =2(2) +* = 11.38905.

Mientras que la tabla siguiente, muestra las aproximaciones de f’(2), utilizando la diferencia

progresiva, regresiva, central y de cinco puntos.
Tabla 1-2: Valores f’(xo) para cada h € [0.1,0.2) con paso de 0.01

h Férmula Error Férmula Error Férmula Error Férmula de cinco Error

Progresiva Regresiva Central puntos

0.10 | 11.8711 | 0.4821 | 10.9316 | 0.4574 | 11.4014 | 0.0123 11.38903 0.00002

0.11 | 11.9208 | 0.5317 | 10.8872 | 0.5019 | 11.4040 | 0.0149 11.38902 0.00003

0.12 | 11.9707 | 0.5816 | 10.8429 | 0.5461 | 11.4068 | 0.0177 11.38900 0.00005

0.13 | 12.0209 | 0.6318 | 10.7989 | 0.5901 | 11.4099 | 0.0208 11.38898 0.00007

0.14 | 12.0713 | 0.6822 | 10.7551 | 0.6339 | 11.4132 | 0.0242 11.38896 0.00009

0.15 | 12.1220 | 0.7330 | 10.7116 | 0.6775 | 11.4168 | 0.0277 11.38893 0.00012

0.16 | 12.1730 | 0.7840 | 10.6682 | 0.7208 | 11.4206 | 0.0316 11.38889 0.00016

0.17 | 12.2243 | 0.8352 | 10.6251 | 0.7639 | 11.4247 | 0.0356 11.38885 0.00020

0.18 | 12.2758 | 0.8868 | 10.5822 | 0.8068 | 11.4290 | 0.0400 11.38879 0.00026

0.19 | 12.3277 | 0.9386 | 10.5395 | 0.8495 | 11.4336 | 0.0445 11.38873 0.00032

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

Mediante los resultados obtenidos en la Tabla (1-2:) evidenciamos que la férmula de los cincos

puntos proporciona un valor menor de error, seguida por la férmula central, luego la férmula
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regresiva y finalmente la férmula progresiva. También, observamos que el error se aproxima a 0

cuando 4 es suficientemente pequefia.

A continuacién mostramos las imagenes del paso de discretizacion contra el error.

_, | = Formula Progresiva f * Formula Central £
32 10 Ax10-
81071
k] 8 3Ix107?
= =2
2 Tx107? 2
=) =
-] "
& 8 2x107
5 sx107t 5
5x%107!
10-! 12x107  14x107" 16x 107 18x 107" 10-1 12x107'  14x107' 16x 107 18x107!
1 2. 1 Paso de discretizacion (h) 1 2. 2 Paso de discretizacion (h)
(a) Progresiva (b) Central
- — 3.0
Férmula Regresiva f Férmula cinco puntos f'
81071
2.5
g 7x107 E
2 2 20
i
F- 2
s 6x107 o
2 15
5 E
51070 10
-1 121070 14x1070 16x 107! 1Bx 107! 05
10 g . g g 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Paso de discretizacion (h) Paso de discretizacion (h
1-2:3 1-2:4 m
(c) Regresiva (d) Cinco puntos

Iustraciéon 1-2: Error de las Férmulas de primer orden

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

En la Ilustracién(1-2:) podemos notar a través del paso de discretizacion, que féormula genera una
solucién numérica que se aproxima de mejor manera a la solucién real. Comprobandose en las
graficas que la férmula que genera menor error es la de cinco puntos (6-4:d), debido a que el error

que este presenta es el de menor valor.

2.1.1.2. Derivadas de orden superior

Para aproximar derivadas de orden superior en particular de orden dos, utilizamos mas términos en
las series de Taylor de la funcién f € C*([a,b]), con k € N. Asi, para la segunda derivada, podemos

usar los esquemas progresivo, regresivo,central, entre otros.

Foérmula Central de segundo orden
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Sea f € C*([a,b]) y x1 =xo —hy xa = xo + h para alguna h # 0 que sea lo suficientemente pequefia

de tal manera que se encuentre en el intervalo [a.b)].

Mediante un desarrollo de Taylor, tomamos los cuatro primeros términos alrededor de los puntos

Xo+hyxo—h:
Flro+h) = fla)+hf (o) + 3" (x0) + g S (o) 5 S8,
Con x<¢& <x+h.

Flro—h) = Flao)~hf(x0) + 3" (x0) = g F" (o) + 5 (G,

Con x—h<§&<x

Sumando ambas expresiones obtenemos:

Flro )+ fo—h) = 27(0) 2 f" (o) + 5 [F9(E) + F9(E)].

Despejando 1" (xo),

Flry) = f(xo+h) —2f}go)+f(xo—h) _ ih‘l [F9E) +f9&)].

Finalmente por el Teorema del Valor Intermedio obtenemos la formula central de segundo orden.,
de la forma;

fro+h)=2f(x0) +flxo—h) 1,

f(x) = e > fYE), x—h<E<x+h (2.12)

Para analizar la aproximacién del error, a partir de la ecuacién (2.12) tenemos:

[ (x0) —

_ L
= SR,

flxo+h)—2f(x0)+ f(xo—h 1
)21 0) 00| Lo

Como f es de clase C*([a, b)), entonces | f*(E)| < sup  |f™*(&)| de donde se tiene que:
x—h<E<x+h

f"(x0) —

f(xo+h)—2f(x0) + f(x0 —h) L,
2 ' < Eh M, (2.13)
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Dedonde, M:= sup |f#(&)].
x—h<E<x+h

Cuando consideramos la férmula obtenida observamos que la derivada central de segundo orden
asocia la derivada regresiva y progresiva; es decir consideramos puntos superiores e inferiores a xg.
Podemos ademas, fijarnos en que obtenemos una férmula con un error de orden 2, asi podemos

concluir que el error de truncamiento se comporta de forma cuadrética.
Férmula progresiva de segundo orden

Sea f € C*([a,b]), tomamos un x; = xq + 2A, tal que & # 0 sea convenientemente pequefio para

que pertenezca en el intervalo [a, b)].

Utilizando un desarrollo de Taylor alrededor de xo + 24 y xo 4 & obtenemos que:
4
F(x0+2h) = f(x0) +2hf (x0) + 21> f (x0) + gh3f”’(§1), x <& <x+2h. (2.14)

Fl0-+h) = F(x0) 4+ (x0) + 2" (x0) &+ SR f"(E), x<E <x+h

2 6
De esta dltima despejamos f”(xo),
/ _ fxo+h)  flxo) 1, Lo m
f'(x0) = h I *Ehf (xo)*gh (&)
Y al reemplazar en la férmula (2.14) vemos que:
Xo+h X 1 1 4
Flot2n) = flag)+2n | TR JOOL 2 00 i) | o)+ 2000 &)

= o)+ 2 (ot )~ 2 (x0) ~ 2 (k0) — 5 1 (6a) + 202" o) + ().

Agrupando términos y dividiendo para 4 notamos que:

R 0) =l 20)+ flao) ~2f (o) — 3 (4" (&)~ (&)

f”(xo) _ f(xo+2h)+f§l§0)_2f(xo+h) N %h (4f”/(§1) _f/”(§2))

Asi, por el Teorema del Valor Intermedio se obtiene

fl/(xO):f(x0+2h)+f§;;0)_2f(x0+h) _hfl//(g)’ xSé §X+2]/l (215)
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A partir de la ecuacién (2.15) estudiamos el error,

7 (x0) — f(x0+2h) +f§j;0) —2f(xo+h) ’ _ }—hfm(xO)} :h|f”’(xo)|

Puesto que f es de clase C?([a,b]), entonces | (E)| < sup  [f" ()]
x<E<x+2h

f(x0+2h) + f(x0) —2f (x0 +h)
hz

f// (X()) _

‘ < hM. (2.16)

Endonde, M := sup |f" (&)
x—h<&<x+h

Férmula regresiva de segundo orden

Con una andlisis andlogo al anterior,realizamos un desarrollo de Taylor hasta el tercer orden

alrededor de xo —2h y xo — h y obtenemos lo siguiente:
4
f(xo—2h) = f(x0) — 2k (x0) + 202 f" (x0) — gh3f’”(§1 ), x—2h<& < (2.17)

Flxo—h) = F(x0) — hf'(x0) + 31" (x0) — < F"(&), x—h< &<

Al despejar f’(xo) de la segunda ecuacién, vemos que

f(xo)
h

b s (o)~ T Ly e,

f'(x0) = ;

Al utilizar la expresion en la férmula (2.17) tenemos:

f(xo)
h

TEo B L2 i) +m 7 xo) — 200580

Flro—2m) = flzo) 2 | L5 4 Zng () -

F(0) =27 () ~ I £ (x0) + 2 (x0 — ) 31" () + 202 (k) — 31 £ (61).

Asociando términos, dividiendo para & y gracias al Teorema de Valor Intermedio arribamos a la

expresion de la forma:

IR (x0) = f(x0) = 2f () + f(x0 — 20) + 3 (47" (61) — 1(82)].

£ (x0) = f(XO_ZthE;‘)) “H0TH ey x—om<g <k @I8)
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Analizamos el error en base a la ecuacion (2.18):

£"(x0) — f(x0_2h>+f§l)go)_2f(x0_h) _ |hfm(§)’ =h|fw(§)}.

Debido a que f es de clase C?([a,b]), entonces | (xo)] < sup [f" (&)

x—2h<&<x

, obteniendose asf la
cota del error siguiente:

f(xo—2h) + f(x0) —2f(x0o — h)

f// (XO) _ 2

< hM. (2.19)

conM:= sup |f"(&)].

x—2h<E<x

Notemos que aunque comparten gran semejanza entre si, la derivada progresiva de segundo orden
considera valores 2/ posteriores a xg , lo que indica que & > 0, mientras que, en la derivada regresiva
de segundo orden se toman valores 2/ inferiores a xg es decir & < 0. Se puede ademads observar que

las dos férmulas trabajan con un error de orden 1, es decir, tiene un error lineal.

Con el fin de comparar las derivadas numéricas con la segunda derivada de una funcién, tomamos

el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sea la funcién f: R — R dada por:

f(x)=cos(v/x),x >0yxy=1.

Donde su primera y segunda derivada vienen dadas por:

sen(v)

cos(y/x) = seny/x
2Vx a Tt

flx) = A e

1) =

Evaluando f”(xg) en xo = 1 vemos que:

I I
_cos(VD) Sen{ ~ 0.075292.

)= 4(1) +4(1)z

En la siguiente tabla se muestran valores aproximados de la funcién f”(x), cuando A que representa
al paso de discretizacion € [0.1,0.2) ,por medio de la férmula progresiva, regresiva y central de

segundo orden.
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Tabla 2-2: Valores f”(xo) para cada h € [0.1,0.2) con paso de 0.01

h Formula Progresiva Error Foérmula Regresiva Error Formula Central Error
0.10 0.074520 0.000772 0.076071 0.000779 0.0752926 0.0000005
0.11 0.074443 0.000849 0.076149 0.000857 0.0752927 0.0000006
0.12 0.074366 0.000926 0.076227 0.000935 0.0752928 0.0000007
0.13 0.074290 0.001003 0.076396 0.001014 0.0752930 0.0000008
0.14 0.074213 0.001079 0.076384 0.001092 0.0752931 0.0000009
0.15 0.074136 0.001156 0.076463 0.001171 0.0752932 0.0000011
0.16 0.074060 0.001232 0.076541 0.001249 0.0752934 0.0000012
0.17 0.073983 0.001309 0.076620 0.001328 0.0752935 0.0000014
0.18 0.073907 0.001385 0.076699 0.001406 0.0752937 0.0000015
0.19 0.073831 0.001462 0.076777 0.001485 0.0752939 0.0000017

Fuente: Elaboracion propia.

Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

A través de los resultados obtenidos con la Tabla (2-2:) en este ejemplo, se observa que con la
formula central se obtiene un menor error de célculo, seguido por la férmula regresiva y finalmente
la férmula progresiva. Notese ademds que en los tres casos el error se acerca a cero, cuando /4 tiende

a cero. A continuacién, presentamos las gréificas de paso de paso de discretizacién contra el error.

— Formula Progresiva *107% | — Férmula Central £

Error absoluto
Error absoluto

12x107% 14x107 16x107* 1.8x107% 1072

Paso de discretizacion (h)

10t
Paso de discretizacion (h)

2-2:.2
(b) Central

2-2:.1

(a) Progresiva

Formula Regresiva ' *

Error absoluto

12x107! 14x 107 16x 107! 1.B8x107?

Paso de discretizacion (h)

2-2:.3

(c) Regresiva

Iustracién 2-2: Error de las Férmulas de primer orden

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.
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En cuanto a la aproximacién de la solucién numérica a la solucién real, podemos observar en
la Ilustracién(2-2:) que la férmula que tiene un error menor, en efecto es la férmula central de

segundo orden.

Una vez estudiado la difererenciacién numérica, damos un paso al estudio del 4lgebra
matricial, la cudl nos servira de guia para los criterios de existencia de solucion de un sistema de

ecuaciones.

2.1.2. Algebra Matricial

El Algebra Matricial, con el propdsito de facilitar la resolucion de sistemas de ecuaciones, plantea
una notacién concisa que permita identificar con certeza lo que se desea dar solucidon y mediante
criterios llegar con fluidez a un resultado final. Es asi que en esta seccidn se estudiard diferentes

tipos de matrices, criterios de invertibilidad y su relacion con sistemas de ecuaciones lineales.

2.1.2.1. Tipos de Matrices

Una matriz cuadrada es un conjunto de nimeros reales, que estdn dispuestos en n filas por n

columnas y se verdn dispuestas de la siguiente forma:

ajg app -+ oap; - A
a; dzp - dzj -t Ay (2 20)
apl Ap2 - dpj - dpp

En donde el vector de la forma (an aig - ayj a|,,) representa al reglén i, mientras que el vector
ar
as

se denomina columna j. De esta manera conocemos a la componente ij de la matriz A,

An
dencl)tada de la forma a;; que representa al valor del reglon i y la columna j de A.
Definicién 2.1. Sea A € M,,,|R]. Decimos que A:
o Es una matriz tridiagonal si se cumple que:
a;j=0 para |i—j|>1, i,j=1,...,n. (2.21)
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e A es simétrica si:

AT = A. (2.22)

Es decir, que las columnas y filas de la matriz A coinciden. Por otro lado tenemos la propiedad

de antisimetria que nos dice que:

e A es matriz antisimétrica si se cumple que:

AT = —A. (2.23)
e A es ortogonal si se cumple que:
AAT =ATA =1, (2.24)
0 a su vez,
At =AT, (2.25)
Donde [ es la matriz identidad.
e Por otra parte A es normal si:
AAT = ATA. (2.26)

Para ilustrar las definiciones revisadas vamos a ver un ejemplo. En este caso vamos a trabajar con

una matriz 3 x 3 dada en el ejemplo que sigue.

Ejemplo. Sea A € M,,,.,[R].

10 2 1
A= 2 1 =2
1 -2 10

Sabemos que para obtener A’ simplemente vamos a tener que transformar las filas por columnas

vemos que obtenemos:

10 2 1
AT=1 2 1 =22
1 -2 10

Al cumplirse que A = AT somos capaces de decir que la matriz A es simétrica.
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Ahora analizaremos el resultado de AAT

0 2 1 10 2 1 105 20 16
AAT=1 2 1 =2 2 1 2 1=[ 20 9 -2
1 -2 10 1 -2 10 16 —20 105.

.Y con la evaluacién de la multiplicacién AT A

0 2 1 10 2 1 105 20 16
ATA=1 2 1 =2 2 1 2 ]=[ 20 9 -2
1 —2 10 1 —2 10 16 —20 105

Podemos notar que AAT = ATA, pero AAT = ATA + I, decimos entonces que A es tambien normal.

Concluimos que gracias a las definiciones dadas nuestra matriz A es una matriz simétrica y normal.

Definicion 2.2. El rango de A, denotado como rang(A) se define como el nimero maximo de filas

(o columnas) linealmente independientes entre si.

Para entender la definiciéon damos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Retomando la matriz del Ejemplo (2.1.2.1.), vamos a hallar el rango de A. Para esto

definimos la i-ésima fila como F; y analizamos cada una de ellas. Entonces:

e [ es nuestra fila base.

e F, y F3, son linealmente independientes, puesto que, F> = aF; y F3 = BF; , no se cumple para

ningdn o, B € R.

Por lo tanto, el niimero maximo de filas linealmente independientes entre si es 3. De esta forma el

rang(A) = 3.

Considerando ahora lo ya revisado, tenemos algunas caracteristicas que se cumplen para matrices

simétricas. Asi presentamos las siguientes definiciones.

Definicion 2.3. Sea A € M,,,[R], una matriz simétrica , y x un vector en R”, consideramos que:

e A es definida positiva cuando cumple:
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x'Ax >0, Vx € R", x#0. (2.27)

e A es semi definida positiva si:

x'Ax >0, Vx e R". (2.28)
e A es definida negativa si se satisface que:

x’Ax <0, Vx e R". (2.29)

o A es semi definida negativa cuando cumple:

x’Ax <0, ¥x € R", x#0. (2.30)

Tenemos criterios los cuales consideran la ultilizacién de determinantes, para definir una matriz,

uno de ellos es;

Teorema 2.1. Criterio de Sylvester considerando A 'y det(A), entonces,

e Sidet(A) > 0 paran=1...m, entonces A es definida positiva.

e Si(—1)"det(A) <0 paran = 1...m, entonces A es definida negativa.

De nuestro Ejemplo (2.1.2.1.) tenemos una matriz A € M, ,[R] que cumple con ser simétrica, por

tanto podemos estudiar como esta definida.

Tenemos que

10 2 1
A= 2 1 =2
1 -2 10

Obteniendo el determinante :

det(A) = 10(6) —2(22) + 1(—5).
det(A) =60—44—5=11.
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El det(A) = 11, podemos decir que det(A) > 0 entonces nuestra matriz A es definida positiva.

Definicion 2.4. Sea A € M,,,,[R], se dice que A

e Es estrictamente diagonal dominante si y solo si:

n
laig| > Y |aijl, i=1,...n. (2.31)

j=1
J#
e Es diagonalmente dominante si y solo si:

n

laii| > Y |aijl, i=1,...,n. (2.32)
j=1
JF#i

Con el propoésito de entender la definicidn, partimos nuevamente, de la matriz del Ejemplo (2.1.2.1.),
para identificar si cumple o no, una de los dos condiciones. Para esto tomaremos cada término de la
diagonal de la matriz A y vemos que:

e |10| > |2|+|1| = 3. Cumple la primera condicion.

e |1]| > |2]|+ | —2| = 4. No cumple ninguna condicion.

e | —2|>|1|+]10] = 11. No cumple ninguna condicion.

Como no todas las filas cumplieron una de las condiciones, concluimos que la matriz A no es

estrictamente diagonal dominante ni diagonalmente dominante.

En capitulos posteriores se hard uso de las definiciones tales como matriz tridiagonal, simétrica y
definida positiva, para probar criterios que ayudardn hablar sobre la existencia de la matriz inversa.
2.1.2.2. Criterios de invertibilidad

Mostraremos, a continuacién, algunos criterios sobre la existencia de la matriz inversa y sus

multiples funciones para el estudio de matrices.

Definicién 2.5. Una matriz A es invertible o no singular si existe una matriz A~! de A, tal que:
AAT =ATA=1 (2.33)
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donde A~! se denomina matriz inversa de A.

El célculo de la inversa de una matriz viene dado por A~ = Jot (A)Ad JjAT.
e
A continuacién veremos un ejemplo,
1 2 3
Ejemplo. Consideramos lamatrizA= | 6 5 4 |,y vemos que su determinante es:
7 8 9

det(A) = 1[(5)(9) = (8)(4)] —2[(6)(9) — (7)(4)] +3[(6)(8) — (7)(5)]
= 1(13) —2(26) +3(13)

= 0.

Al obtener como resultado del determinante cero, no se puede hallar la inversa, pues al reemplazar

en la férmula obtenemos un valor indefinido.

Para dar solucién a esta inconsistencia planteamos la siguiente definicidn.

Definicion 2.6. A es una matriz singular si'y sélo si det(A) = 0.

Entonces en el Ejemplo (2.1.2.2.) la matriz A es una matriz singular.

Proposicion 2.1. Si A tiene inversa, la inversa es tinica.

Demostracion. Sean By C inversos de A, entonces por definicién de invertibilidad,

AB=BA=1,

AC=CA=1I

Entonces si tomamos B le multiplicamos por la identidad y sustituimos convenientemente tenemos:

B = BI = B(AC).

Luego, asociamos BA y reemplazamos por la Identidad,

B(AC) = (BA)C =IC =C.
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Por transitividad arribamos a:

B=C.

Obteniendo que las matrices inversas de A coinciden, lo que indica que A tiene una tnica matriz

inversa. OJ

Adicionalmente entre las propiedades mds importantes tenemos las siguientes :

Proposicion 2.2. Sea A € M(R ), Se tiene que:

i) A es invertible si A es estrictamente diagonal dominante ¢ es simétrica y definida positiva.

ii) A es ortogonal siy sdlo si satisface que A es invertible y |Ax|| = ||x||,Vx € R".

Demostracion. La demostracién detallada de la proposicidon se encuentra en el libro Analisis
Numérico de Herndn Benalcazar, el item i) en a la pagina 333; mientras que, el literal ii) esta en las

paginas 337 — 338. 0

Por otra parte, a partir de la definicién de valores propios se pueden dar resultados andlogos a los

mencionados en esta seccion, por lo que introducimos las siguientes definiciones:

Definicion 2.7. Sea A una matriz cuadrada . El nimero real A es un valor propio de A si existe un
vector x distinto de cero en R" tal que:

Ax = Ax. (2.34)

Todo vector x # 0 que satisfaga (2.34) es un vector propio de A, asociado con el valor propio A.

Definicion 2.8. Sea A € M,,,,[IR]. Entonces A es un valor propio de A si y sélo si:

p(A) =det(A—AI) = |A— AI| =0. (2.35)

en donde p(A) se lo conoce como polinomio caracteristico de A.

Es decir, los valores propios de A son las soluciones del polinomio caracteristico de A. Ademads
como el polinomio caracteristico es de grado n (puesto que la matriz A es de n X n) por el Teorema

Fundamental del Algebra, tendrd n valores caracteristicos. Podemos relacionar esta definicién con
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la de ser una matriz singular para facilitar el uso de estos criterios en demostraciones que impliquen

a estos conceptos. A continuacién mostramos una lista de resultados que son equivalentes.

Proposicion 2.3. Una matriz A es singular si y solo si 0 es un valor propio de A.

Para comprender la proposicién tomamos la matriz del ejemplo (2.1.2.2.) y verificamos que en

efecto no es una matriz invertible (singular).

1 2 3
SeaA=| 6 5 4 | .yenbasealaDefinicion (2.8) observamos que el polinomio caracteristico
7 8 9

(SN

det(A—AI) = 6 5-1 4

5-1 4 6 4 6 5—A
= (1-2) -2 +3

8§ 9-21 7 9-2 7 8
= —AP+15A%2+6A+11
= —A(+A*—151—6)

) _;L<)L_15—2\/2T9> <1_15+2¢z4*9>.

De donde los valores propios son,

154++/249 A 15—-+/249
:77 3:7.

A =0, A > >

Puesto que el valor propio A; = 0 gracias a la Proposicién (2.3) podemos asegurar que A no es una
matriz invertible.

Los valores propios tambien nos das una alternativa para indicar si una matriz es definida positiva.

Definicion 2.9. Una matriz A es definida positiva si y solo si todos los valores propios de A tienen

parte real positiva.

Con el fin de entender este procedimiento, analizaremos una matriz.
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Ejemplo. Tomamos la matriz del Ejemplo (2.1.2.1.) y en base a la Definicién (2.8):

10—-A 2 1
det(A—Al) = | 2 1-A —2
1 -2 10—-4
1-24 -2 2 -2 2 1-24
= (10-2) —2 +1
-2 10—-4 1 10—-A4 1 -2

= —AP+21A%-111A+11
= —(A-11)(A* =104 +1)
= —(A-1D)(A+@2V6-5)(A—(2V6+5)).

Luego al igualar esta expresion a O obtenemos los siguientes valores:

=11,  2da=-2V6+5 A3=2V6+5.

Queda claro que todos los valores propios de la matriz A son positivos, por tanto hemos comprobado

que A es definida positiva.

Teniendo estas definiciones claras, podemos dar un paso al estudio de sistemas de ecuaciones y
criterios que permitiran identificar cuando este tiene solucion.
2.1.3. Sistemas de Ecuaciones

Con el fin de dar solucién al andlisis de la discretizacién de la Ecuacién de Nagumo que
estudiaremos adelante, es necesario comprender los sistemas de ecuaciones lineales y criterios
basados en definiciones mencionadas en este documento que ayudan a dar solucién al sistema de

ecuaciones.

Consideramos el sistema de n ecuaciones con n incdgnitas siguiente:

26



anxy +
axy —+
ajxy +
[ dn1X1 +

apxy

anxp

apXxa

an2Xx2

A1nXn

anXp

AinXn

ApnXn

b,.

(2.36)

Los (a;;) son denominados los coeficientes del sistema (2.36), los x; son las incognitas (o soluciones)

y los b; forman el segundo miembro.

Al sistema lineal (2.36) esta asociado la ecuacion matricial:

Ax =Db.

donde la matriz A y los vectores X y b estdn definidos por:

ail

ai

ail

(2731

+ ap
+ ax
+ ap
+ am

din

an

din

Ann

X1

X2

Xi

Xn

by
by

2.37)

(2.38)

A continuacién, mostramos resultados importantes relacionados entre valores propios e

invertibilidad, que serdn de ayuda para dar inicio a la solucién de un sistema de ecuaciones

en donde se espera conseguir un resultado que cumpla el objetivo de dar resultados, es por eso que

es necesario identificar si el sistema tiene solucidn Unica para dar una respuesta clara y concisa.

Para esto damos el siguiente resultado:

Proposicion 2.4. El sistema lineal AX = b tiene solucion iinica para cada vectorb de n x 1 siy

solo si la matriz A es invertible.

Ahora, estudiaremos la definicion de rango y como estd conlleva a comprobar si un sistema de

ecuaciones lineal dado de forma matricial tiene solucion dnica.

Proposicion 2.5. Sea A € M,,,[R], x,b vectores, tenemos:
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e El sistema lineal AX = b tiene una solucion tinica si'y sélo si rang(A) = n.

o FEl sistema homogéneo Ax = 0 de n ecuaciones lineales con n incégnitas tiene una solucion no

trivial si 'y solo si rang(A) < n.

La proposicién vista de otra manera indica que si el rang(A) = n, entonces el sistema lineal tendréd
n valores que satisfagan a este. Y ademds decimos que se tiene solucidn trivial cuando el vector x
da como respuesta x; = x, = --- = x, = 0, entonces se dice solucién no trivial cuando se obtiene

valores diferentes.

Teorema 2.2. Para que el sistema (2.37) admita una y sélo una solucion es necesario y suficiente

que det(A) # 0. En este caso la matriz A es invertible y la inica solucién estd dada por x = A~ 'b.

Cuando un sistema admite una solucién tnica entonces tenemos un solo punto de cruce que nos
ayuda a obtener mejor eficacia al momento de analizarlo, las proposiciones vistas y el completo

entendimiento de estas nos seran de gran utilidad al momento de estudiar la ecuacién de Nagumo.

2.1.4. Soluciones de tipo onda viajera

Para obtener la soluciones tedricas de la Ecuacién de Nagumo es necesario comentar acerca de las
soluciones de onda viajera, estas se adquieren a partir de resolver un modelo correspondiente a un

sistema especifico.

Para obtener las soluciones numéricas de las Ecuacion de Nagumo es necesario recordar que esta
ecuacion describe los impulsos eléctricos presentes en las fibras nerviosas y esto nos direcciona a
considerar las soluciones teéricas de esta ecuacién como funciones peridédicas que se desplazan a
una velocidad constante sin ninguna restriccion. A este tipo de funciones se las denomina soluciones

de onda viajera que consecuentemente nos lleva a la siguiente definicién

Definicion 2.10. Las soluciones de onda viajera son expresiones de la forma:

u(x,t) = U(z) +c. (2.39)

Donde U(z) es una funcién de n— variables, x = (x1,x2,...,x,) representa al dominio espacial

mientras que ¢ es el temporal, y la velocidad de onda es determinado como c.

Denominamos onda estacionaria en el caso en que ¢ = 0, este tipo de ondas no se propagan, es
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decir es el resultado de superponer una onda sobre otra, con la particularidad de que dichas ondas

tiene las mismas caracteristicas pero con diferente direccion.

Definicion 2.11. Se presentan los diferentes tipos de onda:

1. Frente de onda es aquella onda en donde existen los limites como:

lim U(z) =u lim U(z) = u,

Z—r—00 oo

con u; # u,.
2. Onda de pulso es aquella en donde u; = u,, son iguales.

3. Onda espacialmente periddica si la onda exhibe periodicidad con U(z+ F) = U(z) con F >0

Es asi como de acuerdo a los parametros que se cumplan podemos conocer el tipo de onda con
la cudl estamos tratando. En lo que resta del documento, U(z) serd una funcién unidimensional y

ademds denotaremos a 1im U(z) como U(—o0) ya lim U(z) como U(eo).
Z—r—oo Z—r oo

2.1.5. Existencia y Unicidad

Aqui comentaremos la existencia y unicidad de soluciones para la ecuacién de Nagumo. En cuanto
a la existencia, nos referimos a establecer pardmetros que permitan encontrar una solucién de
problemas con valores iniciales. En cambio, cuando hablamos de unicidad decimos que la solucién
encontrada es tnica, es decir para la existencia y unicidad de soluciones es suficiente hacer ver que
una ecuacién tendrd soluciones bajo ciertas condiciones y estas serdn unicas. Para esto hay que
notar que la Ecuacién de Nagumo es un caso particular de la ecuacién de reaccién-difusion (Xinfu
y Jong-Shenq, 2005: pp.62-84), siguiente:

du du?

= O ) (2.40)

En la cual analizaremos la existencia y unicidad de soluciones que estdn definidas para todo
(x,y) € R2. Segiin la naturaleza de la funcién f(u) se obtendran modelos matemdticos diferentes,

1
por ejemplo, si tomamos f(u) = u(1 —u)(o —u) con a = 5 se obtiene la ecuacién de Allen-Cahn.

La ecuacion (2.40) en médelos bidlogicos suele ser escrita como:

v ?
T = 9a e, () =f(1-v).
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donde v = 1 — u representa la densidad de poblacién. Tomamos como referencia el modelo KPP
que corresponde al crecimiento logistico: g(v) = v(1 —v) dicho de otra forma, f(u) = g(1 —u) =

u(l—u).

Si asumimos que f(0) = f(1) =0 < f(0), en donde la condicién f/(0) > 0 (es decir g'(1) < 0),
tendremos que el estado estacionario homogéneo u = 0 (es decir u = 1) es estable. Al hablar de
estado estacionario homogéneo nos referimos a que los pardmetros en estudio no varian a través

del tiempo.

Por otra parte cuando u = 0 y u = 1 suceden dos casos diferentes en las soluciones, cuando f'(1) > 0
(‘es decir u = 1) es un estado estacionario estable, por tanto existird competencia entre dos puntos
estables; cuando u se aproxime a 1 y donde u se aproxime a 0. Mientras que cuando f’(1) < 0, (es
decir u = 1), es un estado estacionario inestable, es decir, la regién donde u se aproxime a 1 se

contrae y donde u se aproxime a cero se expande.

Por otra parte, las interacciones de estados constantes se describen de mejor manera mediante
ondas viajeras, dado que estas son ejemplos de soluciones que estdn definidas para todo (x,y) € R?.
Ahora suponemos que u = 0 es mas estable que u = 1. Entonces, para verificar que (2.40) tiene al
menos una onda viajera de velocidad positiva creciente, consideramos u(x,t) = U (x — ct) donde ¢

y U satisfacen:

UcC*R), ¢>0, U>0€eR,
U'(2)+cU'(z) = f(U(z)) Vz€eR, (2.41)
U(—e) =0, Ufe)=1, U(0)=86¢e(0,1).

Entonces, cuando f'(1) > 0, el sistema tendré una solucién, en cambio, cuando f’(1) < 0 el sistema

admitird infinitas soluciones.

Por otro lado, en (Xinfu y Jong-Shenq, 2003: pp.123-146), se obtiene la unicidad de soluciones

enteras bajo las siguientes condiciones:

Existen constantes d >0y T € Ry funciones I(-) = f'(1) > 0y r(-) = f'(1) < 0 tal que para todo

t < T se tiene:

ulx,t) <oy Vx €] —oo l(t)]U[r(t),o],
u(x,t) > Po Vx & [min{l(t)+d,r(t)—d} ,max{l(t)+d,r(t) —d}],

(2.42)
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en donde g y By son constantes que satisfacen:

f#0 en]0,00]U[Bo, 1] (2.43)

Teniendo esto en cuenta, procedemos a presentar de manera formal los resultados que garantizan la

existencia y unicidad de soluciones de la ecuacién de Nagumo (4.1).

Teorema 2.3. Existencia. Si f € C2(R), f(0) = f(1) =0, f'(0) >0, (1) > 0y el sistema (2.41)
admita una solucién (c,U). Entonces (2.40) tiene una solucion u =V definida para todo (x,y) € R?

que satisface:

V(x,t) =V(=x,1), Vi(x,t) <cVi(x,t) <0 Vx>0, €R,
V(x,t+h(t)) <U(x—ct)U(—ct —x) < V(x,t —h(t)) VxeR,t<0,

(2.44)

donde h(t) = M[1 —U(c|t|)] con M una constante positiva.

Demostracion. La demostracion de este teorema se la encuentra en el articulo Existence and
uniqueness of entire solutions for a reaction—diffusion equation de Xinfu Chena, Jong-Shenq Guob,

en la pagina 76. O

Este teorema nos indica que una vez obtenido que el sistema resultante al hacer el estudio de las
ondas viajeras, presenta una solucién, dicho resultando sucede en todo (x,y) € R?, que cumplen las

condiciones mencionadas.

Conociendo que en la ecuacién existe una solucién, lo siguiente es hacer ver que esta sea tnica,

para lo cual nos ayudamos del siguiente teorema.

Teorema 2.4. Unicidad. Bajo las condiciones del Teorema 2.3. Si V es una solucion definida para
todo (x,y) € R? no trivial de la ecuacion (2.40) y de (2.42) entonces para algiin (xo,ty) € R? se

cumple:

u(x,t) =V(xo+x,to+1) V(x,1) € R% (2.45)

Demostracion. La demostracion de este teorema se la encuentra en el articulo Existence and
uniqueness of entire solutions for a reaction—diffusion equation de Xinfu Chena, Jong-Shenq Guob,

en la pagina 82. O
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Este teorema indica que una vez conocida la solucién de la ecuacién, es suficiente hace ver que esta

es unica en puntos especificos de la region.

Una vez estudiado la existencia y unicidad de soluciones de onda viajera, hablaremos de las
soluciones aproximadas de la ecuacién de Nagumo 4.1, para esto revisamos el método de diferencias

finitas.

2.1.6. Meétodo de diferencias finitas

Haremos una breve exposicién sobre como la diferenciaciéon numérica nos permite aproximar
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones en derivadas parciales. A su vez

presentamos resultados referente a las normas que serédn de utilidad en este capitulo.

Definicion 2.12. Toda funcidn
t(n) —R
xj —glx)=yi

se llama funcién reticular, la cual se escribird como sigue g = (g(xo),.....,g(x,)) o bien g =

(30, ----,yn). Donde 7(n) = {x; = jh|j =0,1,...,n} es el conjunto de nodos de [0,L].

Ademas, denotamos con V}, al conjunto de todas las funciones reticulares definidas en 7(n). Con
las operaciones de funciones: adicién y producto por escalares, Vj, espacio vectorial de dimension

n+ 1. Denotamos con Vy = {g € V}|g(0) = g(L) = 0}.

Se define las siguientes normas:

|| ¢ || para la norma infinito en donde || g ||e= 1méx 1 | g(x;) |-
1=1,....n—

12
n—1
|| || para la norma 2 donde || g [2= | ) hg* (x)
i=1
st —gtn?]
|| g |12 para la norma 1,2 donde || g ||1 2= Z h(%)
i=0

A continuacion, presentamos un resultado en el cual se indica que las normas 2, infinito y 1,2 son

equivalentes.

Teorema 2.5. Para todo [ € Vy verificamos que

L2 f L) flles L2 f iz
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La demostracion detallada del teorema se encuentra en el libro Analisis Numérico de Hernan

Benalcazar, piginas 546 — 547.

2.1.6.1. Problemas con valores en la frontera 1D

El método de diferencias finitas, uno de los primeros métodos en ser implementados para la
resolucién numérica permite discretizar ecuaciones diferenciales ordinarias como en derivadas
parciales para problemas unidimensionales, bidimensionales y tridimendionales, hace que sea

posible un tratamiento més simple de la ecuacion.

Se iniciard definiendo los operadores en diferencian finitas, que posteriormente serdn aplicados en

problemas con valores de fronteras 1d. Ahora se considera las siguinete ecuacion diferencial:

du?

-4 +qu=f sobre ]|O,L[, L>0 (2.46)

con L>0,q,f€C(]0,L]) dados de tal manera que p(x) ><>0 Vxe[0,L],yq(x) >0 Vxe
[0,L].

Con el fin de comprender de forma correcta la idea de consistencia, convergencia y estabilidad se
modelard un problema en el cual se supondrd que se tiene el conocimiento de existencia, unicidad y

regularidad de la solucién, y se considerardn las siguientes condiciones de frontera:

1. Condiciones de frontera de Dirichlet: u(0) = ao, u(L) =a

2. Condiciones de frontera de Neumann: '(0) = a, W(L)=b

3. Condiciones de frontera mixtas: u/(0)+ < u(0) =a /(L) +Pu(L) =D

4. Condiciones de frontera periédicas: u(0) = u(L), u'(0) = u/(L). Para lo cual las funciones

D,q,1, f se extienden periodicamente, conservando la continuidad por todo R, con:

u(x+L) = u(x) Vx e R

u(x+L)=u(x) VxeR

Nuestro interés es aproximar numéricamente el siguiente problema con valores en la frontera:

—u"+qu=f sobrel0,L
hallar u € C*([0,L]) solucién de w=s 1oL , (2.47)
u(0)=u(L)=0
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donde f,q € C([0,L)) con g(x) >0 Vx e [0,L].

Mediante este problema pondremos en marcha el método de diferencias finitas. Seann € Z*, h=

% y xj=jh, i=0,1,...,n.Ponemos t(n) =x; =ih [i=0,1,...,n,y por la férmula central

de segundo orden decimos que:

MN()CI‘) _ M()CH_]) - zu(xi) + M(Xi_])

W +r(xi), con i=1,...n—1

Y con la discretizacion obtenemos que

— ) g (au() () = f(6), P=1n =1
u(0) =0, u(L)=0

Desconocemos u(x;) 1o que necesitaremos es que
rh(xi) —00, i=1,...,.n—1.

Nuestro esquema numérico es :

Wit —2u; + Ui
2

-I-q(xi)ui i=1,..n—1,

MQZO, un:0

Lo cual denota con u; a la aproximacion u(x;) y asumiendo ry,(x;) ~ 0, y luego para i = 1 tenemos

que

[ 2 g = e = (0.

Mientras que para 1 <i<n—1,

1

2 1
—ﬁMH + [* +61(x1)} up— ﬁuiﬂ = f(xi)~

h2
Y con valoresde i =n—1

1

_ﬁun72+ |:£ +q<xn+1)] Up—1 = f(xnfl)-

hZ

La ecuacion escrita de forma matricial serd Ayu, = b, donde la matriz Ay esde (n—1) x (n—1)
tridiagonal, simétrica, una vez que demostremos que es definida positiva diremos que el sistema de
ecuaciones tiene una dnica solucién w;, € R”~! mientras que en forma matricial estardn escritas de

la siguiente forma:
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Et+gx) 0 0 0 fx)
= E+qn) —¢ 0 up f(x2)
_# Un—2 f(xn—Z)
0 _hiz h%—#q(xn,l) Up—1 f(xnfl)
En donde el vector dado por w;, = (uy,......,u,—1)" , y el de b= (f(x1),....., f(x,—1))7 mientras

que A, = (a;j(h)) con

aii(h) = — +q(xi), i=1,...n—1.

ai—1i(h) = aji—1(h) = ——

2.1.6.2. Consistencia, Estabilidad y Convergencia

Definimos ya nuestro modelo del problema (2.1.6.1.), lo que haremos ahora es realizar el esquema
numérico que aproxima la solucién u de la siguiente forma :

Wiy —2ui+ui—| .
— = 4qg(x;)u; = Xi l—l,....n—l,

ug = u, = 0.

Con h = % tal que n € Z" , para el esquema matricial u, = (uyp, ...... ,un—1)7 el vector uy, dado de la

formab = (f(x1),......, f(xn—1)), Ap = (a;j(h)), la matriz definida de la forma:

2 .
aii(h>:ﬁ+q(x,‘), i=1,... ,n—1.
2
Cll'[,l(l’l):*ﬁ:ai,u(h), l:2, ..... ,nfl

Es asi como el esquema numérico de forma matricial (2.48) estara escrito de la siguiente forma

Ahllh =b.

Una vez que hemos revisada esta parte, veremos las definicién para la consistencia.

Definicion 2.13. Sea el vector constituido por la solucién exacta en los puntos x;, i =0, ...,n.

Uy, = (u(xo), ..., u(x,))" definimos:

e, = U, —u; el error sobre la solucion numérica .
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r, =A,U, —b el error de consistencia.

Una vez definidos los errores, podemos dar un paso a las siguientes definiciones.

Definicion 2.14. Consistencia: Diremos que un esquema:

1. Es consistente para una norma || - || de Vp, si se cumple que
lim || 1, ||=0.
h—0

2. Tiene una consistencia de orden m > 0, si existe una costante ¢; > 0 independiente del valor de
h, tal que:

ey l<ch™,  Vh>0.

Para entender la definicién presentamos el siguiente analisis.

Sea £ : C2([0,L]) — C°([0,L]), el operador diferencial definido por £iu = —u" 4 qu. Asf para
x € [0,L], tenemos Lyu(x) = —u”(x) + q(x)u(x). Por otra parte, denotamos con £, : (]0,L]) :
C°(]0,L]) — R al operador definido por:

Cu(x+h) —2u(x) +u(x—h)
h2

Lou(x) = +q(x)u(x).

donde h > 0,x —h,x+h € [0,L].

Al discretizar con la férmula central de primer orden (2.7), en donde Lju(x;) = f(x;) , con

i=1,...,n—1, obtenemos:

i+1) — 2u(x; i .
£2M(Xi):_u(x+l) M]/l(;c)+u(x+l) +q<x[)u(xi), i— 1,...,71—1

Por definicién de consistencia, tenemos que el operador £, aproxima al operador diferencial £

cuando 4 — 0. Para decir esto de una manera formal, escribimos el siguiente teorema.

Teorema 2.6. Supongamos que u, solucién del sistema, es de clase C*(|0,L]). Entonces:

h2

ealle < Sl o (2.49)
m.o,
[£2—Lille < ﬁ”” l2=(0,1) (2.50)
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. . y 20
Demostracion. Mostraremos que se tiene la relacion: ||ry[l < & |[u”| [=(0,L)-
Por la definicién de ry, se tiene:

ry :AhUh—b.

=~ =2 4ot ut) )

Por otra parte,

—u"(x) +q(x)u(x) = f(x),  x€]0,L].

Al discretizar,

—u" (x;) + q(x)u(x;) = f(x:), i=1,.,n—1.

Al restar (2.53) de (2.52), obtenemos:

u(xi1) — 2u(x;) +uxi-1)
h2

rip = u" (x;) —

Ahora, al tomar la férmula central de segundo orden, obtenemos:

W (x;) = u(xiy1) —214}2(;@) Fu(xi-1) T12h2”4(§)7

u(xirq) —2u(x;) +u(x;— 1
o) - I ZEI I e, <€ <
De donde,
1
rip = —ﬁhzu4(§), xiog <& <xjp1.

Y a su vez vemos que:

1
rin| < Eh2”“4(‘§)HL"°(07L)‘

Al tomar la norma infinito arribamos a la desigualdad deseada |r;| y asi

1
Ieinles < P16 () (0.0)-
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Ahora, para mostrar que || £ — L1l < i’—; [z (0,1.)» tomamos:

Lyu(x;) = —u" (x;) + q(x;)u(x;), i=1,..,n—1, (2.57)
Lou(x;) = _ulxir) = 2uh(.2x,~) tulxio) +q(x;)u(x;), i=1,.,n—1. (2.58)

Asi al restar £u(x;) de Lou(x;), obtenemos:

u(xi1) —2u(x;) +u(xi—1)

Lou(x;) = Lru(x) = u" (x;) — — 5 : (2.59)
Asf observamos que, Lou(x;) — Liu(x;) = ry,. Por tanto:
1504
[Lou(xi) = Lru(a)| < 507w (8)ll=(0.0)-
Al considerar la norma infinito obtenemos:
1504
1£2uxi) = Liu(xi)lle < 570" ()=o)
L]

Este teorema de consistencia muestra que al obtener una solucién que sea de clase C*, su orden de

consistencia sera 2.

Ahora bien, daremos un paso al estudio de la estabilidad, con un concepto que indica las condiciones

para que un esquema numérico sea estable.

Definicién 2.15. Estabilidad: Sean || - |1, || - |2, dos normas. Se dice que un esquema numérico

es estable con respecto a las normas, si existe una constante C > 0 independiente de 4, tal que,

1A, apllna < Cllug|nz, Yu,eV, Vh>D0. (2.60)

Asi mismo, damos la definicién para determinar cuando un esquema numérico es convergente.

Definicion 2.16. Convergencia: Sean || - || una norma en V decimos que:
e El esquema numérico es convergente con respecto de la norma || - || si se tiene que ;I,fn% |len]| = O.
—
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e El esquema numérico tiene un orden de convergencia p > 0, si existe una constante C > 0

independiente de £ tal que ||e,|| < Ch?, Vh > 0.

Ahora planteamos el siguiente teorema, el cual nos ayudard a verificar que la forma matricial de un

esquema numérico tiene solucién tnica.

Teorema 2.7. El sistema de ecuaciones Ayu;, = b tiene una vinica solucion.

Demostracion. La demostracion se la hace en base al esquema numeérico (2.48). Para esto

probaremos que Ay, es invertible, para lo cual mostraremos que es simétrica y definida positiva.

Para la simetria basta hacer ver que A, = AZ, lo cudl es evidente, puesto que por la forma matricial

tridiagonal de Aj, su transpuesta resulta ser la misma matriz.

En cuanto a ser definida positiva, mostraremos que:

uZAuh >0, Yu,eR"™! u,#0.

Entonces, si w;, = (uy,uz,...,u,) € R" !, uy = u,, = 0, tenemos:

uwAu = Zu, Z

i=1

= Uj_
- Z”i'(_ 2

B "
- Z ( h21

—1 2 Uit
2 <h2 +q(x’)) =
1 2 Uit

+ (G rate)Ju- 53

2 Ujiq
h2 ”t+Q(xz) uj ll/:; )

Agrupamos términos convenientemente y obtenemos:

n—1

1
wAu = Zﬁui(—uiqﬂLZm—Mﬂrl)*‘ Z,C]()Cz')”z'2

Reescribimos la sumatoria del primer término,

1 n—2
T
uwAu = i Y wir (—uip—u
i=0
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i=1

n—1
- h2 < ui( —Uj— 1 Zul Uit1 — )) +

n—1
— Y wi (i — Mi))
i=1

n—1

(2.61)



Puesto que up = u, = 0, vemos que

1 n—1 n—1 n—1
uwAu = e (Z wivr (—wigy —wi) = Y wi (uip —Mi)) + Y qle)u;
i=0

i=10

1 n—1
= ﬁ <Z Ui+l (—ui+1 - uj) — U (ui+1 — ui)) =+ Z CI(Xi)M,-Z
i=0 -

1 n—1 1
- on (Z Uiy — 2uitig + ulz) + Y qx)u?
i=0 i=1
1

n—1 n-l
— ﬁ (Z (MH_] —ui)z) + ; C](Xi)uiz.

i=0

Al reescribir nuevamente el primer término y por definicién de norma, se sigue que:

T 1D rui —un? S )
waw = (B r(5) )+ Ratos
n—1

1
= Ll + Y gt
i=1

v

1
3, > 0.

Asiu’Au> 1|lul?,, VueR" ! u#0.Conlo cual lamatriz A esta definida positiva.

Finalmente por la Proposicién (2.2) hemos obtenido que A es invertible, y por el Teorema (2.4) se

obtiene que el sistema Aju; = b tiene una dnica solucién. ]

En cuanto al estudio de la estabilidad, este depende de la norma bajo la cual se trabaje, y existen
criterios que permiten hacer este andlisis y verificar cuando un esquema numérico es estable de una

manera rapida y eficaz, tal es el caso del siguiente teorema.

Teorema 2.8. Para todo w, € Vy, se cumple ||A; w12 < |Juy,

2, lo que indica estabilidad con

respecto a las normas || - |12y || - [|2-

Demostracion. Probaremos que para todo u € V, es decir que la norma de u es la norma || - || 2.
Definimos la matriz B, xn—1 = (bij)n—1xn—1 dada por:

bi = —, i=1,..,n—1,

bii—1 = Dbi-1i
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Luego observamos que:

n—1
T B i 2 Uit
hu' Bu = h(;u,(—hz—i-hzu,— h2 >>
1 n—1
= h(lzz Zui'(ui1+214i_ui+l)>-

i=1

De donde por definicién de norma || - || 2 se sigue que:

n—1
1
hu' Bu = h (Z ui - (w1 +2u; — ui+1)> =h (g”“”%,z) = H“H%,z-
i=1
Obteniendo asi que la norma de u se encuentra en el espacio normado definido.

Ahora probaremos que ||A, 'wy|li2 < |lull. Sea v =A"'u, de donde u = Av, Ademis, C =

diag (q(x1),...,q(x,)) y obtenemos, A = B+ C. Tomamos:

VTll = VT

= vV/(B+C)v= (V' B+v'C)v=v'Bv+v'Cv.
Por la norma || - ||; 2 tenemos que:

1
vu = %HVH%Q—FVTCV.

Multiplicamos por £ y haciendo uso de las propiedades de norma vemos que,

n—1
W= |v|[i o +hv'Cv = v, + ) hglx)vi > 0.

i=1
Por otro lado, al aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos:

wha <[Vl

Ademas se tiene,
n—1

IVIR2 < VT2 + ) hg(xi)vi < [IVil2] ]2
i=1
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Por propiedades de norma tenemos, que ||v||2 < ||v||1 2, asi:

IVIE 2 < Ivl2lullz < Vi 2.

De donde,

V2 < Jull2.

Finalmente, al reemplazar v obtenemos,

Ay vl < oo

Andlogamente podemos estudiar la estabilidad mediante la siguiente definicién:

Definicion 2.17. (Estabilidad de Von Neumman). Denominamos condicién de estabilidad de Von

Neuman a la desigualdad
|A(k)|<1 para todo los keZ,

donde A(k) = u(x)e?”* representa la amplificacion.

Si la condicion se satisface (con posibles restricciones para Ax y /AAt) el esquema es estable para
la norma L?, de lo contrario se dice inestable. Para complementar este estudio se establecer una
una condicidn necesaria para la convergencia al resolver ciertas ecuaciones diferenciales parciales

numéricamente mediante el método de diferencias finitas.

Definicion 2.18. La condicion de Courant-Friedrichs-Lewy: Es una condicion que permite
establecer que, dada una discretizacién espacial, no se debe tomar un paso de tiempo mayor que

alguna cantidad computable.

Se debe tener en cuenta que si no se elige de manera adecuada los pasos de discretizacion espacial

y temporal, el esquema puede no converger.

Definicion 2.19. Un esquema numérico se dice convergente si es consistente y estable.
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Se ha probado que el esquema numérico A,U;, = B es consistente bajo la norma || - ||, y a su vez
que es estable bajo las normas || - |12y || - ||2, por tanto a partir de la definicion (2.19), se dice que

el esquema numérico es convergente.

Ahora bien, lo que se desea hacer a continuacion es realizar el estudio de la estabilidad, consistencia
y convergencia de los esquemas explicito, implicito, theta y Crank-Nicolson que aproximan la

ecuacién de Nagumo.

2.1.7. Discretizacion de diferencias finitas

Para la obtencién de esquemas de métodos de diferencias finitas, vamos a realizar la discretizacion,
que es el proceso de representar la solucién por su valor en un conjunto discreto de puntos de
la malla. La principal finalidad de la discretizacién es realizar una correcta adecuacién para la

evaluacién numérica y facilitar su implementaién en el ordenador.

Esta seccidn estard dedicada al estudio de los esquemas de diferencias finitas: explicito. implicito,
esquema - theta y Cranck Nicolson.
Nuestro primer paso es definir los pasos de discretizacion espacial, Ax, y de discretizacion temporal,

/\t.

Definimos ademés como Coordenada discreta (1,,x;) = (nAt,jAx) paran>0,j€Z, ala
solucién discreta en u : u(ty,x;) , y la solucién exacta: u(t,x) , h = At , cuando derivamos

respecto a la variable temporal, h = Ax , cuando derivamos respecto al espacio.

2.1.7.1. Formulas de primer orden

Vamos a empezar con férmulas de primer orden, las cuales derivaremos con respecto al tiempo. El

andlisis de esta formula serd el mismo que se utilizard para todas:
Foérmula central de primer orden
Por un desarrollo de Taylor alrededor del punto (¢ + At) y (t — At), tenemos que la solucién exacta

que viene dada como:

du(t,x) u(t+At,x)—u(t—At,x) 1 )
a 2Nt o)

ou’ (&, x)
o 7’

t—At< & <t+AM
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Mientras que la solucién discreta donde uj = u(ty, x;), es:

au([n7xj) M;H—l —I/l;!_l 1 28u3(§tn x_])
= (A —2 2 2.62
ot 2Nt + 6( ) or (262)
Lo que a Su vez €S
Jutn,x;) _wj —uj!
~ 2.63
ot 2/t ( )

Foérmula progresiva de primer orden

Por un desarrollo de Taylor alrededor del punto 7 4 Az, tenemos la férmula progresiva de primer

orden respecto a la variable ¢ dada por

du(t,x) u(t+At,x)—ut,x) 1 . du*(&,x)

= —=ANt—=>"= t t+At.
ot At 2 oz <G <t
Qulty,xy) _ Wi —uf 1 9u’(Gn.x)) .60
at At 2 or? ’ ’
lo que indica,
dulty,x;) wi™ —u
~ . 2.65
ot I\t ( )

Foérmula regresiva de primer orden

Por un desarrollo de Taylor alrededor del punto ¢t — Az, Tenemos la formula progresiva de primer

orden respecto a la variable ¢, dada por

du(t,x)  u(t,x) —u(t — At,x) N 1 Atauz(ét,x)

= — _— t— At I3
ot At 2 oz <& <t
Ju(ty,x;) Uj— M;!_l 1, Jdu*(Emn,xj)
= — At AN 2.66
ot At + ot? (2.66)
De donde,
n—1

au(t’l?‘xj) u] B u’]" (267)
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2.1.7.2. Formulas de segundo orden
Ahora estudiaremos las férmulas de segundo orden, las cuales derivaremos con respecto al espacio.
Férmula central de segundo orden

La deduccién para esta formula serd el mismo que se utilizarpara las demds: A partir de un desarrollo
de Taylor alrededor de los puntos (x+ Ax) y (x — Ax) ,obtenemos la férmula central de segundo

orden dada por:

du(t,x) _u(t,x+Ax)=2u(t,x) +ult,x—Lx) L(A 72 out(t,&,)
ox2 Ax? 2+ oxt

Conx—Ax < &, < x+Ax.

Siendo esta la solucion exacta, mientras que la solucion discreta donde u’; = u(tn,X;), nos da:

Quty,xj) _ Wi —25+ufy 1o dut(n, &)

- (8 ox*

Ix? Ax? 12 (268)

De donde,
n n n
ou(ty,x;) N 2uj +uj_
ox? Ax?

(2.69)

Férmula progresiva de segundo orden

A partir de un desarrollo de Taylor alrededor de los puntos x+ Ax y x+2 /A x, obtenemos la férmula

progresiva de segundo orden dada por:

du(t,x)  u(t,x+2Ax)+u(t,x) —2u(t,x+ Ax) A ou’(t,E,)

x> Ax? ox3

Conx < & <x+Axy u} = u(ty,x;), nos da:

Ou(ty,xj) Wi +uj—2u} _Ax8u3(tn,§xj)

(2.70)

o0x? Ax? ox3

Lo cual es:
n n n
Quty,x;) _ Wjo+uj—2uj,

oxz Ax? 2.71)

Foérmula regresiva de segundo orden
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A partir de un desarrollo de Taylor alrededor de los punto x — Ax y x — 2 A x,obtenemos la férmula

regresiva de segundo orden dada por:

du(t,x)  u(t,x—2Ax)+u(t,x) —2u(t,x — Ax) +Ax8u3(t,§x)
oxt Ax? ax3
Con x — Ax < & < xy ] = u(ty,x;), nos da:
du(ty,x;) _ Wjo+uj—2uj +Axa”3(t”’é‘j). 2.72)

o0x? Ax? ox3

De donde:
Qu(ty,x;) _ Wjp+uj—2uj

oxz Ax?

(2.73)

Lo revisado en este capitulo permitird hacer el estudio de existencia y unicidad de soluciones de
la ecuacién de Nagumo, ademas las deducciones realizadas nos permitiran hallar los esquemas
explicito, implicito, theta, Cranck-Nicolson de la ecuacién de Nagumo, y hacer el estudio de

consistencia, estabilidad y convergencia de los esquemas.
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CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

Este capitulo se enfocara en describir los fundamentos que justifican la metodologia de este trabajo
de investigacién. En este documento consideramos principalmente la revisidn bibliogréfica de
fuentes secundarias, para el entendimiento y descripcion de los métodos en diferencias finitas; los
cuales serdan implementados en Python para la resolucién de problemas concretos de la bibliografia,
a fin de validar la eficacia de las implementaciones, lo que nos orienta a una metodologia con un

disefio de tipo documental con un enfoque cualitativo y nivel descriptivo.

3.1. Enfoque de investigacion

La presente investigacén se realizé bajo un enfoque cualitativo debido a qué para su desarrollo
no se utilizaron medidas numéricas, ni se impone en general la prueba de hipotesis como algo
necesario para el proceso investigativo. El objetivo principal es la interpretacion de los hechos y

entender las bases tedricas que conllevan a la simulacién numérica de la ecuacién de Nagumo.

3.2. Nivel de investigacion

Este trabajo de titulacidn tiene un nivel de investigacién descriptivo puesto que se realiza el andlisis
y deduccién e interpretacion minuciosa de los métodos de diferencias finitas con la finalidad de

encontrar aproximaciones numéricas de la ecuacién de Nagumo.

3.3. Diseiio de la investigacion

La investigacion consta de un disefio de tipo documental, debido a qué se considero la revision
bibliografica de fuentes secundarias las cuales fueron recolectadas de documentos relacionados a
tépicos de diferenciaciéon numérica, métodos de diferencias finitas, ondas viajeras, consistencia,
estabilidad y convergencia de esquemas numéricos, entre otros. La informacién se obtuvo
principalmente de: libros, tesis, articulos, y demds. Para la redaccién del documento se realizé un
estudio tedrico-practico que considera el andlisis detallado de los métodos de diferencias finitas

para la resolucién numérica de la ecuacién de Nagumo, los cuales serdn implementados en Python.
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CAPITULO IV
4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

La ecuacién de Nagumo es una ecuacién de tipo no lineal de reaccion y difusion, que nos facilita
un modelo de transmisién de impulsos nerviosos, esta dada de la forma:
du  Ju?

§_W+u(l—u)(u—a). 4.1)

Con0<a< %,x € R, > 0, y donde u representa la diferencia de potencial entre el interior y el

exterior de la membrana celular.

Con base en las referencias tedricas propuestas vamos a realizar el estudio tanto de existencia y
unicidad, como de estabilidad consistencia y convergencia de la Ecuaciéon de Nagumo.

Existen diferentes lenguajes de programacion que permiten implementar métodos en diferencias
finitas como Phyton que gracias a su sintaxis amigable, codigo abierto y gréificas claras ha
sido utilizado con éxito para resolver distintas aplicaciones que se modelan con ecuaciones
diferenciales. Una vez realizado el estudio andlitico se realizard la simulacion en Python , en donde
podremos analizar los resultados que los diferentes esquemas: explicito, implicito, esquema-theta y

Cranck-Nicolson nos arrojan sobre la ecuacién de Nagumo.

4.1. Existencia y Unicidad de soluciones de la Ecuacién de Nagumo

Para el estudio de la existencia y unicidad de soluciones de la ecuacién de Nagumo, observemos
que la ecuacién (4.1) puede ser escrita como:

du du?

a—t_ﬁqtu(lfu)(ufa). 4.2)

1
la cual es un caso particular de (2.40), donde f(u) = u(1 —u)(0t —u) con 0 < @ < 5

Ahora bien, recapitulando lo mencionado en la seccién de existencia y unicidad (2.1.5.), al realizar
un anélisis andlogo de la ecuaciéon de Nagumo con las condiciones homogéneas de Dirichlet,

podemos afirmar que la Ecuacién de Nagumo tiene soluciones exactas y estas son Unicas.
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Por un lado, tenemos que en la ecuacién de Nagumo, f(u) € C3(R), ademds se cumple que:

£(0) =0(1—-0)(a-0) =0, (4.3)
f)y=11=1)(a—1)=0. (4.4)

A su vez la derivada de f viene dada por:
() = (1—2u) (0t —u) + (u—u?). (4.5)
Al evaluar la derivada en los puntos 0 y 1 vemos que:
f(0)=(1-0)(a—0)+(0—0°) = a. (4.6)
Puestoque 0 < & < % se tiene que f'(0) > 0. Por otro lado observamos que
fH=1-2)(a-D+(1-1)=1-a. 4.7

Por tanto f'(1) > 0, lo que implica que el sistema (2.41) admita la existencia de una solucién (c,U).
Entonces se cumplen las condiciones del Teorema (2.3) lo que implica que la ecuacién de Nagumo
con condiciones de Dirichlet no homogénea admite una solucién u =V que esta definida para todo

(x,y) € R? que satisface:

V(x,t) =V(—x,1), Vi(x,t) <cVi(x,1) <0 Vx>0,t R,
V(x,t+h(t)) <Ux—ct)U(—ct —x) < V(x,t —h(t)) VxeR,t <0,

donde h(t) = M[1 — U (c|t|)] con M una constante positiva.

. .. : 1 -
Por otra parte, V es una solucién no trivial, debido a que 0 < o < o lo que hara que la solucién
sea distinto de cero. Es asi como se cumplen las condiciones del Teorema (2.4), y obtenemos que

para algin (xo,%) € R? se cumple que:
u(x,t) =V(xo+x,to+1) V(x,t) € R%.
Es decir la solucién es tnica.

Los teoremas muestran que las soluciones de la ecuacién de Nagumo existen y son dnicas. Es decir,

para cada solucién aproximada, los valores existentes son inicos.
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4.2. Soluciones Exactas de la Ecuacion de Nagumo

Con la finalidad de comparar la soluciones analiticas con las numéricas de los esquemas de
diferencias finitas de la ecuacién de Nagumo, vamos a explicar como obtener una solucién exacta
de tipo onda viajera puesto que se conoce que esta ecuacidn tiene una resolucion de frente de onda.

Partimos entonces de la ecuacién de Nagumo dada por:

du  Ju?

E:ﬁ—i-u(l—u)(u—a). (4.3)

1
Donde 0 < o < 5 X€ Ry T > 0 con condiciones de frontera donde U (—e0) — 1 U(e0) — 0.

Una solucién de onda viajera, viene dada de la forma:
u(x,tr) =U(2). (4.9)
Donde z = x — ct , reemplazando (4.9) en (4.8) , obtenemos
—cU'=U"+U(1-U)(U - ). (4.10)
La cual es una EDO de segundo orden dada por
U =kU(1-U), keR. 4.11)
Al diferenciar la ecuacién conseguimos que :
U" =kU'—2kUU'. (4.12)
Al sustituir (4.11):
U"=kU(1—-U)—-2K*U%(1-U).
Reemplazando (4.11) y (4.12) en (4.10), nos da:
—ckU(1-U)=k*U(1-U)=2k*U*(1-U)+U(1-U)(U — ).

Factorizamos:

50



ckU — ckU? + k*U — 3K*U? +2K°U> +U? —Ua+U> +U%a = 0

(2k* = 1)U + (—ck —3k* +a+ 1)U + (ck+k* —a)U = 0

Para que 1a EDO propuesta en la ecuacién (4.11) satisfaga la (4.12) vamos a igualar los coeficientes

deU ,U*>yU?a0:

Para U
(2K*—1) = 0
1
k = +—
V2
Para U?
(—ck—3k* +a+1) = 0
¢ = k(2a—1)
Para U

(ck+k*—a) = 0

c = k(2a—1)
De donde obtenemos las siguientes relaciones
k + ! k(2a—1)
= +—, c=k(2a—-1).
V2

Para hallar la solucién de la EDO (4.10), lo haremos mediante la EDO (4.11), para encontrar una
solucién para la Ecuacién de Nagumo (4.8). Puesto que la ecuacién EDO es separable, podemos

integrarla, de modo que:

dUu
——— = [ kdz.
/ U(1—U) / ¢
Resolviendo la integral de la igualdad.

In(U)—In(U—1)=kz+s
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En donde s representa una constante de integracion; con la finalidad de prevenir una discontinuidad

vamos a definir el término (1 —U) con 0 < U < 1, entonces:

In(U)—In(1-U) = kz+s

eIn(U)—In(l—U) —  kets
U
eln( 1— U) — ekz-l-s
U — ekz-l-s
1-U
U = (1-U)e"
_ ekz-‘rs B 1
U 1 +ekets - 1+ ekets”
Y asi:
1
u(x,t) =1 4.13)

o 1 4 eklx—ct)+s”

Con lo cual hemos encontrado una solucién exacta para la ecuacién (4.11). Es esta entonces una
solucién de la ecuacion de Nagumo, como mencionamos tenemos la condicion de que U (—e0) = 1,
U (o) =0y podemos decir que la onda resultante se propagara hacia el lado derecho del dominio

espacial, con respecto al tiempo.

Existe ademds otra solucion proporcionada por Kawahara y Tanaka en el afio de 1983, en el articulo
“Interactions of Traveling fronts: An exact solution of al nonlinear diffusion equation” péaginas
311-314, la cual intenta describir las interacciones de las ondas de difusién no lineales aplicando el

método directo de solucién exacta de una ecuacién que viene dada de la siguiente forma:

Ael'' + aBe'
) = e T B T (@19

Para la (4.14) se toman los valores de:

_ +v/2x+ (1 —2a)t

_— +V2ax+ a(a—2)t
: —

I 2 >

Notemos que tenemos valores positivos y negativos para I'; y I, esto se debe a que la ecuacion de
Nagumo, tiene dos soluciones de onda viajeras de difusion, con valor positivo para la onda viajera

derecha y valor negativo para la onda viajera izquierda. Consideramos la condicion inicial de la
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forma:

eﬁx/Z + aeﬁaxﬂ

= . 4.15
MO(X) eﬁx/2+eﬁax/2+1 ( )

Es asi como se obtiene una solucién exacta de la ecuacién de Nagumo.

4.3. Diferencias Finitas para la ecuacion de Nagumo

A partir del estudio de la discretizacion de las derivadas parciales primeras y segundas podemos
hallar los esquemas Explicito, Implicito, 8 —theta y Cranck-Nicholson para la obtencién de

soluciones aproximadas para la ecuacidon de Nagumo dada por:

du Ju?

Ezﬁ—i_”(l_”)(”_a) en Q=]0,L[x]0,T[, con T >0,
X

u(0,1) =u(L,t) =0, (4.16)
u(x,0) = up(x),

donde, 0 < o < %,x € [0,L],t > 0, y u representa la diferencia de potencial entre el interior y el

exterior de la membrana celular. Teniendo esto en cuenta obtenemos los siguientes esquemas.
Esquema Explicito

Tomando la férmula progresiva de primer orden (2.65) y central de segundo orden (2.69), y

reemplazando en la primera ecuacién del sistema (4.16) obtenemos:
n+l u’

J J
At Ax?

u u L +ut = 2u”
= S EL T () (- ).

Entonces el esquema explicito viene expresado como:

+1
Wit —uf _ Wiy +uf_y —2u] + (1 —u") (u" — &)
At Ax2 J JAT ’ 4.17)

Si consideramos s = evidentemente podemos reescribir de manera equivalente (4.17) bajo la

A2’
forma:
M?H —ui = s(Wi o —2u) + A1 —u) (u} — o)
u’}+s (M?H) + 5 (u'}_l) —2s (u?) = u:&l fAtu?(l fu;f)(u’} —a).
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De donde,

)+u;?(1—2s)+s( J+1) "+1 — At} (1 =) (]} — @),

A
<

\3
._.

Para j = 1:

s(ug) +uf(1—2s)+s(us) = u'f“ At (1 —uf)(uf — @),

Wi (1—2s)+s () =l — At} (1 — ) (] — ).
Mientras tanto para 1 < j <n—1:
s (i) +uj(1=25)+s(u}y) = ”H — At (1 —uj) (]} — o).
Y para j = n— 1 tenemos:

s(up_y) +ul_ (1=25) 45 (up) = ult | — Arh(1—ult) (ud — @),

s () ) +upy (1 =28) = 0™ — At (1 —u) (ul — ).

A partir de las ultimas dos expresiones vemos que (4.17) se reescribe de manera equivalente bajo el

sistema de ecuaciones AU = B:

1-2s s 0 - 0 !} Wit — A (1 —uf) (uf — o)
s 1=2s s - 0 'l uyth — At (1 — ) (u — o)
_ : (4.18)
s uh_, u"“ At (1 —ulh_5)(u)_, — o)
0 e s 1=2s) \ut W — At (1 — ) (ul) — @)

Esquema Implicito

Considerando las férmulas regresivas de primer orden (2.67) y central de segundo orden (2.69), y

reemplazandolas en la primera ecuacién (4.16) vemos que:

n n—1

ut —u'; u’Ll—i—u’?H—Zu'?
T J ijz J +ui(1—u})(u} — o).
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Podemos reescribir el esquema de la forma,

n+1 n n+1 n+1 n+1

'’ —u | U =2

Jj ]_ j+1 ne1 _ o n n__
Ar = A —i—uj(l uj)(uj o).

Asf obtenemos el esquema numérico implicito es:

ui — g —Ht;lﬂ — 2 +ut(1—u"?) (W — )
At A2 T (4.19)
up =u, =0

Si consideramos s = evidentemente podemos reescribir de manera equivalente (4.19) bajo la

A2
forma:
Wt = s (W i = 20 ) + A (1 — ) () — @)
u?+1(1+2s)—s( ;’i})%—s( ;“’}) = Afi(1—u})(uf—a)+u]
De donde,

—s (Wt]) (14 25) — s (W) =+ A (1= ) () — ),
0

Reemplazamos en el sistema para j = 1 y tomando en cuenta llas condiciones vemos que:

—s (ug™) + T (1 +25) — s (uh ) = uf + Aru (1 — ) (] — @),

W (14 2s) — ('21+1) ul + Ardf (1 —uf) (u] — o).
Mientras tanto para 1 < j<n—1:
—s (uﬁ]]) +u;f+1(l+2s) —s(u?i}) = u} + A (1 —u'}) (W} — ).
Y para j =n— | tenemos:

—s( ”H)—i—u"“(l—i—Zs) ( ”H) =u,_ +Au_(1—u_)(uy_—a),

—s (W) + Wl (1 +2s) = wl + A (1—ul ) (up_ — @).

A partir de las ultimas dos expresiones vemos que (4.19) se reescribe de manera equivalente bajo el
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sistema de ecuaciones AU = B,

I+2s —-s 0 - 0 uf uf + A} (1 —uf) (u} — o)
—s 1425 —5 - 0 ul uh + Aty (1 — ufy) (uhy — )
- : (4.20)
=S A ty_o+ Aty (1 —uy o) (uy_, — )
0 s e —=s 1425 ) \ul wh Al (1—ulh )l — o)
Esquema Theta
Este esquema se obtiene al realizar una combinacién convexa, es decir, para 6 € [0, 1],
Ou+(1—6)v=0,
en donde u representa el esquema explicito, mientras que v representa el esquema implicito.
Entonces al sustituir obtenemos,
SNt ut = 2ut
+1 ~1 )
0:( J A 4 ijz ’+u?(1u7)(u?a))9+
4.21)

P ian +un+1 —2u7+1

u' . ;
J J Jj-1 J+1
(1-6) <_ A Ax?

i (1 —u}) (u} — a)) .

De donde tenemos:

Wty Iyt ! —214?rl

0=-" 19—}—M7+1+i21_2M’}9+u7(1—u7)(u’}—05)9— L
+u’}(1—u?)(u§f—a)+MI}HA:_M?G—ul}t}+MZ£112_2M'}+1G—M’}(l—u?)(u?—a)e.
Al reducir términos obtenemos:
. _ u’}ﬂﬂ]]gzZM?H(I—9)+M?+I+Z’izl_2u?9—MI}HN_M?JF”'}(]—”?)(“'}—“)-
S

Depejamos el término ’TJ y obtenemos:

ut - ' +uto =2t Wt 2yt
+1 T -1 i
s a0 (1= o)+ - (- ).
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Arribando asf al esquema 6 —theta siguiente:

L_ 1 +1 +1
u;€+ —u' :u7+1+u;?71—2u’} u;ffl—i-u;?H—Zu’} (- 0) L' (1 — ) (o — )
At Ax? Ax? J JIN " (4.22)

. . At . o : .
Si consideramos s = Al evidentemente podemos reescribir de manera equivalente (4.22) bajo la

forma:

W = s (= 2) 0+ (W] ut ] — 20t ) (11— 0) + At (1 — ) (! — ).

Con el objetivo de encontrar una matriz tridiagonal, escribimos:

W s (W T =20 ) (1-0) = s () + )y —2u) 0+ Andi(1—u)) () — )

—s(1— G)M;li_; —I—MTF] [14+2s(1—0)] —s(1— 9)1/{71} = s0uj_;+uj(1—250)+s0u],

+AtG (1 —uf) (u} — )

Obteniéndose asi:

—s(1— )1 +u ™ [1+25(1—6)] —s(1— 0)uiT] = s0u_| +ut (1—250) +s60u

T J+1
+A(1—uf})(u} — a), (4.23)
up=1u, =0
Sustituimos en el sistema (4.23) cuando j =1
—s(1—0)ut™ + i [14+25(1-0)] —s(1—0)us ™' = sOu+u} (1 —250)+s50us

n n n
+At | (1 —uf) (uf — o).
Tomamos en cuenta la condicion uy = uy, = 0 y vemos que la ecuacion se reduce a:

W1+ 25(1—0)] —s(1— )t = uf (1—250) +s0us + At} (1 — u}) (u} — ).
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Mientras tanto para 1 < j<n—1:

—s(1— O)u;’f} —i—u;fJrl [14+2s(1—86)] —s(1— G)Ltjﬂ = s0u}_;+u}(1—250)+s0u],

+AtG (1 —uf) (u} — ).

Y para j = n—1 tenemos:

—s(1—0)u™ S +ul  [1+25(1—0)] —s(1—0)u™ = s6u ,+ul | (1—2560)+s0u’

n

At (1= ) () — ).
Gracias a la condicion uy = u;, = 0 vemos que:

—s(1=0)up 5 +up_y [1+25(1—0)] = s0u_»+uy_; (1—250) + Aty (1 —uy_;)(y_; — ).

A partir de las ultimas dos expresiones vemos que (4.22) se reescribe de manera equivalente bajo el

sistema de ecuaciones AU = B:
1+2s(1—-0) —s(1-0) 0 0 u'f

—s(1—-0) 1+425(1—60) —s(1—0) 0 us

—s(1—0) ur_,
0 o s(1-0) 1+25(1—6)) \u

uf (1 —=2s0)+s0us + Atuff (1 —uf)(u] — a)
sOu +uy (1 —250) + s0uly + Aty (1 — 1) (u — o)
= : . (424)

sOul_s+ul 5 (1—250)+50u) | +Ardl (1 —ul ) (ul_,— )

sOuy 5 +uy 1 (1-250) +Atuy (1 —uy () (u, | — )

Esquema Crank-Nicolson

Este esquema es el resultado de sumar el esquema explicito e implicito y a su vez resulta ser un

1
caso particular del esquema theta cuando 6 = 5 Notemos que:

n+1 n n n n n+1 n+1 n+1
2uj — U _uj+1+uj71—2uj+uj71—|—uj+1—2uj 21— ) — )
At Ax? Ax? / 7N ‘
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Dividimos la expresién entre 2 y vemos que:

n+l _ n n no__ 9, n n+1 n+l _ ~ n+l
U u' :ujﬂ—i-ujfl 2uj+ Ul —2u] (L — )l — )
At 2Ax% 2Ax% / I

Obteniéndose el esquema Cranck-Nicolson:

n+1 n+1 n+l __ ~, n+l
U —u;?:u7+1+u;?71—2u;?+ +uj+1 2uj o (1—u)(u )
At 2Ax2 2Ax2 i ’ (4.25)
uy = u, =0

At
Si consideramos s = A evidentemente podemos reescribir de manera equivalente (4.25) bajo la

27
forma:
u?“ —ui =5} +uf —2}) +5 ( ntl —|—u7j;11 2u"+1) +Ard} (1 —u}) (o} — @),

u?“ ( ntl —i—u’;ﬂ —2u?+]) =ui+s (Ui o —2u5) + Ay (1 —u}) (] — o),

—su ] (14 28) —sulth] = sull )+l (1= 25) + suly |+ At (1 — 1) (]

j+1 (X).

Lo que implica:

—su?ﬂ—i—u'}“(l+2s)—su;’ﬂ:su/ U (1=2s) +suf  + A (1 —u}) (]} — a),
ug = u, = 0.
Para j = 1:

—sup ™ T (14 28) — sul T = suf Al (1 25) 4+ suly + Al (1 — ) (] — o).
Por la condicion uy = u;, = 0 vemos que:
W (14 2s) — sl ™ = (1 —25) + 51y + At} (1 — ) (u] — ).
Mientras tanto para 1 < j<n—1:
—su?ﬂ +u?+] (1+2s) —su”ﬂ = suj_y +u (1 =2s5) +s0u; + At} (1 —u}) (v} — @).
Y para j =n—1 tenemos:

—suTé—i—uﬁ,l (1+2s) —suz+1 =suy o +uy_ (1 =28)+su, +Atuly (1 —upy_ ) (u,_ — ).
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Por la condicion uy = u;, = 0 se tiene:
—sup oty (1428) = suy_o iy (1=25) + Aty (1 =ty ) (uy_y — ).

A partir de las ultimas dos expresiones vemos que (4.25) se reescribe de manera equivalente bajo el

sistema de ecuaciones AU = B,

1+2s  —s 0o - 0 u'f
—s 1425 —s5 .- 0 uy
=S A
0 cee e —=s 1428 ) \upy
(4.26)

ulf (1—2s) 4 suy + At} (1 — ) (u] — o)
sl +uy (1 —2s) 4 suf + Atus (1 — us) (u — o)

sub_s+ulh o (1=2s)+sull | +Atul (1 —ull ,)(u)_,—a)

sy 4y (1=28) 4 B, (1=, )i, — ).

n—1 n—1

Es facil de verificar que los esquemas explicito (4.17), implicito (4.19), theta (4.23) y Crank
Nicolson (4.25) estdn efectivamente bien definidos, en otras palabras, que podemos calcular los
valores u/;"

(4.20),(4.24) (4.26) de tamaiio N X N.

! con base en los valores u’}; en realidad se debe invertir las matrices tridiagonales (4.18),

4.4. Consistencia, Estabilidad y Convergencia de las diferencias finitas para la ecuacion de

Nagumo

Para que un método numérico sea eficiente, basicamente se debe hacer ver que a medida que Af, Ax
tienden a cero, sus soluciones se aproximen a la solucién de la ecuacidn, si esto sucede, se dice que
el esquema es convergente, para verificar esto realizamos el estudio de consistencia y estabilidad

de cada uno de los métodos.

4.4.1. Consistencia de los esquemas

Los esquemas numéricos a ser estudiados son: Explicito, Implicito, Theta y Cranck-Nicholson,

para este andlisis examinaremos la equivalencia matricial AU = B obtenida.
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Esquema Explicito

Probaremos que el esquema explicito de la ecuacién de Nagumo es un esquema consistente y para

ello tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1. El esquema explicito es consistente bajo la norma || - || .

Demostracion. Para esto estudiaremos el residuo

rarac =AU —B.

Considerando la ecuacién (4.17) vemos que:

Wt — wi o +uto ) —2uf
! +1 —1
= g Tl - ),
Yy a su vez,
Mrngl u" u"
+1
o = e - - .

Agrupando al lado izquierdo los términos que contienen solamente el superindice n obtenemos que:

Tyt " AR

- )
L4 2 Z%fu?(l—u’})(uj—a),

A2 T AR T A —ui(1—u})(uj—a).

Por lo tanto, se arriba a:

n n n+1
! 2) i1 ¥j-1 uj
At

Tnir,jax = U <_E+@ — s~y (=) () —a) - 4.27)

Por otra parte, de acuerdo a la discretizacion a la formula progresiva de primer orden (2.64) y

central de segundo orden (2.68); en la ecuacion de Nagumo (4.16) obtenemos, el esquema expléito

con error:
Wt H +ui o =2 du*
J Wiy J 20U :
At EAtdl(étn ) A 2 _E(Ax) dx* (tnvéxj)_‘_u;l(l_u;l)(u?_a)

(4.28)
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n+l __ n
I/tj I/tj

D .
espejamos ——

=t W =20 1 ou? 1 ou*
+1 -1 u
gt — ) = o)+ S A (Ginxj) — 12(A)C)Zﬁ(m Eel)-
(4.29)

Igualamos a cero:

n+l __ n
u’ u;

0 f u;f+1+u’}71 —2u" 1 2 4

u 1 ,du
~ L (i) () - )+ 5 A S () — 5 (AP T o, 6.
(4.30)

Entonces ahora al restar (4.27) y (4.30) tenemos:

Tnit,jAx = (Ax)zau (tn, & j) — 2 22 (&n,xj).

Ahora notemos que:

Zau 1 u? 5 u 1 ou?

o] = |15 8 5 8l = 50 o) < | 58255 o )| G G

Puesto que u es de clase C* en espacio y C? en tiempo, tomamos supremo:

wp ] < s ([ e+ 5 ‘flz@nm\)

n,jeZ* 1<n,j<n—1,j—1
<Ax>2‘9“ (in&j)|+  sup
dx* X

1<n,j<n—1,j—1

1

S M

1<n,j<n—1,j—1

(étn x])‘

Luego tenemos que:

1 1
o < — (AX)*M; + —AtM-
7 Ax]le0 < 12( ) 1+ S ArMy,

du?

donde M; = sup e

1<n,j<n—1,j—1

(gt”,xﬁ :

sup

du* ’
1<n,j<n—1,j—1

w(m,ng) yM, =

Al tomar limite cuando A¢, Ax tiende a cero se observa que:

1 1
Ii o< i (7 Ax)’M; + ~AtM. ) =0.
Az&n OHFAIA’CH Y; gcn—w 12( )M, + 2 2

Asi vemos que;

Iim HrAnAme =0.
At,Ax—0

Por tanto tenemos que el esquema explicito es consistente de orden O (At + (Ax)z) O

62



Esquema Implicito

Probaremos que el esquema implicito de la ecuacion de Nagumo es un esquema consistente y para

ello tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2. El esquema implicito es consistente bajo la norma || - ||c.

Demostracion. Por definicidn de consistencia vemos que,

rarae =AU —B.
Consecuentemente,
n+1 n n+1 n+1 n+1
'ttt —ut | Hu =20
J J J+1 J n
At - Ax2 +u (l_uj)(u] —OC),
n+1 n n—+1 n+1 n+1
u: u" U, u
J J Jj—1 J+1 J n ny (1
- = + -2 +ui(1—u’)(u; — ).
At At A2 Ax? Ax? J( J)( J )

Luego,
urg+1 ur{—H urg—i-l un+1 n
VY . Y i _ 7 _ _
N T Ae ae TPaw —a tumdG - a),
1 2 ut u" u”
+1 J+1 =1 _ 7
uj (Mm)‘mz‘m@m ujl —up)uj - @).
Por tanto:
12 Wi Wy U
Fuat,jax = )T (AI +sz) —ﬁ—ﬁ—j—u?(l—u?)(m’}—a) 4.31)

A su vez, basdndose en la discretizacion de las férmulas regresivas de primer orden (2.66) y central

de segundo orden (2.68), vemos que el esquema implicito con error se expreesa como sigue:

W —u! 1 a 2 Wit ul = 2u] 1 du®
J J Uj—1 J+1 204
4.32)
Podemos reescribir el esquema de la forma,
ur{—H —u" n+1 +un+l _2Mrg+1 1 p) 4
J i Jj+1 J 20U
n - 5 (1= )t — o) — = (Aw)* = (1, & )
1, ou?
_EAI dr2 (ét” x])
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Igualamos a cero y vemos que:

urg-i-l —u" n+1 +un+1 _ 2u4+1 1 au4 1 auz
0=~ LTI S ()l ) — 5 () S 1 ) — S A ().
(4.33)
Restamos (4.31) y (4.33) :
1 8 2 1 du*
T'nAr, jAx 2 d ——>(&n,xj) + lz(m)zd 7 (11, 84)).
Luego,
N a 1 , du’ Ly a 1 , ou
|rnAt,ij| 2 d 3.2 (ét” )C]) 12(Ax> dx4 (tn éx]) 2 d 1.2 (‘St” XJ) + (Ax) dx4 (tl’l éx]) :

Ahora, debido a que las derivadas parciales son acotadas (u es de clase C* en espacio y C? en

tiempo) obtenemos la siguiente estimacion:

1. Ju? )
Sup | ruarjar] < sup EAZW@’H’W)

n,jeZ+t 1<n,j<n—1,j—1

du?

W( + (Ax)? sup

1<n,j<n—1,j—1

1
< Nt sup

ou* '
o l<n,j<n—1,j—1

|
12 q &)

5tn7xj)
Asi pues

1 TP
|rna,jaxllee < QAtMlJrlz(Ax) M.

du? )
d;z(é’”’”)‘ y M, = sup

1<n,j<n—1,j—1

donde M| = sup

l<n,j<n—1,j—1

du®
d*t

n.&.d)|

Tomamos limite cuando At, Ax tienden a cero:

! (Ax)2M2> =0.

1
, <
Im  ||rear jaclle < AI%ILO <2AtM1 + 13

At , Ax—0

Lo que implica:

lim ||r,1At JAx|’oo =0.
At Ax—

Por tanto el esquema numérico implicito es consistente de orden O (At + (Ax)z) O
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Esquema Theta

Probaremos que el esquema theta de la ecuacion de Nagumo es un esquema consistente y para ello

tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3. El esquema theta es consistente bajo la norma

H : HOO-

Demostracion. Partimos de la definicidon de consistencia y vemos que,

rarac =AU —B.

A partir de (4.24) observamos que,

+1 +1 +1 +1
MI} —I/t;! u]+1 +u?*1 —21/!;% M?*l JrM;!Jrl 72“? (1 _ 9) _i_ur;(] _urg)(un_ _ Ot)
At - Ax2 A2 J JINT :
Reescribimos la igualdad:
u'f+l ni—} u’/f_t} ntl u"._H u'?_l ut
Z—t—ﬁ(l—e)—ﬁ(l—GH—Zﬁ(l—e) = ﬁ9+ﬁ9—2§]29+u?(1—u?)(u?—a)%—
Asociamos términos:
12 i T 12 Wiy ol
+1 J j+l _ i1 j+1
7 (g aa-0) - F-0) -2 la-0) — w(g-1a0)+iae-T5e
+ui (1 —u}) (v — a).
Obteniendo asi el sistema matricial Ax; AcUas ax = B, por lo que:
n+1 n+1
1 2 u;_ Ui
_ n+l J i+
Fnat, jax = (Kt + E(l - 9)) - F(l -0)- E(l —0)
1 2 wi_y Wiy

Ahora vamos a realizar una combinacién convexa, es decir, para 6 € [0, 1] decimos que

Ou+ (1 —0)v =0, en donde u representa el esquema explicito con error (4.28), mientras que v

representa el esquema implicito con error (4.32).

Al momento de sustituir obtenemos,
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0= —M?HAI_ “ + e +Z;;_21 2 + (1 —u})(u} — ) + 2Ati 5 (&, xj)
e ) o 1-0) (- o G A )
(1= 18) ) — @)~ (8020 (. £ ) — (17 2 G, xn)
Y reducir los términos arribamos a :
I R L L R SR P e s

I/l2 u
% ey (0-1) - L men),

n+1 n
. u —uj
Depejamos N y obtenemos:

n+l _ n n n+1 n+l _ ~» n+l
u" wp o J+1+”11 2uj it 2u';

1 n n n
jm L = -5 Zcz L (1-0)+u}(1—u)(u — @)
Ju? ) ( 1) 1 5 u’ _
+Atﬁ(§,n,x1) 9—5 —E(M) @(m,éx])-

Igualamos a cero y tenemos:

0__14’}“—147 why +ul o —2uf N "H—i—u’;ﬂ—Zu;’-H(l_e)
B At Ax? Ax?
u? 1 1, ,out (4.36)
(1 )ty ) +-80 0 () (0 ) = 5 (4022 (1, ).

Ahora al restar (4.34) y (4.36), obtenemos:

Ju? , 1 1 , du’ _
rnAtij Atdz (éﬂ’l,x‘]) (6—2> —E(AX) @(tn,éx‘])
A continuacién percibimos que,

‘rnAt,ij‘ =

At(j;j(@n,xj) (9 — 1) — *(AX) flu4 (tn, éx])‘

uA
Sl

ou? )
Ar— 5 (Gn,xj) (9—2>‘+
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En su turno, al ser las derivadas parciales (u de clase C* en espacio y C? en tiempo), notamos que:

swplrsnl < s (w2 en) (- 1)+ e S e
Up |"nArjAx| = u — e, X — 5 n,6xJ
nj l<n,j<n—1,j—1 dr2 ™™ dx* *

1 ou? 1 ut

< At(@—f) sup En,xj ‘ Ax)? sup —(tn, & j '

2/ 1<nj<n—1,j—1| dt a2 S 12( ) l<n,j<n—1,j—1 dx4( /)

Arribando asi a la estimacion siguiente:
1 1 2
HrnAtijH <At 9—* M1+ (AX) Mz.
2 12

I/l2 l/t4

donde M| = sup —5 (&n,xj)|y My = sup —— (tn, éxj)'
l<jn<j—1n—1|dt l<jn<j—1n—1]|dx
Tomamos limite cuando At, Ax tienden a cero,
lim || | < lim <At (e l)M + L (Ax)*M; ) 0
i TnAr.i i — —0.
Ardrs0 AT = o 2/ 12 2
Lo que implica:
lim ”rnAt ijH =0.
At Ax—

Lo que indica que el esquema theta es consistente de orden O (At + (Ax)?. O

4. Esquema de Crank-Nicolson

Teorema 4.4. El esquema Crank-Nicolson es consistente bajo la norma || - ||«.

Demostracion. Probaremos que el esquema de Cranck-Nicolson de la ecuacién de Nagumo es un

esquema consistente y para ello tenemos el siguiente resultado:

Partimos de la definicién de consistencia (2.14) y vemos que,

YAt Ax =AU —-B.

Tomando la ecuacién (4.26) del esquema Cranck-Nicholson , tenemos que,

W W =20t W ] - 2u
uar jae = =~ g S (1 i) (- ). (437)
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Por otra parte, la ecuacién de Nagumo viene dada de la forma:

Ju Jdu

e ull —u) - a), (438)
du du o
Oz—g(tn,x]) pR 2(tn xj)+ul (1 —ul)(uf — o). (4.39)
Al restar obtenemos,
1 1 1
o _u?“ —u} g tu =2 N u?fl +M?il —2u;?Jr N @(m ) — du (tn,x)).
nang At 2Ax2 2Ax2 ot X%
(4.40)

Abhora, por el desarrollo de Taylor de cuarto orden alrededor del punto (¢ + Af,x) tenemos,

38u

52 00+ " (81)

ou?
at (éta )

W+ Anx) = u(t) +At3btt(t,x) + %(Ar)z

cont < & <+ Ar. Que conduce a:

du _u(t+ALx)—u(t) 1 ou? 1 2814
E(tvx) = A7 E(Af)w(f,x) E(Af)

3 (&) (4.41)

En donde:

+1
—ul ou?

du N J N 287”3 .
tlimaf) = = = (A0 G (tmoxj) — o (402 55 (Emx)). 442)

De manera andloga para el punto (f — Az, x):

Wt 2 1

9 290
St xj) = L (A1) T (1, xj) — < (A1) T (G, x)). (4.43)

Sumamos (4.42) y ( 4.43) obteniendose la siguiente expresion:

+1
wit —u ou’

du u; ) )
25(%96]) 2T - g(Af) W(&,n,x})

urngl —u" 1 3

du LY i ,du .
E(znax]) = E(Af) W(fr"ﬂ])- (4.44)

Ahora tomamos el desarrollo de Taylor de cuarto orden, alrededor de los puntos (¢,x + Ax)y
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(t,x+2Ax):

B du 5 ou? ;0u? 1 48u
i x4+ Ax) = (e, ) + xS 1,2 5 (A0 0 0,0) + (A0 9 0,0) + 1 (A0 0 1, ).
con x < &1 < x+ Ax De donde:
du _u(t,x+ Ax) —u(x) Ju? 5 ou’ 1 38u
O 1) = AT 2 (0 O 00) — £ (A2 S5 (1,0 — 5 (A S 1,6,
(4.45)
conx < &y < x+Ax
B du 5 u? 4 ;ou? 2 48u
u(t,x+2Ax)—u(t,x)—|—2Ax$(t,x)+2(Ax) W(t,x)+§(Ax) Tﬁ(t,x%kg( ) ( $).
(4.46)
Conx+2Ax < Ep < x.
Reemplazamos (4.45) en (4.46) y obtenemos:
u? 1 5 0u’
M(Z,X+ZAX) - u(t,x)+2u(r,x+Ax)—2u(t,x) ( ) (t7x)_7(Ax) ﬁ(hx)
du® 5 ou? 4 ou’
b 4 ou” 4 3
(Ax) 84( §x1)+2(Ax) 02 (t )+3(Ax) ag(l )
du*
+2(804 2% (1.80)
(x+20) = 2u(t,5-+ A%) — u(r,0) + (AP 2% (1) + (A2 (1,3)
u(t,x+ = Zu(t,x —ult,x 92 , X o , X
1, . out 1 Ju?
+§(AX) <28x4(t’§x})_48x4(t’€xz> :
2
Despejamos pp < (t,x) y tenemos:
ou® ~u(t,x+2Ax) +u(t,x) — 2u(t,x + Ax) s 0u?
ﬁ(tvx) - (AX')Z —(AX) dx 3(t X)
1 4 L out 1 Ju®
—g(Ax) (28)c4(t’§”)_48x4(t’5’“2) .
Por el teorema del valor intermedio tenemos:
ou? u(t,x+2Ax) +u(t,x) — 2u(t,x + Ax) ;0u? l 48u
az(t ) (Ax)z _(Ax) a3(t ) 12 ( ) ( éx) xg»éxéx_‘_zm'
En donde:
du Wi +uli_y —2u} ou’ _ , du
e = (tn,xj) = A —Axﬁ(tn,)q)— (Ax) P = (tn, &, ). (4.47)
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conxj <& j<xjpo.

De manera andloga encontramos la solucién discreta alrededor del punto x — 2Ax, obteniendo:

n-H +un+l 2un+l a 2814

)
() = S A (En &)~ T3 (AP S5 ). 449)

conxj_p <& j<xj.

Al sumar (4.47) y (4.48) vemos que:

ZQ(M xj)= G L4+ ’ﬁrll —i—M"H 2un+l (Ax)28u (tn, & j)

ox2 M= Ax? sz axt *J

ou “7+1 —|—u771 —214” ;’ﬂ +u"+1 2u"+1 28u

U (tn,xj) = ~Lax ¢ 4.49
g2 1)) At e ( Vgatmed).  (449)

Sustituyendo (4.44) y (4.49) en (4.40): vemos que:

n+l _ . n n no__ 9N n+1 n+l _ ~ n+l
u’; wip ity 2u' | tu 2uj

_ J J j+1
TnAt jax = — AL AL + AL
Wty 1 ou’ ut,  +ut = 2u”
T (AP A, j—1 J
n+l n+l n+1
+uliT) —2u] 7 ou*
j+l 2 .
—(Ax) = 7). 4.50
De donde,
1 o’ 7 ou* .
Tnit,jax = _E(A 1= (ét” xj)+ 12(Ax)2ﬁ(m’€”)'
A su vez, vemos que:
1 7
|rnAt,ij| _*( ) a 3.3 (éﬂ’l éx]) (Ax) x 4(&1” éx])
1 ou
< |G Em) |+ | Fon )|

Puesto que las derivadas parciales son acotadas (u es de clase C? en tiempo y de clase C* en

espacio), arribamos a:
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9 ()| + (e

SUp | Far, jax| < sup ((At)
nj

1<n,j<n—1,j—1

a4tn€XJ>
4

3
ax(maéxj)’ :

du 7
S|+ &P s

1<n,j<n—1,j—1

1
< 6 (At )2 sup

1<n,j<n—1,j—1

Consecutivamente se obtiene que:

p—

7
(AX)ZMZ)

At)*M
(Ar) 1+12

I jacll < &
ou’
dx 1.3

du?

donde M| = sup 7

1<j,n<j—1,n—1

(&n,xj)]|-

(tn, éxj)‘ y M, = sup
1<jn<j—1n—1

Tomamos limite haciendo tender Az, A a cero y vemos que:

! (Ax)2M2> =0.

B 1
Im ||7rpar, jacllee < mlﬂo (6(At)2M1 + = >

At , Ax—0

Lo que implica,

lim ||rnAt ]Ax”oo =0.
A, Ax—

Por tanto el esquema de Cranck-Nicholson es consistente de orden O ((Ar)? + (Ax)?). O

4.4.2. Estabilidad de los esquemas

La estabilidad de un método numérico tiene que ver con la manera en que los errores se propagan a
lo largo del algoritmo. Es decir en el momento en que un método converge, lo mas deseable es que
en los resultados que se obtengan, los niveles de error se disminuyan en la forma mds rapida posible.
En otras palabras la estabilidad asgura exactitud del método, vamos a verificar la estabilidad para
una norma L?, debido a qué esta utiliza una herramienta de mayor facilidad denominada el anlisis

de Fourier la cual redice la complejidad de la ecuacion.

Asumiremos que las condiciones de contorno para la ecuacién de Nagumo son condiciones de
contorno periddicas que se escriben de la forma u(z,x + 1) = u(t,x) para todo x € [0,1] y todo
t > 0. A cada vector u"* = (u;?)og j<N asociamos una funcion u? constante por tramos, de periodo 1
y definida en [0, 1] por:

n n .
u (X):Mi SLXj_1/2 <)C<Xj+1/2,
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conxjp=(j+1/2)Axcon0< j<N.Lafuncién u"(x) pertenece a L*(0, 1), ahora el andlisis
de Fourier de toda funcién en L2(0, 1) puede ser descompuesta como una suma de Fourier de la

forma:

un(x) _ Z Lvtn(k)e(Ziﬂkx).
keZ

Con un seguimiento ponemos los modos de Fourier que representan una onda que oscila

sinusoidalmente (curva que representa graficamente la funcién seno) en el esquema de la forma:

u’}- =A(k)"exp(2imkx;), con xj=jAx,

y deducimos el valor del factor de amplificacién A (k). Por el momento, nos restringimos al caso

escalar, es decir, A(k) es un nimero complejo en C.

Linealidad de la ecuacion

Antes de empezar nuestro anélisis de los esquemas de diferencias finitas para la ecuacién de

Nagumo, vamos a tener en cuenta que todos tienen en comin el término (1 —u’}) (u’; — o) el cual

tiene grado 3, vamos a linealizarlo ya que nos permite estudiar facilmente la estabilidad de los

esquemas.

Para ello notemos que

fu) =u(l—u)(u—a),
fu) = (u—u?)(u—o) =u* —ua—u’ +u’a.

Primero vamos a estudiar la funcién f en el punto u = 0
f(0)=0(1-0)(0—a)=0.
Donde f’ viene dada por
ff=2u—a-3+2u  f(0)=—a.
Y finalmente la funcién linealizada se expresa como:
F() = (o) + f (uto) (u — o) ~ 0 — t(u—0).
flu) = —au. 4.51)
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Una vez linealizado el término u(1 —u)(u — o) procedemos al estudio de la estabilidad de los

esquemas.

Teorema 4.5. El Esquema Explicito es estable para la norma L?

Demostracion. Partimos de (4.17):

n+l . n
j "j
At Ax?

u ut,  +ut = 2u”
+1 —1 4 n n n
S / /—|—uj(1—uj)(uj—a).

Reescribiendo nuestra ecuacion explicita, con nuestra funcion linealizada (4.51) decimos que

n+l _ . n n no__nn
u; U :“j+1+”j—1 2uj—ocu”-
At Ax? J
A su vez,
n n n
ut,  +ut o —2u"
+1 -1
Wyt = AL J L — Aroud”.
J J sz J

At
Y ahora reemplazando s = Al y dejando a un lado de la igualdad el término u?“ se tiene que

n+l _ . n n no A~ ny n
u-. —uj+s(uj+1+uj,1 2I/l]) Al‘OCJ

J

Observamos a su vez que:

u?“ =u;(1—=2s)+s(uj +uj_y)— Arau].

Como u; = 11" (k)e?™ %)) entonces al reemplazar en la expresién anterior arribamos a:
uvn+1 (k)e(Zin:kx) =" (k)e(Zinkx) (1 o 25) + S(ﬁn (k)e(Zink(x+Ax)) +at (k)e(Ziﬂk(fox))) — Aroud” (k)e(Zinkx)_

Asi vemos que:

ﬁnJrl(k) — ﬁ”(k) +Sﬁn(k) (e(2i7tkAx) _2+e(72i7rkAx)) —Al(valn(k) — ﬁn(k)(l _|_s(e(2i7rkAx) - 2+e(72i7rkAx)) — AtaL.

ix _ ,—ix
Utilizando la identidad sen(x) = 27.8, vemos que:
i
1 . )
sen’(x) = -1 (™ e —2), (4.52)
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Con lo cual tenemos entonces que

(k) = i (k) (1 — 4s - sen® (TkAx) — atAr),

Lvthrl (k)
" (k)

= (1 —4s-sen®(7kAx) — atAr).

Asi el valor de A(k) viene dado por:
A(k) = (1 —4s-sen®(mkAx) — aAr),

El coeficiente de Fourier ii"(k) para k € Z estd acotado cuando n tiende al infinito y si solo si el

factor de amplificacion satisface | A(k) |< 1, es decir,
| (1 —4s-sen’(mkAx) — atAr) |< 1.
Al mismo tiempo
—1 < (1 —4s-sen’(wkAx) — atAr) <1

At
-2< —4W sen’(mkAx) — otAr < 0

At
0< 4w sen? (mkAx) + oAt < 2.

Lo que conduce a ver que

At
NTSE

sen? (mkAx) + oAt < 2,

Como sabemos sen”(mkAx) < 1 y con esto para que la desigualdad precedente se mantengan

debemos tener que:

At

e

+ aAr < 2.

De este modo apreciamos que
4Ar < AX*(2 — ar).
4At

2—anr) =
(Ax)>. O

Entonces decimos que el método explicito es estable, bajo la condicién CFL de
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Teorema 4.6. Para la norma L? el Esquema Implicito es estable.

Demostracion. Tomando la ecuacién (4.19) ,

n+1 n n+1 n+1 n+1

i =t u T tul ] —2u”

J Jj_ Tj-1 J+1 J neq o omN(n
x = A +uj(1 uj)(uj o).

Tomando lo realizado para el esquema explicito y reescribiendo con la forma lineal 4.51 tenemos

que:
n+l _ . n n+1 n+l _ ~ n+l
u; A 2u; e
At Ax? I

n+1 n+l _ ~ n+l
u +”j—1 2uj

n+l _ n_ j+1 . n
't —uj = At Az Atoud’.
Reemplazando a s como s = AAth

u?“ (1+42s) =uj —I—s(u?ﬂ + u;’ﬂ) — Aroud.
Con uj = " (k)e? ™) observamos que:
iad! (k)e(Ziﬂ:kx)(l + 2S) — " (k)e(Zin'kx) + s(IZn—H (k)e(link(x-i-Ax)) + el (k)e(Zink(x—Ax))) — Atoul” (k)e(Ziﬂkx).

Escribiendo a un lado de la igualdad valores de i con n+ 1 y al otro valores de i con n, obtenemos

que :
pag (k)e(Ziﬂ:kx)(l +25) _S(ﬁn—&-l (k)e(Zink(x+Ax)) 4] (k)e(Zink(x—Ax))) . (k)e(linkx) _Ataﬁn(k)e(Zinkx).
De esta forma vemos que:

0Nk (14 25) — s (k) PR L+ () (27K Y — g (k) — Arqui (k).

~vn+1

Sacando factor comin " (k) al lado derecho y i7" (k) al lado izquierdo:

A (k) [(1+25) — 5(el2AY) 4 o= 2TKAD)) — i (k) (1 — Arax).
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l;n-i—l (k)

Nuestra expresion de la forma —
i" (k)

" (k) 1-Ata

i (k) (1+25) — s(e(2imkdy) 4 o=2imkAx))”

Que puede ser escrito de la forma:

i1 (k) 1 — At

ﬁn(k) T 1= s(e(zmkAx) _ 2+672i7rkAx)) ’

Por la igualdad de seno que llegamos a 4.52 tenemos que

(k) 1—Ata
(k) 1-+4s-sen?(mkAx)’

De donde obtenemos el valor de A(k) definido como

1-Ara

A(k) = .
(k) 1 +4s - sen?(mwkAx)

Para k € Z el coeficiente de Fourier ii" (k) esta acotado y tiende al infinito si y solo si, el factor de

amplificacion se cumple bajo la condicién de |A(k)| < 1, , de esta forma:

1 -Ara
Ak) |= <l1.
| A(K) 1 +4s-sen?(mwkAx) | —

Tenemos entonces que

(1-Ara)
= 1+4s-sen?(mkAx) —
1— oAt
—-2< —1<0
= 1+4s-sen?(mkAx) — —
1 — aAr
0<1- <2.
- 1 +4s-sen?(wkAx) —

De donde,

1 — oAt
1-— <2
1 4 4s - sen?(wkAx)
1 — oAt
_ <1,
1 +4s-sen?(wkAx) —
QA — 1 < 1+ 4s-sen®(mkAx),

—4s - sen®(mkAx) < 2 — QAL
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Como tenemos la igualdad de s = y ordenandola :

t
(Ax)?

At
_4(AT)2 sen’ (kAx) < 2 — atAr.

Como conocemos la identidad sin®(kAx) < 1

At
—4—— <2 —aAt
(Ax)> ~ ’

—4Ar < (Ax)? (2— aAr).

4At
Asi decimos que el esquema implicito es estable bajo CFL de —m < (Ax)?.
Teorema 4.7. El Esquema-theta para la norma L? es estable.
Demostracion. Partiendo de la ecuacion (4.22)
u'™th W b =2 T T 20!
+1 -1 ~1 +1
vy L R G DI TR
Y reescribiendo con linealidad( 4.51):
+1 +1 +1 +1
u;’ —u _ Wi +ufy —2uf}9+ u;f_l —i—u’}Jrl —214;? (1-6)—i'a
At N Ax? Ax? /

Siguiendo lo realizado en los dos esquemas anteriores tenemos que

1 n+1

u', o = 2u" W+t - 2u!

n+l _ n J+l j—1 J j—1 Jj+l1 J 0\ _ n
u} i = At 5 0 + At 5 (1-0)—Anja

n+1 {n}_ n+1 n+1 n+1 n n n n
uj+ —u; —s(u{;il}—ku{;l}—ZuJ})(1—9)+s(u{j+1}+u{j_1}—2u{j})9—Atujoc.

n+1 n+1 n+1 n+1 _ n n n {ﬂ} n
U —s(u{j71}+u{j+l}—2u{j})(1—9)—s(u{j+1}—}—u{lifl}—Zu{j})@—l—uJ. — Ao

Como u” = it" (k)™ vemos que

I:Zn-H (k)e(Zinkx) —g (Lvtn-i-l (k)e(link(x+Ax)) + uvn+1 (k)e(Zirck(x—Ax)) _ Zﬁ"'H (k)e(linkx)) (1 o 9) _

s (uvn(k)e(Ziﬂk(erAx)) +n (k)e(Zin'k(fox)) — (k)e(Ziirkx)> 0+ " (k>e(2i7ckx) _ Atauvn(k)e(zmkx).
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Ahora sacando de todas las ecuaciones el e(27¥)

e (k) s (ﬁn-&-l (k)e(Ziﬂ:kAx) +12n+1 (k)e(—Ziﬂ:kAx) ! (k)) (1 - 9) _
s (10" (K)e @m0 i1 (ke 2Tk _ 2" (k) ) e+ " (k) — At it (k).
Con factor comun de i#**! (k) al lado izquierdo y i#" (k) al lado derecho:
i@ (k) — sit™ (k) (e(ZiﬂkAx) 1 p(—2imkAy) 2) (1—0) = sit" (k) (e(2i7tkAx) 1 p(—2imkA) _2) 0 +it" (k) — Aroui” (k).
Nuevamente con factor comin obtenemos que
i1 (k) [1 i (e(ZinkAx) 4 ol —2imkAY) _ 2) (1— 9)} =" (k) [S (e(lirckAx) 4 el —2imkAY) _ 2) 0+1 —Ata}
Tenemos entonces la igualdad del seno 4.52 podemos decir que:

@ (k) [1+4s - sen?(mkAx) (1 — 6)] = i (k) [—4s - sin (TkAx)0 + 1 — Aral] .

lj’”rl(k

De la expresién con A (k) = — G
i

(k) 1—4s-sen®(wkAx)0 — aAr
(k) 1+4s-sen?(mkAx) (1—6)

Definimos el valor de A(k) como:

1 —4s-sen?(mkAx)0 — oAt
1 +4s-sen?(mkAx) (1 —0)

A(k)

El ii" (k) coeficiente de Fourier para todo k € Z cumple con ser acotado cuando n tiende al infinito

si y solo si el factor de amplificacién cumple la desigualdad | A(k) |< 1, es decir

1 — 4s-sen®(mkAx)0 — aAt <1
1 +4s-sen?(wkAx) (1—0) | —

Ahora vamos a tener que por propiedades de valor absoluto :

1 —4s-sen®(mkAx)0 — aAt
—1< <1,
~ 1+4s-sen?(mkAx) (1—6) —

1 — 4s-sen®(mkAx)0 — At _1<0
~ 1+4s-sen?(mwkAx) (1—0) -
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1 —4s-sen®(mkAx)0 — oAt
<1l-

<2.
- 1 +4s-sen?(wkAx) (1—6) —

Entonces:

{_ 1 — 4s-sen®(mkAx)0 — atAt

1 +4s-sen?(wkAx) (1—0) —

1 —4s-sen®(mkAx)0 — aAt
 1+4s-sen?(mkAx) (1— 6) =

—1+4s-sen’(wkAx)0 + aAr < 1+ 4s-sen’(wkAx) (1—6).

Agrupamos términos:

4s - sen®(7kAx) 0 — 4s - sen® (mkAx) (1 — 0) < 2 — oAt

4s-sen®(mkAx)(20 — 1) <2 — aAr.

At
(Ax)?”

Al reemplazar s =

At
4

L sen’ (mkAx) (20 — 1) <2 — alAt.

Puesto que sen®(mkAx) < 1
At

NTSE

(26 —1) <2— aAr.

Y vemos que:

4A1(260 — 1) < (Ax)*(2 — aAr).

4At

Asi se cumple que el esquema-theta es estable bajo la CFL 2= anr) (20 —1) < (Ax)?
Teorema 4.8. El esquema Cranck-Nicolson es estable bajo la norma L*.
Demostracion. Partiendo de la ecuacién (4.25) ,
+1 n+1 n+1 n+1
M’; _u;! _ u;!-&-l—l_u;!—l_zu;!_‘_ +M]+1 _zuj +ul@(1_un)(urg_a)
At 2Ax? 2Ax? J T '
Y escribiendo la expresion linealizada (4.51) obtenemos que
n+1 n+l n+1 n+1
u; —u;?:u;f+1+u;f_1—2u7+ Ul —2u] e

At 2Ax? 2Ax? /
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Multiplicando la expresion por At

n no__n,n n+1 n+l _ ~ n+l
u"“—u”.—AtujH—’—uj*l 2u; t”j71+”j+1 2u; Ry
J 7 2AR2 2Ax2 J :
Reemplazando s = %
n+1 n__ 1 n n 2 n 1 n+1 n+1 2 n+1 n A
u} *MJ—ES(MHlJer_l* uj)+§s(uj_l+uj+]f u;) —ujaAt.
Escribiendo a un lado de la igualdad n+ 1 y al otro los n
n+1 1 n+1 n+1 2 n+ly _ n 1 n n 2 oA
u} —Es(uj71+uj+1— u; )—uj+§s(uj+1+uj_1— uj) —ujaht.

Con u} = i (k) e(27kx)

1

P (k)e(Zin:kx) o 7s(ﬁn+l (k)e(Ziirk(fox)) + ﬁnJrl (k)e(Zin:k(x+Ax)) — ol (k)e(Ziirkx)) _ lzn(k)e(zmkx)'

—|-7S(ljn (k)e(Zink(x+Ax)) + ﬁn(k)e(Ziﬂ:k(fox)) _ 2ﬁn(k)e(2i7rkx)) . Mvn(k)e(Zzn:kx) aAr.

(2imkx)

Abhora sacando de toda la expresion e , de esta forma:

1

pian (k) _ ES(IZH—H (k)e(—Zin'kAx) + pian (k)e(linkAx) _ ot (k)) — I:Zn(k)+

1 ‘ .
Es(a"(k)e(z'm‘) +it" (k) el ZHTRA) _ 25 (k)) — it (k) At

Con factor comiin al lado derecho de i#"*! (k) y al lado izquierdo de la igualdad de " (k)

iZn+1 (k) 1— %S(e(—ZiﬂkAx) +e(2i7rkAx) _ 2)} — uvn(k) [1 + %S(e(ZiﬂkAx) +e(—2i7rkAx) - 2) —aAr! .
La expresion con itk (k)
P i (k)

1 (imkax _2imkAx
i (k) _ ]+§S(e( IThAY) 4 o(~2KAY) _ 2) _ grAr
" (k) 1— %S(e(—zmmx) + e2imkax) _ 2)

Con la igualdad de 4.52 del seno decimos que

(k) 1—2s-sen?(mkAx) — otAs
(k) 14 2s-sin?(mwkAx)
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De donde obtenemos el valor de A(k)

Alk) = 1 —2s-sen®(mkAx) — aAt
14 2s-sen?(mkAx)

Para k € Z , el coeficiente de Fourier i#" (k) esta acotado cuando n tiende al infinito si y solo si el

factor de amplificacion satisface | A(k) |< 1, entonces

1 —2s-sen®(mkAx) — At
A(k)| = > <
1+ 2s-sen?(mwkAx)

Por propiedades de valor absoluto obtenemos que

1 —2s-sen®(mkAx) — At

-1< <1.
~  1+42s-sen?(mkAx)
Podemos tener entonces
—2g-sen? —
o< 1 —2s-sen”(mwkAx) OcAtil <0,
1+ 2s - sen?(7wkAx)
—2g-sen? —
0<1- 1 —2s-sen*(wkAx) — oAt <2,

1+ 2s-sen?(wkAx)  —
De donde,

B 1 —2s-sen?(mkAx) — aAt <

1+ 2s-sen?(wkAx)  —

1 —2s-sen’(mwkAx) — oA <1

1+ 2s-sen?(wkAx)  —

— 1425 -sen®(wkAx) + aAr < 1425 - sen®(mkAx).

Agrupamos términos:

oA < 2.

Asi decimos que el esquema Cranck-Nicolson es estable para la CFL aAr < 2. O

4.4.3. Convergencia de los esquemas

Cuando nos referimos a la convergencia de un método numérico afirmamos que mientras mayor
sea el nimero de iteraciones obtendremos una mejor aproximacion a la solucién exacta. Para

estudiar la convergencia de nuestros esquemas de diferencias finitas, vamos a utilizar el Teorema de

81



Lax que empiricamente afirma que si el esquema es consistente y estable entonces es convergente,

es decir la solucién numérica esta cerca de la solucidn exacta.

Teorema 4.9. El esquema explicito es convergente.

Demostracion. Sabemos que el esquema explicito es consistente por (4.1) para la norma || - ||« y
estable por (4.5) en || - ||2 bajo la condicién CFL 4Ar < (Ax)?(2 — atAt). Por ende, el esquema es

convergente, es decir:

vT >0, lim <sup || € ||) =0.
At Ax—0

h<T

Donde e representa el vector error definido por la componente ¢/} = u’; — u(tn,x;). El esquema tiene

un orden de convergencia O ((Ar)? + Ax). O

Teorema 4.10. El esquema implicito es convergente.

Demostracion. Es de nuestro conocimiento que el esquema implicito es consistente por (4.2) para
lanorma || - || y estable por (4.6) en || - ||2, esto bajo la condicién CFL —4At < Ax?(2 — aAt). Por

ende, el esquema es convergente, es decir:

vT >0, lim <sup || €" ||) =0.
At Ax—0

h<T

Para e que representa el vector error definido por la componente €7 = u’; — u(tn,x;), donde el

esquema tiene un orden de convergencia O ((At)2 + Ax) U

Teorema 4.11. El esquema-theta es convergente.

Demostracion. Sabemos que el esquema-theta es consistente por (4.3) para la norma || - ||« y
estable por (4.7) en || - ||2 bajo la condicién CFL 4Ar(26 — 1) < (Ax)?(2 — atAt). Por ende, el

esquema es convergente, es decir:

vT >0, A lim <sup || e ||) =0.

t,Ax—0 ta<T
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Donde e representa el vector error definido por la componente € = u’} — u(tn,x;). Ademds esquema

tiene un orden de convergencia O ((Ar)? + Ax). O

Teorema 4.12. El esquema Cranck-Nicolsom es convergente.

Demostracion. El esquema Cranck-Nicolson es consistente por (4.4) para la norma || - || y estable

por (4.8) en || - ||2 bajo la condicion CFL atAr < 2. Por ende, el esquema es convergente, es decir:
vT >0, lim (sup || € ||> =0.
At A—0 \ 4,7

Con e que representa el vector error definido por la componente €/} = u; — u(tn,x;). El esquema

tiene un orden de convergencia O ((Ar)? + (Ax)?). O

Conseguimos asi la convergencia para cada uno de los métodos de diferencisa finitas que hemos

utilizado al realizar nuestro estudio de la Ecuacién de Nagumo.

4.5. Simulacion Numérica de la Ecuacion de Nagumo

Realizar una simulacién numérica nos permite observar el comportamiento de la ecuacién
de Nagumo discretizada en cada uno de los esquemas: expléito, impléitio, esquema-theta y

Cranck-Nicolson.

En este capitulo con la finalidad de conocer el esquema de diferencias finitas que mejor simule la
ecuacién de Nagumo, compararemos los errores que se obtienen de la solucién real y numeérica
mediante gréaficas de: soluciones u vs espacio Ax, espacio Ax vs error y tiempo Af vs error. Ademas

mostraremos resultados que se obtienen al variar arbitrariamente parametros de la ecuacion.

4.5.1. Resultados de soluciones reales y numéricas.

A continuacién mostramos graficas de los esquemas explicito, implicito, theta y cranck-Nicolson,
en donde se puede observar los resultados arrojados con la solucién numérica y las solucién real

(4.15). Para esto consideramos: L = 100, el niimero de particiones N = 200, y o = 0.25, asi:
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== Solucion uh =& Solucion uh
+— Solucion exacta +— Solucion exacta
0.8 0.8
2 06 2 06
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E 0.4 E 0.4
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0.2 0.2
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(c) Esquema-Theta (d) Cranck-Nicolson

Tlustracion 1-4: Solucién numeérica vs Solucidn real 1

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

En las Ilustracién(1-4:) presentadas podemos evidenciar que las simulaciones numéricas, en efecto
generan respuestas similares, sin embargo si se observa detenidamente se puede notar que el
esquema que presenta un error minimo es el esquema theta, esto se da debido al valor que tomo el
parametro 6 = 0.9, pues mientras este se acerque mas a 1 se obtendran mejores resultados, pero si
6 toma valores que se aproximen a 0 el valor que este esquema presente sera mayor; seguido de
este, se encuentra Cranck-Nicolson, pues este presenta una minima diferencia con la solucién real;
luego encontramos que en cuanto al error, le sigue el esquema Implicito,finalmente el esquema

Explicito.

En la tabla siguiente mostraremos los resultados de las soluciones reales vs la numérica de la
Ecuacién de Nagumo. Trabajamos con las mismas condiciones y parametros para los 4 esquemas,

lo que nos permitird la obtencién del error, el cual lo estudiaremos en L?.
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Tabla 1-4: Valores Ax = [—10,—6,—2,2,6]

Intervalo espacial Ax=-10 Ax=-6 Ax=-2 Ax=2 Ax=6
Solucién real 0.03553555 0.07240477 0.22093874 0.70101261 0.96079219
Esquema Implicito 0.000000 0.07232174 0.21903623 0.70414087 1.00000
Error 3.55355532e-02 | 8.30269283e-05 | 1.90250203e-03 | 3.12825668e-03 | 3.92078086e-02
Esquema Explicito 0.0000000 0.07627129 0.21176922 0.66195673 1.00000
Error 0.03553555 0.00386651 0.00916951 0.03905588 0.0392078
Esquema-Theta 0.0000000 0.07273677 0.2188826 0.70405752 1.00000
Error 0.03553555 0.000332 0.00205614 0.0030449 0.0392078
Cranck-Nicolson 0.03715359 0.07417803 0.21521757 0.68365115 0.95691042
Error 0.00161803 0.00177326 0.00572117 0.01736146 0.00388178

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

Como podemos observar en la Ilustracién(1-4:) el esquema Cranck-Nicolson es el que menor

error presenta con respecto a los demas. Para verificar que la convergencia del error es correcta,

presentamos las gréficas del tiempo vs el error de cada una de los métodos utilizados.

- .
@~ Explicito ] ®- Implicito ;
6x 1073
. : . !

4x1073 . i ‘
E Ix10-? ._% 1074
e R B

. P
2x 1073 -
..-": .
0.0078 0.0156 00312 0.0625 1072 10t
At At
2-4:.1 2-4:.2
(a) Explicito (b) Implicito
3107 g i .
0.0003 | ..@- Esquema Theta . #- Cranck-Nicolson
2% 10-% 2x107*
’ [
s g 10 :
E 00001 i
o ; .
. . ;
6% 10-7 6% 10
. =l
4x10°° . 4x%10 ‘
001 002 003 006 107!
. At At
2-4:.3 2-4:4

(c) Esquema-Theta (d) Cranck-Nicolson

Iustracién 2-4: Gréficas del error temporal solucién real 1

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.
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Tal como se puede ver en la [lustracién(2-4:), el esquema que presenta un error cuadrético, es decir
con pendiente m = 2 es el esquema Cranck-Nicolson, lo que indica que este esquema converge de
mayor manera a la solucién real, en cambio los otros esquemas: explicito, implicito y esquema
theta cuentan con una pendiente igual a 1 lo que muestra que convergen de manera similar hacia la

solucién exacta.

De manera andloga, mostramos las graficas del error con respecto al espacio, en donde observaremos

el orden de convergencia de cada uno de los esquemas y su comportamiento.

- @~ Explicito 8x10°3 L -~ Implicita
-1 ,
10 . 7x1072
9x10°2 ; g
_ _ 6x10°3 .
= =
. ;
H gy 1072 . u
5x10°7
.
Tx1072
. 4x107 d
5x1070  6x107'  7x107 Bx10-19x107! 10 100 2x10°
fx Ax
3-4:.1 3-4:.2
(a) Explicito (b) Implicito
8x1072
@ Esquema-Theta __-’ -~ Cranck-Micolson _.-"
Tx1072 Tx1072 '
%107 6x 107
e . I~ .
g -3 g
E 5x10 5 sx1073
4x10-? . .
* 2x1073
[ ] L]
107 2% 107 Ix10° 10° 2% 10° Ix10°
3-4:3 o 3-4:4 o
(c) Esquema-Theta (d) Cranck-Nicolson

Ilustracién 3-4: Grificas del error espacial solucion real

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

En la Ilustracion(3-4:) podemos verificar que en efecto el espacio converge de forma cuadrética
para todos los esquemas, lo que indica que en cuanto al incremento del espacio no existe diferencia,
mas sin embargo los puntos del error que se generan son diferentes debido a la matriz que los
genera.

Para la solucién (4.14 ) vamos a realizar una comparacion mediante 3 tablas en la cuales podremos
observar la variacién que obtenemos del error calculado por la norma L™ en cada esquema de

diferencias finitas segtn los parametros que tome o en determinados intervalos temporales , como
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. 1 .
conocemos para la Ecuacion de Nagumo 0 < o < 3 por lo que tomaremos valores que se aproximan

a0, 1y cuando toma el punto medio de sus intervalores.

Empezamos con la tabulacién de @ = 0.0001,y valores de At = [1,0.5,0.25,0.125]

Tabla 2-4: Valores del error cuando o = 0.0001 con variacién en el tiempo

Valores At Esquema Explicito Esquema Implicito Esquema-Theta Esquema Cranck-Nicolson

Ar=1 0.026127531250424185 0.02502352562030008 0.023564334008787602 | 0.021198668285364652
At=0.5 0.01149990454742722 0.008992921181370739 | 0.008572987986920577 | 0.007917563678163875
At =0.25 0.005633817096808724 | 0.003461036248597893 | 0.003348335773973421 | 0.0031760375730675583
Ar=0.125 | 0.0027968301853646627 | 0.0014529594000994295 | 0.0014238143733577568 | 0.0013797019938527333

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

Ahora realizaremos la tabulacién cuando o = 0.49, e igualmente que en la tabla anterior variamos

los valores de Ar = [1,0.5,0.25,0.125]

Tabla 3-4: Valores del error cuando & = 0.49 con variacién en el tiempo

Valores Ar Esquema Explicito Esquema Implicito Esquema Theta Esquema Cranck-Nicolson
Ar=1 0.006428089884866361 0.002116169470746776 0.002110418651491641 0.002344161153565172
Ar=0.5 | 0.0028608256830492396 | 0.0004999433875677584 | 0.0006582053415810085 | 0.0010378871554774793

Ar=025 | 0.001387593371962037 | 0.00038895567734653635 | 0.0004569843973296628 | 0.0005633783345034837

Ar=0.125 | 0.0006853813368525974 | 0.00024975644452640555 | 0.0002681076023508533 | 0.0002962510664669127

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por:Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

Finalmente tenemos la tabulacién cuando o = 0.25, y At = [1,0.5,0.25,0.125]

Tabla 4-4: Valores del error cuando o = 0.25 con variacién en el tiempo

Valores At Esquema Explicito Esquema Implicito Esquema Theta Esquema Cranck-Nicolson
At=1 0.01653830113482624 0.011941266653373694 | 0.011197347721468298 | 0.010006228839431586
At=0.5 0.007424049749206163 | 0.004206827481646247 | 0.003997812049663818 | 0.0036743793990644535
Ar=0.25 | 0.0036334460153971126 | 0.0016077343597196703 | 0.0015525400015020119 | 0.001468602857577106
Ar=0.125 | 0.001801819321864062 | 0.000673382323471583 | 0.0006592474772925683 | 0.0006379174072966842

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por:Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

Observando los datos obtenidos en la Tablas (2-4:),(3-4:),(4-4:) al variar el valor de o podemos
notar que el valor del error cambia, puesto que mientras o se aproxime a 0.5 (ver Tabla 3-4:) los
valores del error son minimos para todos los esquemas, seguidos por cuando alpha = 0.25 (ver
Tabla 4-4:) y cuando « se aproxima a 0 (ver Tabla 2-4:) el error incrementa. Es esencial ademads
observar como el valor de esta variable afecta de manera significativa al momento de definir cual
es el esquema que mejor funciona para la Ecuacion de Nagumo, mientras & se mantiene en valor

menores o iguales 0.25 el esquema Cranck-Nicolson sigue siendo el que menor error presenta, pero
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cuando ¢ se aproxima a 0.5 el Esquema-Theta es el que tiene un error pequefo.

Con el mismo razonamiento realizamos el andlisis para la solucién exacta (4.13), y la solucio6n

numerica, obteniendo las siguientes gréficas:
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Tlustracion 4-4: Solucién numérica vs Solucidn real 2

Fuente: Elaboracion propia.

Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

Para esta solucion real, observamos en la Ilustracion(4-4:) que la solucién numérica varia, pues
el esquema Cranck-Nicolson es el que presenta menor error, esto debido a la convergencia del
tiempo y el espacio que resultan ser cuadréticos; seguido de este se encuentra el esquema implicito,
luego el esquema explicito y finalmente el esquema theta el cual al tomar 8 = 0.4 se obtuvo un
error mayor, si se realiza un cambio en este pardmetro podemos evidenciar que el error cambia, sin

embargo no llega a ser menor que el de Cranck-Nicolson.

En cuanto a la convergencia del tiempo, el comportamiento es el mismo, puesto que el error de

convergencia se conserva tal como se observa en las graficas siguientes:
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Iustracién 5-4: Gréficas del error temporal solucién real 2

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

ity

La Iustracén(5-4:) muestra que el comportamiento de las soluciones numéricas para converger

hacia la solucién exacta sigue siendo el mismo, sin importar la solucién real que se de para su

analisis.

De igual manera sucede con el espacio, como podemos ver en las figuras:
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Ilustracion 6-4: Grificas del error espacial solucién real 2

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

2% 10°

Ix10°

Nuevamente, en la [lustracion(6-4:) observamos que todos los esquemas convergen a la solucién

exacta con la misma rapidez, debido a que su orden de convergencia respecto al espacio es

cuadrético, es decir de orden 2. Lo que diferencia a una solucién exacta de otra es el error que llega

a presentar, aunque este es minimo, es suficiente para identificar que solucién trabaja de mejor

manera para la ecuacién de Nagumo.

Vamos ahora a estudiar como la solucién exacta (4.13) se comporta en determinados intervalos

temporales cuando variamos el valor de & para esto realizaremos una comparacion mediante 3

tablas en la cuales & tomard valores que se aproximan a 0, 1 y cuando toma el punto medio de sus

intervalores.

Iniciamos con la tabulacién de o = 0.0001, y valores de Az = [2,1,0.5]
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Tabla 5-4: Valores del error cuando o = 0.0001 con variacién en el tiempo

Valores At Esquema Explicito Esquema Implicito Esquema-Theta Esquema Cranck-Nicolson
At=2 0.6686154727205798 | 0.06202891175410852 | 0.05672152084006843 | 0.04739169831273826
At=1 0.24812957868793364 | 0.023567016555056497 | 0.021777546797913938 | 0.01880896619301403

Ar=0.5 | 0.11881655090510085 | 0.008427066973844821 | 0.007887945292469944 | 0.007030783850032363

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

A continuacién tenemos la tabulacion de o = 0.49 y valores de At = [2,1,0.5]

Tabla 6-4: Valores del error cuando o = 0.49 con variacién en el tiempo

Valores At Esquema Explicito Esquema Implicito Esquema-Theta Esquema Cranck-Nicolson
At=2 0.06849392812888035 | 0.008663344445063892 | 0.009799229637487472 | 0.012113708123109967
Ar=1 0.0409539243541609 0.00605229387095918 | 0.006560854161075325 | 0.007501879096709629

Ar=0.5 | 0.009336897570178526 | 0.003749801641154238 | 0.003938024544252849 | 0.004259353933974475

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

Ahora tenemos la tabulacién de a = 0.25 y valores de At = [2,1,0.5]

Tabla 7-4: Valores del error cuando & = 0.25 con variacién en el tiempo

Valores At Esquema Explicito Esquema Implicito Esquema-Theta Esquema Cranck-Nicolson
At=2 0.35889122637697657 | 0.03443237878876193 | 0.032191328193281965 | 0.028385179132846217
At =1 0.13668270133742466 | 0.013214967125424026 | 0.012512311001559862 | 0.011388258263325235
Ar=0.5 | 0.05710528573699969 | 0.005338299802730984 | 0.005141605171761154 | 0.004838413650909146

Fuente: Elaboracion propia.
Realizado por: Andrade, Daniela, & Ruiz, Delia, 2023.

Mediante los datos obtenidos en las Tablas (5-4:), (6-4:),(7-4:) podemos observar que el valor del
error varia dependiendo de «, teniendo asi que los esquemas presentan un menor error cuando
« se aproxima a 0.5 (ver Tabla 6-4:), seguido de ov = 0.25 (ver Tabla 7-4:), para finalmente con
o = 0.0001 obtener un error mayor en todos los esquemas (ver Tabla 5-4:). Ademas es importante
notar como el valor de o es relevante al elegir el método que mejor trabaje para esta solucién exacta
de la Ecuacién de Nagumo, cuando o < 0.25 el esquema que menor error presenta es el Esquema
de Cranck-Nicolson, y cuando & se aproxima a 0.5 el esquema con el cual disminuye el error es el

Implicito.
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CAPITULO V
5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
5.1. Conclusiones

1. Al estudiar las soluciones de la ecucién de Nagumo hemos encontrado que estas existen y
son unicas, ademds estudiamos 2 soluciones exactas, las cuales nos permitieron realizar las

comparaciones de cada uno de los esquemas.

2. Tras analizar los esquemas de diferencias finitas, podemos concluir que a partir del
Esquema-Theta cuando 6 = 0 obtenemos el Esquema Implicito, cuando 8 = 1 conseguimos el

1
Esquema Explicito y finalmente con 6 = 3 llegamos al Esquema Cranck-Nicolson.

3. Una vez estudiado los esquemas numéricos su consistencia, estabilidad y convergencia hemos
obtenido que el orden de convergencia en los esquemas explicito, implicito y esquema theta son
de forma lineal en el tiempo y cudraticos en el espacio, mientras que el esquema Cranck-Nicolson
es cuadrético en el tiempo y en el espacio, es decir este Gltimo esquema nos genera error mas

pequeifio puesto que se aproxima rapidamente a la solucién exacta.

4. Mediante las tablas que hemos realizado logramos observar que al trabajar con los mismos
pardmetros para las 2 soluciones exactas que tenemos de la ecuacién de Nagumo, la de Kawahara
y Tanaka (4.14) es la que menor error presenta. Notamos ademds que para ambas soluciones
cuando el valor de o se aproxima a 0 el esquema que simula de mejor manera la ecuacién es
el de Cranck-Nicolson, mientras que cuando o se aproxima a 0.5 el valor del error minimo es
variante entre los esquemas, es decir que no es posible tener certeza de que un mismo esquema
converga hacia la solucién exacta en cualquier intervalo espacial o temporal esto sucede debido

al CFL de cada esquema y como este se encuentra ligado al valor de «.

5.2. Recomendaciones

1. Puesto que este trabajo de titulacidn se enfoca en en anélisis y deduccién de los métodos de
diferenciacién numérica y la aplicacién de estos en un caso particular recordamos se ponga
a disposicién este documento tanto a docentes como estudiantes de la ESPOCH para que sea

posible incluir este tépico en el curso de anadlisis numérico.
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2. Para facilitar la comprensién del documento, se recomienda empezar la lectura con el capitulo de
preliminares puesto que sentard las bases para el tema principal que son los método de diferencias

finitas.

3. Tomando como referencia este trabajo, se puede realizar el mismo estudio con una ecuacion

diferente que modele algin otro caso de la vida real que se pretenda resolver.
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ANEXOS

ANEXO A: ESQUEMA CRANCK-NICOLSON CODIGO PYTHON, COMPARACION
SOLUCION EXACTA-NUMERICA.



ESQUEMA CRANCK-NICOLSON PARA LA ECUACION DE NAGUMO

’Cranck-Nicolson’

"Grafica de la solucién exacta y la solucién numérica’
import sympy as sp

import numpy as np

import itertools

import numpy.linalg as 1

import matplotlib.pyplot as plt

L = 1000 #Define el intervalo

alpha = .25 #Parametro de la Ecuacion de Nagumo 0 < alpha < 1/2
tlp = 2 #lteraciones

N = 600 #Numero de particiones

dx =2*(L/N) #Paso del espacio

#print(dx)

dt=0.5 #Paso del tiempo

#print(dt)

CFL=alpha*dt/2 #Condici6n de Estabilidad

print(’El CFL es’,CFL)

r = dt/((dx**2)*2) #Sustitucion para la matriz

x = np.arange(-L,L,dx) #Intervalo del espacio
n2=N+1

u0 = np.zeros(N)

t=0

# Solucion exacta (Kawahara y Takana)
gammal=(np.sqrt(2)*(x))/(2) + (0.5- alpha)*(t)
gamma2=(np.sqrt(2)*(alpha*x))/2 + (alpha*(alpha-2))*(t/2)
u0[0:n2]=(np.exp(gammal)+(alpha*np.exp(gamma2)))/(np.exp(gammal)+np.exp(gamma2)+1)
ul=u0

error = np.zeros(N)

t _ interval = np.zeros(N)

# Solucion numerica

for j in (1,tlp)

#Matriz A



A=np.diag(list(itertools.chain([1], ((2*r)+1)*np.ones(N-2), [1])))+np.diag(list(itertools.chain((-r)
*np.ones(N-2),[0])),-1)+np.diag(list(itertools.chain([0], (-r)*np.ones(N-2))),1)

# Vector b

F=((1-2*r)*ul)+r*(np.append(0,ul[0:(N-1)])+np.append(ul[1:N],1))+ dt*((ul)*(1-ul)*(ul-alpha))
#Condiciones iniciales

F[0]=0

F[N-1]=1

uh=np.linalg.solve(A,F)

ul=uh

#Calculo del error con la norma infinito

tf=j*(dt)

gammal=(np.sqrt(2)*(x))/(2) + (0.5- alpha)*(tf)

gamma2=(np.sqrt(2)*(alpha*x))/2 + (alpha*(alpha-2))*((tf)/2)
ue=(np.exp(gammal)+(alpha*np.exp(gamma2)))/(np.exp(gammal)+np.exp(gamma2)+1)
uexacta=ue

error[j]=l.norm(uexacta-uh)

print((l.norm(ue-uh,np.inf)))

"Grafica de la solucion exacta vs la solucion numerica’
fig=plt.figure()

plt.plot(x,uh,’m8-’, label="Solucion uh’)
plt.plot(x,ue,’cl-* ,label="Solucion exacta’)
plt.xlabel(’x (espacio)’, fontsize = 12)
plt.ylabel(’ u (soluciones)’, fontsize = 12)
plt.xticks(fontsize = 12)

plt.yticks(fontsize = 12)
plt.axis([-L,L,0,1])

plt.grid( )

plt.legend()

plt.show()



ANEXO B: ESQUEMA IMPLICITO CODIGO PYTHON, ERROR TEMPORAL.



ESQUEMA IMLICITO PARA LA ECUACION DE NAGUMO

’Esquema Implicito’

’Programacion para las grafica del error temporal’

’Mediante variaciones en At se grafican valores del error en L™ import sympy as sp
Import numpy as np

import itertools

import numpy.linalg as 1

import matplotlib.pyplot as plt

L =800 #Define el intervalo

alpha = .25 #Parametro de la Ecuacién de Nagumo 0 < alpha < 1/2

tlp = 2 #lteraciones

N =750 #Numero de particiones

dx =2*(L/N) #Paso del espacio

dt=0.5 #Paso del tiempo

’El dt toma valores de [0.0625,0.0312,0.0156,0.0078]

print(dt) #Impresiones del valor dt

CFL=-(4*dt/(((dx)**2)*(2-alpha*dt))) #Condici6n de Estabilidad del Esquema Implicito
print(’El CFL es’,CFL)

r = dt/((dx**2)*2) #Sustitucion para la matriz

x = np.arange(-L,L,dx) #Intervalo del espacio

n2=N+1

u0 = np.zeros(N)

t=0

# Solucion exacta (Kawahara y Takana)

gammal=(np.sqrt(2)*(x))/(2) + (0.5- alpha)*(t)

gamma2=(np.sqrt(2)*(alpha*x))/2 + (alpha*(alpha-2))*(t/2)
u0[0:n2]=(np.exp(gammal)+(alpha*np.exp(gamma2)))/(np.exp(gammal)+np.exp(gamma2)+1)
ul=u0

error = np.zeros(N)

t _ interval = np.zeros(N)

for j in (1,tlp)

A=np.diag(list(itertools.chain([1], ((2*r)+1)*np.ones(N-2), [1])))+np.diag(list(itertools.chain((-r)
*np.ones(N-2),[0])),-1)+np.diag(list(itertools.chain([0], (-r)*np.ones(N-2))),1)



F=ul+ dt* ((ul)*(1-ul)*(ul-alpha))

F[0]=0

F[N-1]=1

uh=np.linalg.solve(A,F)

ul=uh

#Calculo del error con la norma infinito

tf=j*(dt)

gammal=(np.sqrt(2)*(x))/(2) + (0.5- alpha)*(tf)
gamma2=(np.sqrt(2)*(alpha*x))/2 + (alpha*(alpha-2))*((tf)/2)
ue=(np.exp(gammal )+(alpha*np.exp(gamma2)))/(np.exp(gammal )}+np.exp(gamma2)+1)
uexacta=ue

error[j]=l.norm(uexacta-uh)

print((l.norm(ue-uh,np.inf))) #Valor del error L~

’Grafica para el error temporal’

"Para esta grafica se van almacenando los valores dt en un vector y el error en otro’
"Vector de los valor dt’

dt _v=[0.0625,0.0312,0.0156,0.0078]

"Vector de los errores’
error_t=[0.00030330199894496035,0.00014306443078726527,7.332784733926623e-05,3.712019058998983e-05]
"Grafica:’

fig=plt.figure()

plt.loglog(dt _v,error_t, color ='k’, Is=":", lw =1, marker =’¢")

plt.plot(x,ue,’cl-’ ,label="Solucion exacta’)

plt.xlabel(r’$ \ Delta t $’, fontsize = 12)

plt.ylabel(r’Error’ , fontsize = 12)

plt.xticks(fontsize = 12)

plt.yticks(fontsize = 12)

plt.axis(’equal’)

plt.grid( )

plt.legend([’Implicito’])

plt.show()
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