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RESUMEN

El curso de Andlisis Numérico en la ESPOCH se centra en métodos cldsicos para resolver
ecuaciones lineales, siendo menos eficientes para sistemas grandes y complejos. La falta
de informacién detallada sobre métodos iterativos, como el SOR, limita su aplicabilidad en
investigaciones y tecnologias, por lo tanto , el objetivo de este trabajo consistié en llevar a cabo
una investigaciéon documental de cardcter tedrico-practico sobre el parametro 6ptimo de relajacién
del método SOR aplicado a un esquema de diferencias finitas asociado a la ecuacién de Poisson.
La metodologia se bas6é en un enfoque cualitativo y nivel descriptivo, centrado en la revision
bibliografica de fuentes secundarias. Particularmente, se examinaron documentos concernientes
a la optimizacién del pardmetro en el método SOR, enfocados en sistemas de ecuaciones
derivados de la discretizacion en diferencias finitas de la ecuacién de Poisson. Los andlisis y
simulaciones realizados evidenciaron que el valor éptimo del pardmetro de relajacién del método
SOR aumenta a medida que se incrementa el nimero de subdivisiones, cabe mencionar que este
valor debe garantizar la convergencia del método hacia la solucién. Asimismo, se destaca también
la necesidad de aumentar la tolerancia y el ndmero de iteraciones en sistemas mdas complejos
para lograr resultados precisos. En conclusidn, tras realizar un andlisis comparativo entre los
métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel y SOR, se establece que el método SOR sobresale
por su velocidad de convergencia y precision en la simulacién numérica del pardmetro éptimo
de relajacién. La eleccién adecuada de este pardmetro resulta esencial para obtener soluciones
precisas en sistemas de ecuaciones lineales extensos, realzando asi la eficiencia y exactitud del

método.

Palabras clave: <METODOS ITERATIVOS>, <PARAMETRO OPTIMO DE RELAJACION>,
<ECUACION DE POISSON>, <DIFERENCIAS FINITAS>.

28-11-2023
1998-DBRA-UPT-2023
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ABSTRACT

The Numerical Analysis course carried out at ESPOCH focuses on classical methods for solving
linear equations, but at the same time they are not efficient for solving large and complex systems.
The lack of detailed information on iterative methods, such as SOR, limits its applicability in
research and technologies; therefore, the aim of this work was to carry out a theoretical-practical
documentary research on the optimal relaxation parameter of the SOR method applied to a
finite difference scheme which was associated to Poisson’s equation. The methodology was
based on a qualitative approach and descriptive level, focused on the bibliographic review of
secondary sources. Particularly, documents concerning the optimization of the parameter in the
SOR method were examined. This parameter was based on systems of equations derived from the
finite difference discretization of the Poisson equation. The analyses and simulations caried out
evidenced that the optimal value of the relaxation parameter of the SOR method increases as the
number of subdivisions increases, thus it is important to mention that this value must guarantee
the convergence of the method towards the solution of the system. Likewise, the need to increase
the tolerance and the number of iterations in more complex systems to achieve accurate results
is also highlighted. In conclusion, after performing a comparative analysis between the Jacobi,
Gauss-Seidel and SOR iterative methods, it is established that the SOR method stands out due to its
convergence speed and accuracy in the numerical simulation of the optimal relaxation parameter.
The appropriate choice of this parameter is essential in the obtention of accurate solutions in large

linear equation systems, improving the efficiency and accuracy of the method.

Keywords: : <ITERATIVE METHODS>, <OPTIMAL RELAXATION PARAMETER>,
<POISSON EQUATION>, <FINITE DIFFERENCES>.

Lic. Paul Rolando Armas Pesantez Mgs.
060328987-7
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INTRODUCCION

Los métodos iterativos permiten hallar la solucién aproximada de un sistema de ecuaciones
lineales, construyendo una sucesién de aproximaciones, a partir de una aproximacién inicial,
en particular nos enfocaremos en el método de sobrerelajacidn sucesiva (SOR por sus siglas en

inglés).

El método SOR fue desarrollado simultdneamente por David M. Young Jr. y Stanley P. Frankel en
la decdda de 1950, es uno de los algoritmos iterativos mds populares, el cual ha sido ampliamente
utilizado en diversas dreas de la ciencia debido a su eficiencia y capacidad para resolver problemas
que involucran ecuaciones lineales de manera rapida y precisa. Young (1954) mostré que para una
eleccién adecuada de este pardmetro se obtiene una aceleracion significativa de la convergencia
de iteraciones (p. 92); mientras que, Frankel (1950) demostré que este método es particularmente
efectivo en la resolucién de problemas que involucran matrices diagonales dominantes, simétricas

y definidas positivas (p. 65).

En este contexto, se aborda la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales de gran tamaiio,
a menudo provenientes de la discretizacion de ecuaciones diferenciales por diferencias finitas,
particularmente consideraremos el sistema derivado de la discretizacién de la ecuacién de Poisson
y a su vez se elegird un pardmetro 6ptimo de relajacién para garantizar una solucién precisa y una

rdpida convergencia del método.

El capitulo 1, estd organizado por la problemética que dio origen a esta investigacion, delineando
los objetivos que guiardn su desarrollo. Ademds, se expone la justificacion de este estudio,
enfatizando su relevancia en el &mbito del Andlisis Numérico y su aplicacion préctica. El capitulo
2, estd constituido por el fundamento matemadtico esencial para abordar el método SOR, asi como
de la optimizacién del pardmetro @ en dicho contexto. El capitulo 3, estd compuesto por la

metodologia seguida en el desarrollo de este trabajo.

El capitulo 4, se muestra los resultados obtenidos a partir de las simulaciones numéricas realizadas,
centrandose en la convergencia del método SOR para diferentes valores del pardmetro de
relajacién w, con el objetivo de determinar el valor que minimiza el error y maximiza la eficiencia
del método. Se compararan los resultados obtenidos con otros métodos iterativos tal como es de:

Jacobi, Gauss-Seidel utilizados para resolver la ecuacion de Poisson y se discutirdn cual es el mdas



idéneo para obtener soluciones precisas de este sistema de ecuaciones.

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones obtenidas a partir del trabajo, de igual

forma, se ofrecen recomendaciones para investigaciones futuras en este &mbito de estudio.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

El curso de Andlisis Numérico de la carrera de Matemdticas en la ESPOCH se enfoca
principalmente en los métodos clédsicos para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales,
como el método de Gauss y Factorizaciéon LU. Aunque estos métodos son altamente efectivos en
la resolucién de pequefios sistemas de ecuaciones lineales, no son Optimos para la solucién de
sistemas grandes y complejos. En este sentido, los métodos iterativos surgen como una alternativa
valiosa y eficiente para la resolucién de sistemas de ecuaciones ya que requieren menos memoria
que los métodos directos, son mas rdpidos y pueden manejar estructuras especiales (como matrices

tridiagonales) de una manera simple.

No obstante, la carencia de informacidon detallada y accesible acerca de la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales a través de métodos iterativos en el entorno académico como su
implementacién y optimizacién en aplicaciones pricticas. La falta de claridad en aspectos clave,
como la eleccion optima del factor de relajacién, la determinacién de criterios de convergencia
y la adaptacién del método a sistemas de ecuaciones mds complejos, por ejemplo, sistemas de
ecuaciones provenientes de la discretizacién en diferencias finitas de la ecuacién de Poisson,
limita la eficacia y el alcance del método SOR. Por lo tanto, abordar este problema de falta de
documentacién se vuelve esencial para aprovechar todo el potencial que el método SOR podria

ofrecer en diversas dreas de investigacion y aplicaciones tecnoldgicas.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Realizar una investigacién documental de cardcter tedrico-practico sobre el pardmetro 6ptimo de
relajacién del método SOR aplicado a un esquema de diferencias finitas asociado a la ecuacién de
Poisson, el cual serd implementado en Python para disefiar un documento que sirva de guia para

entender la aplicacién de este método.



1.2.2. Objetivos especificos

Realizar una bisqueda sistemadtica y selectiva de referencias pertinentes.

Profundizar en el método SOR, abarcando su comprension de fundamentos tedricos,

identificacion de criterios de convergencia y determinacién del 6ptimo parametro de relajacion.

Emplear el lenguaje de programacién Python para implementar el método SOR en la resolucién

de los esquemas en diferencias finitas correspondientes a la ecuacién de Poisson.

Llevar a cabo un analisis exhaustivo de los resultados obtenidos.

1.3. Justificacion

La resolucién discreta de la ecuacién de Poisson desempena un papel fundamental en numerosos
campos, como la modelizacién de fendmenos electromagnéticos, la dindmica de fluidos y
la simulacién de sistemas fisicos complejos. En este contexto, el método SOR (Successive
Over-Relaxation) ha demostrado ser una herramienta potencialmente valiosa para abordar esta
ecuacién en su forma discreta. Mas aln, en la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo,
Facultad de Ciencias, Carrera de Matematica, los estudiantes carecen de documentos en donde
se explique como a través del método iterativo SOR se puede resolver sistemas de ecuaciones de
gran tamafio y a su vez el andlisis para optimizar el pardmetro de relajacién  que permita acelerar

la convergencia del método.

Aunque el método SOR ha demostrado ser una herramienta valiosa en diversas disciplinas, desde
la ingenieria hasta la fisica tedrica, la falta de recursos claros y estructurados que aborden sus
fundamentos y aplicaciones préicticas dificulta su estudio exhaustivo. La escasez de manuscritos
y literatura especializada sobre el método SOR limita la capacidad de los y las estudiantes para
manipular este método numérico, tratando de comprender muy atentamente los aspectos cruciales,
como la seleccién 6ptima del factor de relajacidn, la evaluacion de la convergencia y la adaptacion
a sistemas de ecuaciones mas complejos, crea barreras para su incorporacién funcional. En este
contexto, resulta imperativo abordar el problema de la falta de documentacién del método SOR
para permitir un estudio mds completo y fructifero de sus aplicaciones, maximizando asi su

utilidad en diversas areas de investigacion y practica tecnoldgica.

Por lo tanto, es crucial abordar el problema de la falta de documentacion del método SOR en la



resolucion discreta de la ecuacién de Poisson. Al proporcionar recursos claros, ejemplos practicos
y directrices detalladas, se facilitaria tanto la comprension teérica como la implementacién efectiva
de este método en un contexto tan relevante. Esto, a su vez, promoveria un avance significativo
en la capacidad de resolver de manera eficiente y precisa la ecuacién de Poisson en su forma
discreta, con aplicaciones presentes en la literatura, maximizando asi su utilidad en diversas dreas

de investigacién y préctica tecnoldgica.



CAPITULO 11
2. MARCO TEORICO

El método de sobrerelajacién sucesiva es uno de los métodos iterativos mds eficientes y
ampliamente utilizado para resolver sistema de ecuaciones lineales de la forma AX = b, donde
la matriz A € M,,»,(R) es invertible y X’,E € R”, que se expresa a través de la siguiente relacion de

recurrencia:
X = (D+ oL)'[(1-0)D—oUx® +o(D+wL) 'b,  keN, 2.1)

donde D es la diagonal de A, L es una matriz triangular inferior, U es una matriz triangular superior,
y @ € RT representa el pardmetro de sobrerrelajacién que se utiliza para acelerar la convergencia

del método.

La eleccion adecuada del pardmetro de relajacién mejora significativamente la eficiencia y
precision del método. En particular, para una matriz A de un sistema general , el método SOR
converge cuando 0 < @ < 2, esto implica que existe un valor 6ptimo de @ que maximiza la

velocidad y la estabilidad de la convergencia del método el cual viene dado por:

2

Oopt = —————,
opt 1+ /71_B2

donde B es el radio espectral de la matriz iteracion del método SOR, y las satisface las condiciones

2.2)

de relaciones de recurrencia dada en (2.1).

La informacién que se presenta a continuacion se ha extraido de las siguientes fuentes académicas:

(Benalcazar, 2007, Grossman et al., 2019, Faires y Burden, 2012).
2.1. Bases teoricas

Estableceremos una notacién matemadtica consistente a lo largo de este documento, utilizaremos
simbolos y convenciones estindar ampliamente reconocidos en el campo de las matematicas. Esta
notacién nos permitird expresar de manera clara y concisa conceptos matematicos a lo largo
del documento. Introducimos la notacién X para los elementos de R”, al conjunto de matrices

cuadradas de orden n, representaremos como M,.,(R) y A = (aij)nxn una matriz cuadrada,

6



mientras que «’ y u” denotan las primeras y segundas derivadas de la funcién u respecto a la
variable x, respectivamente, a su vez, el radio espectral de una matriz A viene representado por

p(A). Ademds, empleamos || - || para representar la norma infinito para matrices, definida como
n

Al :izlli}g?_(_’nj; ‘aij‘

2.1.1. Algebra Matricial

En el ambito de las matemdticas, en particular, el Andlisis Numérico, el Algebra Matricial se eleva
como una herramienta fundamental para analizar sistemas de ecuaciones lineales y resolver una
amplia gama de problemas provenientes de diversos métodos numéricos. En esencia, el Algebra
Matricial se centra en el estudio de matrices y sus operaciones, donde una matriz es una disposicién
rectangular de ndmeros o elementos organizados en filas y columnas. Estos elementos pueden
representar desde coeficientes en sistemas de ecuaciones hasta caracteristicas en conjuntos de

datos multidimensionales.

El Algebra Matricial ofrece un fundamento sélido para realizar operaciones como la suma y
multiplicacién de matrices, el cdlculo de determinantes, la inversién de matrices y la resolucién
de sistemas de ecuaciones lineales. Ademds de su valor tedrico, el Algebra Matricial encuentra
una amplia aplicacién en campos como la fisica, la ingenieria, la economia, la estadistica y la
informética, ya que proporciona una manera efectiva de abordar problemas complejos y analizar

relaciones entre variables.

En las subsiguientes partes, exploraremos los conceptos basicos del Algebra Matricial, desde la
definicién y notacién de matrices hasta las operaciones clave que permiten comprender como estas

estructuras numéricas pueden ser manipuladas y utilizadas para abordar el método SOR.

Notemos que, existen diversos tipos de matrices detalladas a continuacion.

Definicion 2.1. Sea A € M,,,(R). Decimos que A es una matriz diagonal si
ajj = 0, Vi 75 ]
Definicién 2.2. Sea A € M,,,,(R). Decimos que A es una matriz triangular inferior si

a,-j:O, Vi< j.



Donde A se visualiza como

[ all 0 0 0 ]
a; ax»n O 0
A—
0
I dap1 0t Aupp—1 dap ]

Definicion 2.3. Sea A € M,,.,(R). Decimos que A es una matriz triangular superior si

a,'j:O, Vi>j.

Donde la matriz A se visualiza como

ajp ap a3 o dip
0 ax a3 -+ a,
A=
Ap—1.n
0 o e an,

Definicién 2.4. Sea A € M,,,(R). Decimos que A es una matriz tridiagonal si

a,-j:0, |l—j|>1

Asi, la matriz tridiagonal viene dado por:

ay ap 0 0
W1 an axn 0
A=
an—1,n
U ST P G

Definicion 2.5. Sea A € M,,,,(R). Decimos que A es diagonalmente dominante si y solo si
n
‘aii’ = Z |a,‘j| , Yi=1,...,n.

=LA

Definicion 2.6. Sea A € M,,,.,(R). Se dice que A es una matriz estrictamente diagonalmente



dominante si

n
|a,-,-|> Z |(,l,'j|, Vi=1,...,n.
j=TLi#i

Definicion 2.7. Sea A € M,,,,(R). Se dice que A es simétrica si
A=AT

Definiciéon 2.8. Sea A € M,,,,(R). Se dice que A es definida positiva si para todo X # 0 se tiene
que

2'AX > 0.

Es importante destacar que el criterio de Sylvester resulta ser una herramienta mas practica para
analizar cuando una matriz es (semi)definida positiva; puesto que usa los menores principales de

la matriz.

Definicién 2.9. Sea A € M,,(R). Se dice que A es diagonizable, si existe una matriz invertible
0 € My, «»,(R) tal que
D=0"'A0. (2.3)

Definicién 2.10. Sea A € M,,..,(R). Se dice que A es ortogonal si A es invertibley A™! = AT,

Definicion 2.11. Sea A € M,,.,(R). Se dice que A es ortogonalmente diagonalizable si existe una

matriz ortogonal Q € M, ,.,(R) tal que
Q'AQ=D, (2.4)

donde D = diag(A;) y A;,i = 1,...,n es un valor propio de A.

Con el propésito de ejemplificar las definiciones que hemos analizado previamente, notemos el

siguiente ejemplo.

Ejemplo. Consideremos A € M,,.,(R) dada por




Observemos que, en efecto, A es simétrica y diagonalmente dominante, mostremos que es definida

positiva. Para ello, consideramos un vector ¥ € R* no nulo.

2% — X
Taz— | = = = = —X1 + 2% — X3
X AX=| X1 X2 X3 X4

—Xp +2X3 — X4

—X3 4 2%4
= (2X] = X)X + (—X1 + 2%, — X3) Xo + (=X + 2X3 — Xa) X3 + (—X3 + 2X4) Xs
AR 2o oo I I )
= 2X] — XX — X1 X2 + 2X5 — XoX3 — XoX3 + 2X35 — X3X4 — X3X4 + 2%y
) - o ) - o ) - o =
= 2X7 — 2X1X2 + 2X5 — 2%X3 4 2X5 — 2X3X4 + 2X;
o o2 s =2 = 22 D =D
=X —X) +0h—X) "+ (X —X4) +X+X,>0

Por lo tanto, A es definida positiva.

Comprobemos si la matriz A es ortogonal:

2 -1 0 0 2 -1 0 0 5 4 1 0
R e -1 2 -1 0| |4 6 —4 1
0 -1 2 -1 0 -1 2 -1 1 -4 6 —4

o0 0 -1 2 ][0 0o -1 2] [0 1 -4 5|

2 10 ol[2 -1t 0o o [5 -4 1 o]
|2 o —1 2 -1 0| |4 6 —4 1
0 -1 2 -1 0 -1 2 -1 1 -4 6 —4

0 0 -1 2 ][0 0o -1 2] |0 1 -4 5|

Podemos notar que AA” = ATA #£ I, entonces se sigue que A no es ortogonal.

Una vez que hemos resumido aspectos relevantes del Algebra Matricial, pasamos a su relacién

con el estudio de sistemas de ecuaciones lineales.
2.1.2. Sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccién, exploraremos la teoria, métodos de solucién y aplicaciones de los sistemas de

ecuaciones lineales, dilucidando su importancia y adaptabilidad en diversas aplicaciones.
Definicion 2.12. Denominamos ecuacién lineal en las variables (o incdgnitas) xi,...,x, a toda
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relacion de la forma

ayxy+---+apx, = b, (2.5)
donde ay,...,a, y b son nimeros reales dados.

Definicion 2.13. Un sistema de n ecuaciones lineales con m incognitas es una lista de n ecuaciones

lineales.

Usualmente escribimos tales sistemas en # lineas colocadas unas bajo las otras. La forma general

de un sistema lineal de n ecuaciones con m incégnitas es la siguiente:

anxy + apxy + ... 4+ apx, = b
ayxy + axnx + ... + awxm = b
(2.6)
anx1 + apxay + ...+ Qupxm = bn
Los nimeros a;;,i=1,...,n, j =1,...,m, son los coeficientes del sistema. Estos son datos. Los
nimeros b;, i = 1,...,n, constituyen el segundo miembro del sistema y también son datos.
Es recomendable observar el sistema (2.6) bajo la forma matricial AX = b con
ail app ... daip X by
a1 ap ... ay . X2 - by
A= , X= , b= )
L dnl A4n2 ... dpm | L Xm _bn_
donde A € M n(R), X € R"y b € R".
Definicién 2.14. Una solucién del sistema lineal es una lista de m nimeros reales (s1,s2,...,5p)

tales que si sustituimos s; por x, s, por xp y asi sucesivamente, en el sistema lineal, obtenemos

una igualdad. El conjunto de las soluciones del sistema es el conjunto de todas estas listas.

Como principio general, nos centramos en determinar el conjunto de soluciones de un sistema

lineal. Esto se denomina resolver el sistema lineal. Esto conduce a la siguiente definicién.

Definicion 2.15. Se dice que dos sistemas lineales son equivalentes si tienen el mismo conjunto

de soluciones.
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A partir de aqui, resolver un sistema lineal determinado consistird en transformarlo en un sistema
equivalente cuya resolucion serd mds sencilla que la del sistema inicial, como es el caso de la

eliminacién gaussiana.

2.1.3. Diferentes tipos de sistemas lineales

Enunciaremos un resultado tedrico relevante para sistemas lineales.

Teorema 2.1. Un sistema de ecuaciones lineales no tiene solucion, tiene una solucion vnica o

tiene infinitas soluciones.

Un sistema lineal que no tiene solucién se dice que es incompatible. La demostracién de este

teorema se encuentra en (Strang, 1988, pp. 95-96).

2.1.4. Condiciones para la existencia de solucion tinica

Consideramos el caso donde el nimero de ecuaciones es igual al nimero de incégnitas:

an app ... d X by

a axp ... Qyp X2 by
| Anl dp2 ... dpn | L Xn | | bn |
S~—— ~——

A b3 s

Entonces, A € M,,,(R) es una matriz cuadrada y b € R". A continuacién podemos utilizar las

matrices para encontrar la solucién del sistema lineal.

Teorema 2.2. Si la matriz A es invertible, entonces la solucion del sistema AX = b es tinica y es:
> 417
X=A"b

Demostracién. Supongamos que la matriz A es invertible, por ende existe A~! matriz inversa de
A tal que A~'A = I. Seguidamente,
AT (AR) =A71D,
(A7'A)F=A""p,
Ii=A""p,

¥=A"'b.
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A su vez, verifiquemos que X es la solucion del sistema de ecuaciones lineales AX = b.
Efectivamente,

AX=A(A"'D) = (AA "\ b=1b=b.
]

Cabe notar que el sistema de ecuaciones lineales AX = b tiene solucion unica si y solamente si el
determinante de la matriz A es no nulo. Mientras que si la matriz A no es invertible, por ende o no

hay solucidn, o hay infinitas soluciones.

El teorema que se presenta a continuacién proporciona los criterios suficientes para asegurar la
invertibilidad de una matriz. Esta propiedad, a su vez, simplifica la tarea de determinar si un

sistema de ecuaciones lineales especifico tiene solucién o no.

Teorema 2.3. Sea A € M,,,.,(R). Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. Si A es estrictamente diagonalmente dominante, entonces A es invertible.

2. Si A es estrictamente diagonalmente dominante y simétrica con a;; >0i=1,...,n; entonces A

es definida positiva.

Demostracion. La demostracién de este teorema se encuentra en (Benalcazar, 2007, p. 333). [ ]

2.2. Solucién numérica del sistema de ecuaciones lineales AX = » por medio de métodos

iterativos

Los métodos iterativos para sistemas de ecuaciones lineales son herramientas fundamentales en el
campo del Anélisis Numérico y la resolucion de problemas en diversas disciplinas. Estos métodos
ofrecen una opcioén eficiente y versatil a diferencia de los métodos directos, como la eliminacién
gaussiana o la factorizacion LU, al abordar sistemas de ecuaciones donde la matriz de coeficientes
es grande, dispersa o mal condicionada. En cambio con los métodos directos, que obtienen la
solucién exacta en un nimero finito de pasos, los métodos iterativos mejoran gradualmente una
aproximacion inicial a través de un proceso recurrente. Esta naturaleza iterativa los convierte en
herramientas valiosas para abordar problemas complejos y aprovechar al maximo los recursos
computacionales disponibles. En este contexto, es esencial comprender el funcionamiento de
estos métodos, sus ventajas y limitaciones, asi como su aplicacion en situaciones del mundo real
que van desde la simulacién de circuitos eléctricos hasta la modelizacién de fenémenos fisicos y

econdmicos (Quarteroni et al., 2007, p. 151).
13



Un método iterativo consiste en construir una sucesion de vectores ()?(k))keN de R" que converge
a la solucidn exacta X € R”, es decir,

lim ¥*) = %,
k—roo

para cualquier vector inicial dado ¥*) € R”. Podemos escribir el sistema de ecuaciones en una
forma iterativa como sigue:

D) =gk 1 g keN (2.7)

donde B es una matriz apropiada, dependiente de A, y g es un vector adecuado, dependiente de A
y b, que deben cumplir la relacién

X=BY+5. 2.8)

—

Esta dltima expresion corresponde a una forma equivalente al sistema original AX = b. En términos
generales, los métodos iterativos reformulan este sistema, aprovechando la relacién X = A~'b. Por

consiguiente, podemos expresar el vector g de la siguiente manera:
g§=(I—-BA""b.
Se define %) := ¥ — %% como el error en la etapa k-ésima. Al restar (2.7) de (2.8), obtenemos:
D) — 3 = ¥ — By = B (x® —¥) = Be®

donde a B se la conoce como matriz de iteraciéon asociada a (2.7), es importante mencionar que

en R”, las normas || - ||, para 1 < p < oo son equivalentes, lo que se expresa como:
oo < flxllp < lellt < mflxlfeo-

Esto asegura la coherencia de los resultados en el método iterativo, independientemente de
la norma utilizada. A su vez, si B es una matriz simétrica y definida positiva, se arriba a,

|IBO|| < Amax||@]|, V@ € R con Apsx el mayor valor propio de B, entonces tenemos

0] < e <t

‘zU‘)H . VkeN

donde hemos denotado por p(B) el radio espectral de B. Si se hace iteraciones hacia atréas de esta

desigualdad obtenemos que

o] < [p(B)e®, keN 2.9)

De manera que ¢% tiende hacia cero cuando k es suficientemente grande y consecuentemente
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hacia x(©

, siempre que p(B) < 1. Esta cualidad es una condicién necesaria para la convergencia
de la sucesién ¥%). A continuacién, damos una condicién suficiente y necesaria para garantizar la

convergencia de la sucesién X*) hacia ¥.

Proposicion 2.1. Para un método iterativo de la forma (2.7) cuya matriz de iteracion, B, satisface

(2.8), se verifica la convergencia para cualquier %) si y solamente si p(B) < 1.

Demostracién. A partir del hecho que %) = ¥ — %) obtenemos la siguiente relacién recursiva:

Dado que &b — Bké(o), observamos que si B € M,.,(R), entonces ]}fm BY =0 si y solo si
—>00

l}fm B" = 0 para cualquier ¥ € R". Esto implica que si &%) = 0, entonces /}ﬁn B¢" =0 en virtud

—>00 — 00

de que lim B*=0.

k—roo
Ahora, consideremos A como un valor propio de A con AKX = A%¥, donde ¥ # 0 es un vector propio

asociado a 4. En este caso, l}l’m A% = 0 siempre que |A| < 1. Dado que A puede ser cualquier valor
—»00

propio de A, concluimos que el radio espectral de B, p(B), es menor que 1.

Asi, hemos demostrado que p(B) < 1. [

Es evidente que a medida que p(B) disminuye, se requerirdn menos iteraciones para reducir el

error inicial en un factor especifico.
2.2.1. Construccion de métodos iterativos

La construccién de métodos iterativos se fundamenta en la descomposiciéon matricial de la forma
A =P—(P—A), con P una matriz invertible adecuada. A partir de esta relacion, se obtiene la

expresion:

cuya estructura es similar a la ecuacién (2.8). Mediante la elecciéon de B=P~!(P—A) =1-P~'A

yg= P D, se plantea el siguiente método iterativo:
P ()—C'(k+1) _)—C*(k)) =0 k>0

donde

K =p— Az (2.10)



representa el residuo vectorial en la k-ésima iteracion. Una generalizacion de este método iterativo

se formula como:

p(g(kH) _g(k)) — ak?(k), k>0 (2.11)

donde oy # 0, el cual puede ser ajustado en cada iteracion k, con el fin de influir en las propiedades

de convergencia de la sucesién X*).

La implementacién de este método (2.11) involucra el cédlculo del residuo preacondicionado 7K,

obtenido a través de la resolucion del sistema lineal correspondiente:
pzK) = 70, (2.12)

Con esto, el nuevo valor en la iteracién se define como ¥**1) = x%) 4 047X De ahf la importancia
de seleccionar adecuadamente P para lograr una eficiente solucién de (2.12), por ejemplo, optando

por P diagonal, triangular o tridiagonal.

En las secciones subsiguientes, se aborda tres métodos particulares: Jacobi, Gauss-Seidel y SOR.
Cada uno de estos métodos se diferencia por sus caracteristicas Unicas y ventajas en lo que
respecta a convergencia y eficiencia, consoliddndolos como recursos esenciales para la resolucién

de problemas relacionados con sistemas lineales.
2.2.2. Método de Jacobi

Si los elementos diagonales de A son no nulos, descomponemos la matrizA comoA =L+D+U
con L una matriz triangular inferior, U una matriz triangular superior y D = diag (a11,a22, ..., an)
es la matriz diagonal conteniendo los elementos diagonales de A. Entonces, podemos escribir el

sistema de ecuaciones AX = b como sigue:

-

A¥= (L+D+U)i=bh,
Di+(L+U)X=b,

-

D¥=b— (L+U)¥,

que nos da

X=-D ' (L+U)X+D'b.
Asi, el método de Jacobi corresponde a

)—C»(kJrl) — _D*I(L_i_ U))_C’(k) _'_Dfl_b'. (213)
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Mientras que si vemos aA = P— (P —A) con P una matriz invertible adecuada (P = D) obtenemos

que
Dx*) =f—(A-D), keN,

X = _p N A-D)F¥ +D7'h, keN

0, componente a componente,

L P A D (2.14)
dii j=Lj#i
donde k € Ny 70 = (xgo), ... ,x,SO))T es el vector inicial. La matriz de iteracion es, por tanto,
[ 0 —ap/an - —a/an ]
B=D'(D—A)= _021_/ @ 0 _ _az’f/ 2 (2.15)
| —@n1/am  —am2/amm - 0 |

El siguiente resultado nos permitird verificar mas facilmente la convergencia del método sin

necesidad del calculo de p(B).

Proposicion 2.2. Si la matriz A es estrictamente diagonalmente dominante, entonces el método

de Jacobi converge.
Demostracion. La demostracion de este teorema se encuentra en (Quarteroni et al., 2007, p. 152). W

2.2.3. Método de Gauss-Seidel

Recordemos que cuando aplicamos el método de Jacobi, cada componente del vector X*),

se calcula independientemente de las otras componentes. Pareceria que podemos sugerir que

. . o . (k+1) . .
podriamos alcanzar una convergencia mds rapida si las nuevas componentes x;” ', j=1,...,i—1,
se empleasen al mismo tiempo que las componentes xﬁ.k) ,J > I, para el computo de xfkﬂ). Esto nos
conduciria a cambiar (2.14) de la siguiente manera:

(k1) _ 1 Ve - k
X; = — bi—Zaijx(Jr)— Z a,-jx() , i=1,...,n. (2.16)
Qi j=1 j=it1
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Este método, denominado método de Gauss-Seidel, concierne a la eleccion P = D — L y de esta

forma podemos escribir el sistema de ecuaciones AX = b del modo siguiente:

AX=(D+L+U)i=b
(D+L)X+UX=b
(D+L)¥=b—UX

que nos da

¥=—(D+L)"'U%+ (D+L)"'b.

De esta manera, el método de Gauss-Seidel corresponde a
X = —(D+L)"'UF® + (D+L)7'b. (2.17)
en tanto que si observamos a A = P — (P —A) con P = D — L tenemos que

(D—L)**) =p+(D—L-A)Y, keN,

X = DL " (D-—L-A)Y +(D-L)"'b, keN

(0) <o>)T

0, componente a componente, obtenemos la expresién (2.17) donde k € Ny %0 = (xl yeeesXn

es el vector inicial.

Donde la matriz de iteracién es, por ende,
B=(D-L) ' (D-L-A). (2.18)
La proposicién que sigue, nos brindard una condicién suficiente para garantizar la convergencia

del método de Gauss-Seidel.

Proposicion 2.3. Si A es una matriz estrictamente diagonalmente dominante, entonces el método

de Gauss-Seidel es convergente.

Demostracion. Notemos que la matriz de iteracién del método de Gauss-Seidel, viene dada por

B=(D—L) '(D—L—A),osimilarmente, B= [ — (D — L) 'A].

Luego, consideremos un valor propio A de la matriz B. Asi, [ —(D— L) 'A] ¥ = A%, lo que es
equivalente a

(D+L—A)F=A(D+L)R.
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Observemos que

de estas dos igualdades se sigue que
— Z aijxj=A Zaljx]
Jj=i+l1

a su vez,

i—1 n
laiixi:—lZaijxj— Z a,'jxj.
Jj=1

j=itl
Tomando valor absoluto (y ademads por desigualdad triangular) en la igualdad previa, notamos que

|lall~xl| < ‘l‘ Z |alJ| |x]| + Z \al]‘ |xJ|

Jj=i+l1

Seguidamente,

|Aajixi| < |A| Z }alj{ [|x[[ oo + Z |alj| 1] -

Jj=i+1

Tomamos en consideracién solamente vectores X # 0 tales que [|X|| = 1, puesto que podemos

definir y := ‘ , que serd un vector propio de la matriz A. Si tenemos que ||X||. = 1, entonces

existe i € {1,...,n} tal que |x;| = 1, y de esta manera

n
Y aijl
j=i+1
i—1
’al‘,” — Z |a,-j|.

Jj=1

Al < (2.19)

Por otra parte, como A es una matriz estrictamente diagonalmente dominante, se observa que

|aii| > Z ‘au‘—Z}au‘jL Z ‘“ul

J=1,j#i Jj= j=i+1

de donde vemos que

Jaiil = Z}au|> Z |aij] (2.20)

Jj=i+1

Reemplazanado (2.20) en (2.19) comprobamos que |A| < 1y por ende p(B) < 1

De este modo, por la Proposicion 2.1 se sigue la convergencia del método de Gauss-Seidel. |
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Mencionamos también para garantizar la convergencia del método de Gauss-Seidel, existen
matrices especiales A cuyas matrices de iteracion asociadas cumplen con las hipétesis de la
Proposicién 2.1; entre las cuales destacamos: matrices que son estrictamente diagonalemente

dominantes y matrices que son simétricas y definidas positivas.
2.2.4. Método de Sobrerelajacion Sucesiva

Una posible generalizacion es el llamado método de relajacién en el cual P = %D —L,o#0esel

pardmetro de relajacion. En efecto, notemos que a partir de
< 1 ) k) k) L T,
D+L ~Ux® +b

se sigue que

kD — _op k) _ op~1u® + oD 15,

5

Si sumamos y restamos ¥¥) a ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos

2 _ K — op-! (79— (k+1) _ k) _D;(k))

LY
kD) — 30 | op- ( 2k1) _ k) _D)—C»(k)) '

k)

Pasando al lado izquierdo los términos que tienen %) se observa que

( 1D+L> D) = K; I)DU} 0 4 b,

y asuvez

(D+ oL)x*) = [(1 — 0)D — 0oUZY + wb.

De esta forma, el método SOR o de relajacién corresponde a
) = (D+ oL)'[(1 - 0)D — 0oU)*¥ + o(D+ L) 'b. (2221
En este caso la matriz de iteracién B es, respectivamente
B=(D+oL) '[(1-0)D - oU] (2.22)

Si @ = 1 este método coincide con el método de Gauss-Seidel. Ademas, cuando 0 < @w < 1 el

método se nombra sub-relajacion en tanto que si @ > 1 se nombra sobre-relajacion.
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Tal como en los dos métodos precedentes, podemos ver a este método componente a componente

o i—1 n
xl(kH):; bi— Y ap™ = Y ap? | v (1-o), i=1,. 0 (2.23)
ii j=1 j=it+l

Con el propésito de ilustrar la aplicacion practica del Método de Sobrerrelajacién Sucesiva vy,
simultdneamente, profundizar en la comprensién de su funcionamiento, examinemos un ejemplo

concreto.

Ejemplo. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

5x1 —7X2 +2X3 :4,
4x +6x0+7x3 =1,

2x1 +2xy +2x3 =0,
donde ¥ = (0,0,0) " representa la aproximacién inicial y @ = 1.4 es el pardmetro de relajacion.

Las ecuaciones para el método SOR se expresan de la siguiente manera:

®

xEkﬂ) = — [bl —alzxék) —alsxgk)} +(1- w)xgk)’ parai=1
ar

xng) =2 [bz - azlxgkﬂ) - megk)} +(1- a))xgk), parai=2
an

xng) == [b3 - a31x(1k+l) - a32x§k+l)} +(1- a))xgk),para i=3
ass

Las ecuaciones correspondientes para el sistema lineal dado estdn dadas por:

xgkﬂ) = (14> [4+7xgk) 72xgk)} 70.4x5k)

5
14

D — <6> [1—ax{ = 7] — 042"
14

xgk+1) _ <7> [_2x§k+1) _2x(2k+1)} —O.4x§k)

La primera aproximacién ¥!!) se obtiene utilizando la aproximacién inicial ¥©) = (0,0,0)":

= <1‘4> (4476 — 221" — 0.4x"

5
~1.12
xgl) = <164> [l —4x§1) —7xg0)} —0.4x§0)
~ —0.812
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xgl) = (124> [—2x§1) — 2xgl)} —0.4ng)
~ —0.4312

La segunda aproximacién % se determina utilizando la primera aproximacion:

xgz) = <14> [4—1—7)6%1) —ngl)} —0.4x§1)

5
~ —0.678048
A = <1:> [1-4x? —72{Y] — 042"

~ 1.895271467

xgz) = <124> [—2)6(12) —2x§2)} —0.4ng)

~ —1.531632854

Por lo tanto, las dos primeras iteraciones estdn dadas por:
¥ ~ (1.12,-0.812,-0.4312) T,
¥ ~ (—0.678048,1.895271467, —1.531632854) .

Finalmente, podemos determinar el error relativo entre las iteraciones

|2 —xD|| 2707271467

O LsosaTiaer ~

En este ejemplo particular, hemos demostrado la aplicaciéon del método SOR en la resolucién
de sistemas lineales, destacando su papel esencial en la aceleracién de la convergencia hacia
la solucién deseada mediante la seleccién adecuada del pardmetro de relajacion @, aunque
nos centramos en las dos primeras iteraciones en este ejemplo, en la practica se ejecutan mas
iteraciones con el fin de alcanzar niveles de precision superiores, este proceso iterativo, respaldado
por la eleccién cuidadosa de @, conduce a una convergencia mds rdpida y eficiente hacia la

solucion exacta del sistema de ecuaciones lineales.

La convergencia del método SOR es de suma relevancia, dado que asegura que las iteraciones
llevardn a una solucién deseada. En este contexto, presentamos el siguiente teorema, el cual

establece una condicién esencial para dicha convergencia.

Teorema 2.4. Si el método SOR converge, entonces el pardmetro @ satisface que 0 < @ < 2.
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Demostracion. La matriz de iteraciones para el método SOR viene dado por
B=(D+oL) '[(1-0)D - oU] (2.24)
Usando las propiedades del determinante para la matriz B, podemos calcular:

det(B) =det [(D+ L) '[(1 — w)D — wU]]
=det|[D(1+ 0D 'L)] "' | det[D[(1 - @)1 - 0D 'U]] .
= det(D") det [ (1+©D'L) " | det(D) det [(1 - @)1 — @D 'U]
[

=det[(1 - ®)] — @D 'U]

donde n denota la dimensién de la matriz A. También conocemos que el determinante de una

matriz es igual al producto de sus valores propios. Por ende, si consideremos que
n
det(B) = Hl,-
i=1
con A; valor propio de B, entonces seguimos que
n
Hl,- =(1-w)"
i=1
Adicionalmente el radio espectral tiene la siguiente relacién con los valores propios A;
p(B) >|Ai|, coni=1,...,n,

de donde se desprende que

n

H-ol"=TT1Al <[]p®B) =pB)"
i=1 i=1
y asi arribamos a

1- 0| < p(B).

Ahora sabemos que para que el método iterativo converja debemos garantizar que p(B) < 1y de
este hecho se desprende que

l-o<l<=0<n<2.
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El siguiente resultado desempeia un papel fundamental en la comprension de las propiedades de
convergencia de los métodos iterativos empleados para resolver sistemas de ecuaciones lineales
asociados con matrices tridiagonales simétricas. Ademds, establece una conexién significativa

entre los métodos de Jacobi y SOR en este contexto especifico.

Teorema 2.5. Sea A = D — L — U una matriz que satisface la condicion siguiente
det (kD—yL—y 'U) =det(kD—L—U) para todo k,y € R\{0} (2.25)

v B;y By las matrices de iteracion de los métodos de Jacobi y SOR, como se definio anteriormente.

Si W es un valor propio de By y A # 0 satisface

_Ato-1

7 (2.26)

para algun o € (0,2), entonces A es un valor propio de B.
Demostracion. Las matrices de iteraciones By y By, vienen dado por

B; =D '(L+U)

By = (D— L) '[(1 - ®)D+ oU].

Consideremos A # 0 un valor propio de la matriz B,. Como L y U son matrices triangulares

superior e inferior respectivamente, se tiene que det (D_]) det(D—oL) = 1.

[
=det (D ") det(D — wL)det [(D— oL) '[(1 — @)D + ©U] — Al]
[(1— @)+ oD 'U—AID"'(D—wL)]

[

(1-w)[+wD™'U-AI+oAD™'L].

Luego, sacando factor comtin ®, y puesto que la matriz de iteracién es de dimension de n X n se
tiene:

= @"det [(;— 1)1+D—1U— ’};HLD—]L} ,

24



agrupando términos semejantes, se sigue que:
n 1 A —1 —1
=o"det|| ——1—— |I+D 'U+AD U
(0] (O]

A1
:W®{O+———y4) w+um4ﬂ
= (~1)"e"det (D {(w+k ) (U+ADﬂ

— (—1)"0"det (D) K(’Hk )D U-— ;LD}
det

= A2 (~1)"w"det (D) {(wfﬁﬂ >D—llﬂU—lV%]

Aplicando la condicién dada en (2.25) tenemos

Yot (") -0 -]

= (—1)"@"A'*det (D"
= (—1)" "Al/%ltKW“L )1 D 'U-D" IL}

21/2
A
:( n nll/2d t{("""‘ll/z ) DI(U—FL)}
na1/2 o+A-1
= o2 2aet B~ (2220
Puesto que A # 0 satisface
Ato-1
T oAl2

donde p es un valor propio de B;. A su vez, cuando u es un valor propio de By, y A satisface esa

relacion, entonces A es un valor propio de B,. |

Las deducciones y fundamentos expuestos en esta seccidon serdn esenciales para comprender y
aplicar con éxito el método de Sobrerelajacién Sucesiva (SOR) en el contexto de los esquemas de
diferencias finitas utilizados en la aproximacién numérica de la ecuacién de Poisson. Estas bases
tedricas nos capacitaran para examinar en detalle el comportamiento del pardmetro de relajacion

Optimo, su impacto en la convergencia y la eficacia de la simulacién numérica.
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CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

En este capitulo, exploramos los fundamentos que sustentan el enfoque metodolégico aplicado en
esta investigacion, el estudio que se llevd a cabo se enmarca en una metodologia cualitativa con
un nivel descriptivo, centrada principalmente en la revisién exhaustiva de fuentes secundarias;
el objetivo principal de esta fase fue establecer los cimientos necesarios para comprender el
funcionamiento del método SOR, posteriormente, este método fue implementado en el lenguaje

de programacién Python con el propésito de evaluar su eficacia y validar su aplicabilidad.

3.1. Descripciéon de enfoque, alcance, disefio, tipo, métodos, técnicas e instrumentos de

investigacion empleadas

En este estudio, adoptaremos un enfoque cualitativo con el objetivo de profundizar en los
fundamentos tedricos subyacentes al método SOR, buscando deducir deducir su criterio de
convergencia y determinar el valor 6ptimo del pardmetro de relajacién aplicado a un esquema

de diferencias finitas asociado a la ecuacion de Poisson.

Este enfoque se complementa con un alcance de investigacion descriptivo que abarca los métodos
iterativos, con énfasis en el método SOR como herramienta para la resoluciéon numérica de la
ecuacién de Poisson, y se enfoca en el andlisis destinado a optimizar el pardmetro de relajacién @

con el objetivo de acelerar la convergencia del método.

Este estudio se ha llevado a cabo bajo un disefio de tipo documental, donde se recopil6 informacién
existente mediante una revisiéon selectiva de documentos relacionados con la optimizacién
del pardmetro del método SOR aplicado al sistema de ecuaciones provenientes del método
de diferencias finitas para la ecuacién de Poisson. Para la implementacién practica de estos
conceptos, hemos utilizado el lenguaje de programacién Python, conocido por su sintaxis
amigable, naturaleza de cddigo abierto, capacidad para generar graficos claros y eficiencia en el
tiempo de ejecucion, estas cualidades han convertido a Python en una eleccién exitosa en diversas

aplicaciones de Andlisis Numérico.
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CAPITULO IV
4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

En este capitulo, se procede a detallar el proceso iterativo del método SOR. Se describe la
actualizacion de las variables desconocidas en cada iteracion, utilizando una combinacion de
los valores anteriores y los valores de las iteraciones anteriores. Se presentan las expresiones
matematicas involucradas en la actualizacién y se esclarece el pardmetro de sobrerelajacion, w,
que controla la rapidez de convergencia del método. Se estudian las ventajas de la sobrerelajacion

en términos de acelerar la convergencia en comparacion con los métodos de Gauss-Seidel y Jacobi.

Luego, se aborda el andlisis de la convergencia del método SOR. Se presentan criterios de
convergencia y se discute conforme la eleccién del pardmetro de sobrerelajacion puede afectar
la velocidad de convergencia y la estabilidad del método. Se muestran ejemplos tomados de la
literatura que ilustran como el método SOR puede converger mas rapidamente en ciertos casos en

comparacién con otros métodos iterativos.

La informacién que se presenta a continuacion se ha extraido de la siguiente fuente académica:

(Yang y Matthias, 2007).
4.1. Parametro 6ptimo de relajacion del Método SOR.

En el contexto del andlisis y la optimizacion del pardmetro @ del método SOR, exploraremos la
importancia de elegir un valor 6ptimo para el pardmetro de relajacién, examinando cémo afecta la
convergencia, la estabilidad y la eficiencia del método en la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales. El siguiente teorema establece condiciones para la convergencia y proporciona una

férmula para optimizar el pardmetro de relajacion del método SOR.

Teorema 4.1. Consideremos la matriz A definida como A = D — L — U, donde A satisface
la ecuacion (2.25), y supongamos que By = I — D™'A tiene valores propios reales y que
B = p (By) < 1. Entonces, para cada ® €]0,2[, la iteracion SOR converge, y radio espectral

de la matriz SOR es:

%[wﬁ+\/(w/3)2—4(a)—1)]2, 0<®< Oy

p (Bo) = 4.1

e

-1, Wppr <O <2
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donde W, p, es el valor dptimo de ®, el cual viene dado por:

2

Oppt = ——F—=.
opt 1+ 1_[32

Demostracion. Resolvemos la ecuacion (2.26) para A de la siguiente manera:

4.2)

A= ! ( a)i\/ 20?2 —4(w 1))2

- 4 “’ ‘U, I
donde u es un valor propio de la matriz de iteracion By, de acuerdo con el Teorema 2.5, sabemos
que los valores propios de la matriz de iteracién B; son valores propios de la matriz de iteracién

Bg,. Ahora, consideremos dos casos:

Caso 1: Supongamos que pu’®w? —4(w — 1) < 0. En este caso, A serd negativo si satisface la

siguiente condicidn:
2—-2y/1—pu? 24+24/1—pu?
uz“<w<ﬁ2‘5

cabe notar que para que el método iterativo SOR converja, debemos garantizar que 0 < w < 2, lo

que nos lleva a la siguiente desigualdad:

2-2/1—u2

@ = e

<o<2. 4.3)

Determinemos los valores de @ para los cuales A serd negativo:

D=

A2 = % <ua)ii\/u2a)2—4(a)— 1))

1 1
2?4 -2 Tl w? — A —
\/4ua)+4z H?0? —4(w—1)]

g

A e - wea0-1)
4

(@—1)
e

=vo-—1.

Luego, obtenemos:

A=0-1, oe€cld,?2]. (4.4)

La expresion (4.4) representa a una funcion estrictamente creciente cuando @ € (®,2) y alcanza

su valor minimo cuando se aproxime a @.
Caso 2. Consideremos si u?®?> —4(w — 1) > 0, lo que implica que u?>w? > 4(w — 1). Ahora,
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recordemos que las raices para A vienen dadas por:

A= % (w,ui\/(wu)z—4(a)—l))2,

y el valor mdximo de A se expresa como:

Amax = % (cou +/(0p)? —4(0— 1))2, 4.5)

obteniéndose asi lo siguiente:

2
A:%(a)u+\/w2u2—4(w—1)> >w2u2>4((0—1)>(0—1,

de este modo, a partir de la expresion (2.26) del Teorema 2.5, se sigue que

:)Hra)]—l . (a)—l)+(a)l—1) _ 2(a)—1)1 :2((»_1)% ~o
wA2 o(w—1): o(w-1)2 ®

Luego, por definicién de valor absoluto, notemos que || = si g > 0, y considerando la
premisa inicial de que B = p (By) < 1, y que la matriz de iteracién B; tiene valores propios
reales, garantizamos que U es un nimero real. Por lo tanto, podemos utilizar esta propiedad en

la expresion (4.5), obteniendo asi:

s = 5 [0l + /(@2 —4(@—1)] .

En efecto, para determinar la monotonia de A4, segtn el criterio de la derivada, denotada como

Al (|it]), que representa la derivada de Amgy respecto a ||, procedemos de la siguiente manera:

20—
s () = 5 (@l + (@l ~4(@ - 1)) (\“H M'jﬁfijw_ 1>> |

Considerando |u| = p (By) = B, como se establece en el Teorema 2.5, se sigue que 3 es un valor

propio de B, y es equivalente al valor propio de B, consecuentemente

, 1 B*w—2
M (@) = 3 (@B + /(0B —d(0 1)) (‘” Vi) (- 1>> |

Para determinar el signo de A/

méx » €xaminemos el signo de la expresion

BZw—2
V(0B —4(0—1)
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de la cual se nota que v/(wB)2 —4(w—1) >0, B < 1, ® < 2, advirtiéndose que

B\/(0B)—4@—1)+0p’-2< Vo —do+4+0-2=/(0-2)>+0—-2=0.

del cual, A/

ax (@) < 0 sobre ]0,®], es decir que Amsx es una funcién decreciente en este

intervalo. Consecuentemente, el minimo se alcanza en @ definido en (4.3) tal como se muestra

a continuacion:

(1) 20T B 20
uf? B B? 1+V1=B2 B2 (1+/1-p?)

O =

en adicidn,
2(1-1+p%) 22 2

TR (+VT-B) B (1+T-B) 1+/1-B?

y por ende

2
WDopt 1= ————F——.
P /1-p2

El teorema previamente enunciado proporciona una sélida base tedrica para comprender la
convergencia y el radio espectral de la matriz de iteracién del método SOR, lo cual resulta
esencial al considerar la determinacion del valor 6ptimo de @, denotado como @, que optimiza
la velocidad de convergencia de este método. Posteriormente, procederemos a aplicar estos
principios en el contexto concreto de la solucién numérica de un sistema de ecuaciones originado
en la discretizaciéon mediante diferencias finitas de la ecuacién de Poisson con condiciones de

contorno de Dirichlet.
4.2. Discretizacion de la ecuacion de Poisson

En el ambito de la resolucién numérica de problemas de ecuaciones diferenciales, es fundamental
comprender la importancia de las aproximaciones numéricas, ya que las soluciones exactas suelen
ser dificiles o imposibles de obtener de forma analitica debido a la complejidad y diversidad de los
problemas en ingenieria, ciencia y matematicas. Estas aproximaciones son esenciales para traducir
problemas continuos en discretos, lo que permite el uso de algoritmos y técnicas computacionales
para obtener soluciones aproximadas que son esenciales en la modelizacién y simulacién de
fendmenos en la ciencia y la ingenieria, como en el caso de la resoluciéon numérica de la ecuacién

de Poisson bajo condiciones de frontera de Dirichlet.
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Posteriormente, abordamos la discretizacion en diferencias finitas, una técnica que se basa en la
aproximacién de derivadas parciales en ecuaciones diferenciales, lo que conduce a un sistema de
ecuaciones lineales, seguidamente consideramos la ecuacion de Poisson con las condiciones de

frontera de Dirichlet homogéneas:

—u"(x) = f(x), sobrex€]0,1], @)

con f una funcién dada (que se supone tiene cierta regularidad) definida sobre |0, 1[. Por ende,
el problema es encontrar una funcién u(x) que satisfaga estas condiciones establecidas en (4.6).
Al introducir la aproximacion de segundo orden mediante el desarrollo de Taylor, arribamos al

siguiente problema discreto:

Uil —2u; + Ui .
- =f(x), ie{l,...,n
. (). i€ {ln) o

uo =0,u,+1 =0.
Esta discretizacion (4.7) se reduce al sistema de ecuaciones lineales:

-

AU =F. 4.8)

Con A la matriz de M, ., (R) dada por:

) 4.9

mientras que los vectores U y F son vectores de R” definidos por

"y F=Rfx),f(x), o f )] (4.10)

U=u,u,...u,
donde U representa el vector de las incégnitas del sistema.

Teéricamente, la solucién U del sistema lineal (4.9) estd obviamente definida por U = A~'F pero en
la préctica no calculamos la inversa de una matriz. Ciertamente, existen multiples métodos numéricos
que permiten resolver sistemas lineales sin requerir el cdlculo explicito de la inversa de la matriz. En

este contexto, se presenta el método SOR (Successive Over-Relaxation) previamente mencionado, con la
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necesidad de realizar una previa verificacion de la existencia y unicidad de la solucién del sistema (4.9).
Esto se realiza teniendo en cuenta que la matriz A es simétrica y tridiagonal. En consecuencia, presentamos
el siguiente teorema, que establece las condiciones necesarias y suficientes para garantizar la existencia y

unicidad de la solucién en el sistema discreto que hemos abordado.

Teorema 4.2. El problema discreto (4.7) admite solucion unica si la matriz A definida en (4.9) es simétrica

y definida positiva.

Demostracion. Claramente A es simétrica. Ahora procedamos a demostrar que la matriz A es

definitivamente positiva. Para ello, consideremos un vector X € R" no nulo.

22X — Xy
2 (S 2
ST 4= o . o S5 2 oo . . . S o —
X AX = X1 ... Xp ] —Xi—1+2X; — Xi+1 = 2)61 —X1X2 + in(_xi—l+2xi_xi+l)_xn—lxn+2xn
i=2
_Xn—l +2)_C’n

n—1 n—1

=2 ¥R+ Y HE %) — Y% (%1 —X) — %, 1%, + 2%,
iz iz
n—2

n
=28 —FX+ Y B (R —X) - Y% (R —X) — %1% + 2%, |,
= i=

notando que

n—1
A= B+ Y @ -3 +72) >0
i=1

lo que nos indica que A es simétrica y definida positiva, y a su vez garantiza la existencia y unicidad de la

solucién para el problema (4.7). |

Los sistemas de ecuaciones surgen de la discretizacion de ecuaciones diferenciales, en particular, el sistema
de ecuaciones dado en (4.7) es una discretizacion de la ecuacion diferencial de Poisson, asi, esta relacion
es fundamental, pues vincula la aproximacién y resolucién de sistemas de ecuaciones discretos con la de
ecuaciones diferenciales subyacentes. A continuacién, presentamos un resultado esencial en la resolucién
de ecuaciones diferenciales mediante el andlisis de las raices del polinomio caracteristico, en el cual se
establece que si todas las raices de dicho polinomio son tnicas y distintas de cero, entonces cada solucién

de la ecuacion diferencial puede expresarse como una combinacion lineal de esa solucion especifica.

Teorema 4.3. Si todas las raices del polinomio caracteristico de una ecuacion diferencial lineal son simples
y distintas de cero, entonces cada solucion de la ecuacion diferencial es una combinacion lineal de esa

solucion particular.

En otras palabras, si r1,r,...,1ry, son raices simples y distintas de cero para el polinomio caracteristico

de una ecuacion diferencial, entonces cada componente x; del vector solucion X de la ecuacion puede ser
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expresado como:

m
x,':Zakr;(, 1<i<m,
i=1

donde a; son coeficientes determinados por las condiciones de contorno o condiciones iniciales de la

ecuacion diferencial.

Demostracién. Sea A un operador de desplazamiento definido por (Ax)n = xn+1 y consideremos
w={r',r?,r ... /*} donde r coni=1,....k es la solucién de la ecuacién diferencial parcial. Luego,
observemos que:

(Au)p =ty =" =V =rlu,

y asuvez

APu= (AAu), = upo = 2 = P27 =,

De forma general se cumple

Alu=rlu.
mn .
Por lo tanto, si p es un polinomio definido por p(r) = Z c;r', entonces:
i=0

m

p(AYu= (20 c,-Al) o= Y an) = § (e’ u=plr

i=0
si p(r) =0, entonces P(A)u =0y asi ry,r2,73,...,r, son raices del polinomio p(r) correspondiente a la
solucién de la ecuacién diferencial P(A)x = 0, es decir, la solucién viene dada por u®) = (r},12,r3,....17).

Supongamos que x es una solucién arbitraria de la ecuacién diferencial P(A)x = 0. Como ry es una raiz de

p. tenemos que p (ry) = 0, lo que implica que p(A)u®) = 0 para todo k.

Por lo tanto, se puede escribir como:

m
X = Zakuk
i=1

m
X = Zakr,’{, 1<i<m.
i=1

El siguiente teorema presenta una perspicaz alternativa para verificar que una matriz sea definida positiva
al calcular sus valores propios, lo cual es fundamental, ya que esta propiedad garantiza la existencia de una

dnica solucidn para el sistema de ecuaciones correspondiente.

Teorema 4.4. Dada la matriz A definida en la ecuacion (4.9), los valores propios Ay y los vectores propios

2% de A, conk=1,...,n, se expresan como sigue:

lk:2(1fcos(nk%)> —4sen2<2(:zl)>, 4.11)
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y las componentes de 20 = (ng)) se definen como:

(k) _ 2 (kﬁn) {=1.2 4.12
2y n+1sen PR 325 . 1. 4.12)

Demostracién. Definimos 4; y 2 como los valores y vectores propios de la matriz A. Para encontrarlos,
consideramos la ecuacidn caracteristica det(A — AJ) = 0, que nos conduce a una ecuacién diferencial de
segundo orden:

Zk+2_(2_2’k)zk+l+zkzo7 k:17"'7ma
con condiciones de frontera zg = z,4+1 = 0.
El polinomio caracteristico se obtiene al sustituir zy = * en la ecuacién anterior, y después de simplificar,

llegamos a:

P —(2—X4)r+1=0. (4.13)

El Teorema 4.3 garantiza que la solucidn general de la ecuacién (4.13) es:
2 = ol + Br,

donde o y B son constantes, luego las condiciones de frontera zo = 7,41 = 0 nos conducen al sistema de

ecuaciones:
O=a+p

_ n+1 n+1
O0=arl™ +pr

Al resolver este sistema, obtenemos:

r n+1 )
(—) =1= k=0,...,n
r
Lo que implica:
r 2mki
71:6’#1'7 k=0,...,n
rn
Entonces, podemos expresar | como:
27k
ry = rentl,

Dado que r; y r; son las raices del polinomio caracteristico, podemos escribir:

p(r)=r—2—X4)r+1
=(r—r)(r—n) (4.14)

:rz—(rl—i—rz)r—l—rlrz

Al igualar los términos lineales de (4.14), obtenemos:

2—)uk=r1+l”2.
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Esto nos lleva a la determinacién de los valores propios A, k = 1,...,n, como:

ikm ikm km
A =2— :27( sy —m):2,2 ( )
k (r1+r) entl te cos —y

Por medio de la identidad trigonométrica del dngulo mitad se sigue que
2 9
4sen 5 =2-—2cos(0),

obtenemos una forma alternativa para los valores propios:

B ) km )
A = 4sen (2(n—|—1) .

Los componentes de los vectores propios se expresan como sigue:

ctmi /i klm
ng) = Otrerﬁrg = a(rlffré) = Ot(elr‘léTlrl 76%) :Ziasen(7n+l)7

2

n+1

donde « se define como o =

. Esto conduce a la siguiente expresion:

) — 2 en(k€n> k=1,2,...,n.
n+1 n+1
]

A continuacién, presentamos una generalizacion para el célculo de valores y vectores propios en matrices
tridiagonales simétricas, con el objetivo de establecer una conexidn relevante con el estudio del método
SOR, ya que analiza las propiedades de los valores propios, que determinan la existencia de soluciones en

el sistema asociado.

Teorema 4.5. Consideremos la matriz A € My, «,(R) definida como:

B

B

donde a 'y B son constantes reales. Entonces, los valores propios A y los vectores propios 70, para

k=1,...,n, de la matriz A se definen de la siguiente manera:

km
lk—OH-Zﬁcos(m) (4.15)
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(k)

y el componente m-ésimo de W = (zm > se expresa como:

k) 2 ( mkm

W= = n+1)’ km=1,2,....n. (4.16)

sen
n+1

Demostracién. Definimos 4; y 2 como los valores y vectores propios de la matriz A. Para encontrarlos,
consideramos la ecuacidn caracteristica det(A — AJ) = 0, que nos conduce a una ecuacién diferencial de
segundo orden:

Buy2+ (@ —A) 1 +Bu=0 k=1,...,n,
donde las condiciones de frontera establecidas son zo = z,,+1 = 0.
El polinomio caracteristico se obtiene al sustituir zy = #* en la ecuacién anterior, y después de simplificar,

llegamos a:

Brr—(a—A)r+B=0, (4.17)

Segtn el Teorema 4.3, la solucién general de la ecuacion (4.17) se expresa como:
20 = art + Bort,

donde o y B son constantes. Las condiciones de frontera zo = z,+1 = 0 nos llevan a resolver el sistema de
ecuaciones siguiente:
O=a+p
_ n+1 +1
O=ar{™ +pr}

Al resolver este sistema, obtenemos:

n+1
r .
(71) :]:ezﬂkl7 k:(),...,n.
r

Esto implica:

r 2mki
—=entl, k=0,...,n
L)
Entonces, podemos expresar 7; como:
2rk
ry = rentl,

Dado que ry y r; son las raices del polinomio caracteristico, podemos escribir:

p(r)=Br*—(2—2)r+p
=(r—r)(r—nr) (4.18)

=2 (ri+r)r+rnr.

Dada la relacién 8 = ryrp, expresamos ry y ro como sigue:

ikm. — dkm
rl:ﬁewr], rz:ﬁe )l+17 kzl,...,l’l.
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Al igualar los términos lineales en (4.18), obtenemos:
(@ —X)=—=(ri+r).
Esto nos conduce a la determinacién de los valores propios Ay, ;k = 1,...,n, de la siguiente manera:
i ik km
Mh=a+(rn+mn)=c0+p (en+1 +e n+1) =oa+2Bcos arl)
n

Los componentes de los vectores propios se expresan como sigue:

mkmi mkmi

k
W =o'+ B =a(r'—ry)=ap (en+1 —en+l ) :Ziaﬁsen(im ﬂ),

n+1

2iB

donde o se define como o =

Esto nos lleva a la siguiente expresion:

k) 2 ( mkm

m = — |, km=12,...,n.
om n—|—1) " "

ntl sen

Los resultados previos, en particular, la verificacién de la existencia y unicidad de soluciones en el
sistema derivado de la discretizacion en diferencias finitas de la ecuacion de Poisson, son fundamentales;
por consiguiente, nos adentramos en la seccién siguiente, donde, basados en estos fundamentos tedricos
y respaldados por el cdlculo de valores y vectores propios en matrices tridiagonales simétricas, nos
proporcionan las bases esenciales para abordar la resolucién numérica de esta ecuacién mediante métodos

iterativos.
4.3. Simulaciéon numérica de la ecuacion de Poisson.

En esta seccidn, se presentan las grificas obtenidas a partir de la simulacién numérica para la ecuacién
de Poisson, aplicada a un esquema de diferencias finitas, lo que nos conduce a resolver un sistema de
ecuaciones lineales. El objetivo es determinar el pardmetro 6ptimo de relajacién para el método SOR y
comparar los resultados con los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel, para evaluar su rendimiento y

convergencia.

Tomamos en consideracién la ecuacién de Poisson siguiente:

—u"(x) =x*>46, sobre]0,1],
(4.19)
u(1) =u(0)=0.
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Comenzamos por discretizar el intervalo de resolucién |0, 1] en n = 200 subdivisiones |x;,x;+1 | tal que

Vie{0,...,n+1}, x;=0+i =0+ih, (4.20)

n+1

donde n representa las subdivisiones del intervalo |0, 1] en n+ 2 puntos, y / denota la longitud de cada
subdivisién. La discretizacion de la segunda derivada de la ecuacién de Poisson se basa en el desarrollo de

la serie de Taylor, lo que nos lleva al siguiente problema discreto:

o — 2w
i h”;'L" L_xt6, ie{l,...,n} W)
uy =0,u,+1 =0.

Donde u; representa las aproximaciones de u(x;) y x; son los puntos discretos en el intervalo |0, 1], y para

i € {1,2,3,...,n}, se tiene que xi2 = i’h?. Ahora, expresamos este sistema de ecuaciones de manera

matricial, obteniendo:

2 -1 0 - 0o]]uw [ 246 ]
-1 2 —1 - 0 Uy x3+6
0 -1 2 - 0 Us | =i | x%+6
| 0 - 0 —1 2] ]| U | | X246 |
N N—
A 0 F

Esta discretizacion (4.21) se reduce al sistema AU = F abordado en (4.8) y el método iterativo SOR se
emplea para resolver sistemas de esta forma, en donde los resultados previos (4.9), garantizan la existencia
y unicidad de soluciones, proporcionando asf las bases esenciales para interpretar los resultados en relacién
con la discretizacién y el proceso de resolucién. Luego, la funcién u(x) viene dado por

xt 37

—_ T 22,7
u(x) = 3 3x +]2x

A continuacién, presentamos gréficas obtenidas a partir de la simulacién numérica para resolver el sistema
de ecuaciones derivado de la discretizacién en diferencias finitas para la ecuacién de Poisson, en donde
se puede observar los resultados obtenidos mediante los métodos iterativos Jacobi, Gauss-Seidel y SOR,
con el objetivo de comparar los resultados obtenidos de la solucién numérica y la funcién u(x). Para esto
consideramos: n = 200, el nimero de subdivisiones, @ = 1.9 como el parametro de relajacién del método

SOR, 0l = 1078 como la tolerancia utilizada en la simulacién, obteniendo asf:
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Curva Poisson

0.8 1 —— Funcidn wix)

—— Jacobi
Gauss-Seidel
SOR w=1.9

ot e -

0.6 q

0.5

0.3
0.2 1

0.14

0.0 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Ilustracion 4-1:  Analisis de métodos iterativos para la ecuacion de Poisson
Realizado por: Yagual, A., 2023.

En la Ilustracion 4-1, se puede constatar que el método iterativo SOR, con un pardmetro de relajacion
® = 1.9, exhibe la mejor aproximacién a la funcién u(x), en contraste con el método de Jacobi, que presenta
la menor aproximacién a la funcién u(x). Por consiguiente, la eleccién adecuada del pardmetro de relajacién

mejora significativamente la eficiencia y precisién del método SOR.

Error de métodos iterativos

—— Jacobi
Gauss-Seidel
SOR

Iteraciones

Iustracion 4-2:  Error en métodos iterativos para la ecuacion de Poisson.
Realizado por: Yagual, A., 2023.

En la Ilustracion 4-2, se observa que el método iterativo SOR muestra una convergencia mas rapida,
manifestada por una disminucién mas pronunciada del error a medida que las iteraciones aumentan, en
comparacién con los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel, los cuales presentan una convergencia mds lenta y

un error comparativamente mayor.

39



Tabla 4-1: Errores para cada método iterativo

Tabla de comparacién (n = 200)

Métodos Iterativos Tolerancia | Iteraciones Error Relativo

Jacobi 10-8 500 0.9508095960712863
Gauss-Seidel 10-8 500 0.9016530878514973
SOR 108 500 0.1067702845876724
SOR-Optimizado 10-8 500 0.0030196548952293

Realizado por: Yagual, A., 2023.

La Tabla 4-1, revela el rendimiento de distintos métodos iterativos, como son: Jacobi, Gauss-Seidel, SOR
y SOR-Optimizado, aplicados en la resolucién numérica de la ecuaciéon de Poisson mediante esquemas de
diferencias finitas, centrdndose en el error relativo, y se observa que a medida que se avanza desde Jacobi

hacia SOR, se evidencia una disminucién gradual en el error relativo, lo cual pone de manifiesto la mejora

en la eficiencia de la convergencia del método SOR en comparacién con los otros dos métodos.

Errores

| w—Jacobi
Gauss-Seidel
SOR

Error relativo en la
iteracion n+ 1

107 4

100

200

300

Error relativo en la iteracién n

400 500

Tlustracion 4-3: Analisis del error relativo entre métodos iterativos
Realizado por: Yagual, A., 2023.

En la Ilustracion 3-4, se evidencia que los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel exhiben una pendiente de
convergencia cercana a 1, lo que denota una convergencia lineal, dado que el error relativo disminuye
aproximadamente a la mitad en cada iteracion. Por otro lado, el método SOR presenta una pendiente de

convergencia mds pronunciada, indicando una convergencia mds rapida en comparacién con los métodos

mencionados previamente.

Tabla 4-2: Analisis del error en métodos iterativos

Tabla de comparacién (n = 200)

Métodos Iterativos | Tolerancia | Iteraciones | Error en la Iteracion n | Error en la Iteraciéon n + 1
Jacobi 10-8 500 0.00480640943462286 0.004782333155395317
Gauss-Seidel 10-8 500 0.00473651928116396 0.004712555702427029
SOR w=1.9 10-8 500 0.00139942428833205 0.001379411786240924

Realizado por: Yagual, A., 2023.
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En la Tabla 4-2, los resultados revelan que el método iterativo SOR exhibe la convergencia mds rapida, ya
que sus errores son notablemente menores en ambas iteraciones, en contraste con Jacobi y Gauss-Seidel,
que muestran una convergencia mas lenta, con errores iniciales superiores, sefialando una menor eficacia en
la aproximacién de la solucién.

Curva Poisson SOR

0.8 1 —— Funcion u(x)

— w=09
w=1.6
w=19

ot e -

0.6 q

0.5

0.3

0.2 1

0.14

0.0 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Ilustracion 4-4: Andlisis de la eleccion del pardmetro @ en la solucién SOR
Realizado por: Yagual, A., 2023.

En la Ilustracién 4-4, se muestra la curva que representa la solucion del sistema de ecuaciones lineales
provenientes de la discretizacion de la ecuacion de Poisson, utilizando el método iterativo SOR para
diferentes valores de ®, en donde se observa que medida que aumenta este valor, la curva se aproxima
significativamente hacia la funcién u(x), exhibiendo un menor error. Esto resalta la importancia de encontrar
de w que maximiza la velocidad y la estabilidad de la convergencia del método.

Error SOR

100 4 — w=09
w=16
w=19

10714

1072 4

10-3 4

Iteraciones

Ilustraciéon 4-5: Error del método iterativo SOR para diferentes valores de ®
Realizado por: Yagual, A., 2023.

La Ilustraciéon 4-5, representa el error asociado a cada iteracion para los diferentes valores de
o en el método iterativo SOR, en donde se observa que medida que aumenta este valor, el

error disminuye significativamente, lo que implica una convergencia mdas rdpida del método.

41



Sin embargo, por el Teorema 4.1 se sigue que el método SOR converge cuando 0 < w < 2, es importante
considerar que valores de @ fuera de este intervalo pueden ocasionar convergencia inestable o divergente,

afectando la eficiencia y precisién del método.

Tabla 4-3: Influencia del w en el error SOR

Tabla de comparacién (n = 200)

Método SOR | Tolerancia | Iteraciones Error Relativo
0=09 10-8 500 0.9195196136186046
0=1.6 10-8 500 0.6358429215586094
0o=19 1078 500 0.1067702845876724

Realizado por: Yagual, A., 2023.

La Tabla 4-3 indica la influencia del pardmetro de relajacion w en el error del método iterativo SOR, donde
se observa que a medida que @ aumenta, el error relativo disminuye considerablemente, lo que resalta la
importancia de elegir el valor ptimo de @ para mejorar la velocidad de convergencia en la resolucion de

sistemas lineales.

Curva Poisson SOR - Parametro 6ptimo de relajacién

0.8 4 Wopt = 1.956

— Funcioén u(x)
0.7 4

0.6 1

0.5+

0.3+

0.2+

0.1+

0.0+

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tlustracion 4-6:  Andlisis del @, para el método iterativo SOR
Realizado por: Yagual, A., 2023.

La Ilustracion 4-6 muestra la importancia del pardmetro éptimo de relajacién (@ = 1.9568987275635465)
en el método SOR para la solucién al sistema de ecuaciones lineales provenientes de la discretizacién
de la ecuacién de Poisson. Se observa que la curva resultante, obtenida mediante el pardmetro 6ptimo,
converge de manera precisa hacia la funcién u(x), lo cual evidencia la capacidad del método iterativo para

proporcionar una aproximacion precisa y eficiente.
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Error SOR - Parametro optimo de relajacion

100 4 w=019
w=15
w=189
topt = 1.956

10-1 4

102 4

107 4

10744

Iteraciones

Ilustracion 4-7:  Error del método iterativo SOR para el @op
Realizado por: Yagual, A., 2023.

En la Ilustraciéon 4-7, se exhibe la representacién gréfica del error para el método iterativo SOR con el
pardmetro 6ptimo de relajacion (@, = 1.9568987275635465), donde se visualiza que a medida que el
nimero de iteraciones aumenta, el error disminuye rapidamente, lo cual indica una rdpida convergencia

hacia la solucién de la funcién u(x).

Tabla 4-4: Parametro éptimo del método SOR

n Valor 6ptimo de omega | Tolerancia Error Relativo

25 1.717670306736242 10-8 0.0037636993388401
50 1.842179247258176 10-8 0.0030073807024164
100 1.916337181354349 10-8 0.0030234490329858
200 1.956898727563546 10-8 0.0030196548952293
300 1.970975158141308 10-8 0.0030164854173478
400 1.978121155189865 10-8 0.0030145316611830
500 1.982443707910705 10-8 0.0039088788161940

Realizado por: Yagual, A., 2023.

En la Tabla 4-4, se presenta un anélisis del comportamiento del pardmetro 6ptimo de relajacién del método
SOR en funcién del nimero de subdivisiones, evidenciando su variacion con respecto a diferentes valores,
donde se observa un aumento progresivo del valor éptimo de omega a medida que se incrementa este

nimero, siempre respetando la condicién de 0 < @ < 2 para garantizar la convergencia del método SOR.
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CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el apartado que sigue, se presentan las conclusiones y recomendaciones resultantes del estudio sobre
la simulacién numérica para el pardmetro 6ptimo de relajacion del método SOR aplicado a un esquema
de diferencias finitas asociado a la ecuacién de Poisson, aportando perspectivas valiosas para futuras

investigaciones matemadticas.

5.1. CONCLUSIONES

Tras realizar un minucioso andlisis detallado y comparativo de los métodos iterativos, como Jacobi,
Gauss-Seidel y SOR se concluye que el método SOR se destaca como la opcién mas adecuada y eficiente, ya
que sobresale en términos de velocidad de convergencia y precision en los resultados obtenidos a partir de
la simulacién numérica del pardmetro 6ptimo de relajacion, ademds su implementacion exitosa en Python
ha validado su eficacia en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales complejos, demostrando asi su

relevancia en el andlisis numérico y la resolucién de problemas en ingenieria y ciencias aplicadas.

El estudio tedrico del método iterativo SOR ha permitido comprender la importancia de seleccionar
cuidadosamente el valor 6ptimo del pardmetro de relajacién en la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales de gran dimensidn, especialmente aquellos derivados de la discretizacion en diferencias finitas de
la ecuacién de Poisson, lo que demuestra la capacidad del método SOR para mejorar la eficiencia y la

precision de las soluciones en problemas numéricos complejos.

El anilisis detallado de las tablas y graficos obtenidos de la implementacién del método SOR en Python ha
permitido observar la variacién del valor 6ptimo del pardmetro de relajacién en funcién del radio espectral
y la complejidad del sistema de ecuaciones. Ademads, se ha constatado la necesidad de ajustar el nimero de
iteraciones para garantizar resultados precisos en sistemas mds complejos, validando asi la utilidad practica

del método SOR en el contexto de la ecuacion de Poisson y los esquemas de diferencias finitas asociados.

El andlisis exhaustivo de los resultados obtenidos de la implementacién del método SOR en Python ha
demostrado su eficacia en la resolucién de esquemas de diferencias finitas asociados a la ecuacién de
Poisson. La coherencia y precision de los resultados validan su utilidad para abordar problemas numéricos
desafiantes, resaltando su aplicabilidad en la investigacién cientifica y el desarrollo de soluciones en

ingenieria y ciencias aplicadas.
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5.2. RECOMENDACIONES

A partir de la bisqueda sistemadtica y selectiva de referencias pertinentes, se propone ampliar el alcance de
la investigacion para incluir fuentes de informacién mds actualizadas y diversas, lo que proporcionard una
base solida para la comprension integral del método SOR y sus aplicaciones en el marco de la ecuacién
de Poisson y los esquemas de diferencias finitas, ademas, explorar diferentes fuentes y enfoques permitira
obtener una vision mds completa de las diversas perspectivas sobre el pardmetro 6ptimo de relajacion y su

relevancia en la resolucién de problemas numéricos.

Para una mejor percepcioén de la aplicabilidad del método SOR, se sugiere explorar su implementacién
en una variedad mds amplia de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, ademds de la ecuacién
de Poisson, para evaluar su eficacia en una gama diversa de dominios matemadticos y de ingenieria, lo
que contribuird a una comprensién més profunda de su versatilidad y relevancia en el campo del andlisis

numérico.

Considerando la implementacion exitosa del método SOR en Python para resolver esquemas en diferencias
finitas asociados a la ecuacién de Poisson, se recomienda explorar técnicas avanzadas de programacién y
optimizacién para mejorar atin mds la eficiencia y precisién de la implementacidn, lo que permitira abordar
problemas de mayor complejidad y dimensiones, ampliando asi su aplicabilidad en una variedad de ambitos

cientificos y de ingenieria.

Para un andlisis exhaustivo de los resultados obtenidos, se propone comparar el método SOR con otros
enfoques numéricos relevantes, considerando la existencia, unicidad y la convergencia del sistema de
ecuaciones, lo que permitird una evaluacién mas completa de su eficacia y precision, identificando las

condiciones 6ptimas para su aplicacion y las posibles mejoras en entornos numéricos mas desafiantes.
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ANEXOS

ANEXO A: METODOS ITERATIVOS PARA LA RESOLUCION DE LA ECUACION DE POISSON

I # CARGAR PAQUETES

2 # %matplotlib inline

3 import numpy as np

4 import matplotlib.pyplot as pl

5 from matplotlib.pyplot import figure

6 np.set_printoptions (precision = 4, suppress = True)
7

s def SOR_Poisson (A, b, x0, tol, iter):

9 n=0; x=x0.copy();

10 D = np.diag(np.diag(A))

11 L = -np.tril (A, -1)

12 U = —-np.triu(a, 1)

13 B = np.linalg.inv (D + L) .dot (U)

14 w =2/ (1 + np.sqrt (1 - np.linalg.norm(B, 2)=**2))
15 print ("Parametro pptimo: relajacion ", w)

16 e=[1]

17 while e[n]>=tol and n<iter:

18 for i in range(len (b)) :

19 suma=0;

20 for j in range(len (b)) :

21 if il=7j:

22 suma += A[i, Jl*x[7]

23 x[1] = wx(b[i]-suma) /A[i, 1]+ (1-w)*x[i];

24 e.append (np.linalg.norm(x-x0) /np.linalg.norm(x)) ;
25 n += 1; x0=x.copy/();

26 return x, e, n

28 def f_jacobi(A,b,x0,tol,iter):
29 e=[1]
30 n=0; x=x0.copy();

31 while e[n]>=tol and n<iter:

32 for i in range(len(b)):
33 suma = 0

34 for j in range(len (b)) :
35 if il=3j:

36 suma += A[i, j]*x0[7]

37 x[1] = (b[i]-suma)/A[i,1];



38 e.append (np.linalg.norm(x-x0) /np.linalg.norm(x)) ;
39 n += 1; x0=x.copy();

40 return x, e, n

41

4 def f_gauss_seidel (A,b,x0,tol,iter):

43 e=[1]

44 n=0; x=x0.copy();

45 while e[n]>=tol and n<iter:

46 for i in range(len(b)) :

47 suma = 0

48 for j in range(len(b)) :

49 if il=3j:

50 suma += A[i, j]*x[]]

51 x[1i] = (b[i]l-suma) /A[i,i];

52 e.append (np.linalg.norm(x-x0) /np.linalg.norm(x)) ;
53 n += 1; x0=x.copy/();

54 return x, €, n

55

s6 def f_SOR(A,b,x0,w,tol,iter) :
57 e=[1]

ss  n=0; x=x0.copy();

59 while e[n]>=tol and n<iter:

60 for i in range(len(b)) :

61 suma=0;

62 for j in range(len(b)):

63 if il=7j:

64 suma += A[i, J]*x[]]

65 x[1] = wx(b[i]-suma) /A[i,i]+(1-w)*x[i];

66 e.append (np.linalg.norm(x-x0) /np.linalg.norm(x)) ;
67 n += 1; x0=x.copy();

68 return x, e, n

6o #HHH#HHEH Au = b %%%%%%%%

70 # DATOS

71 £ = lambda x: x*x*2+6;

72 ux = lambda x: —xx%4/12 — 3%x*%x2 + 37/12xx
73 ohm = [0, 1]; # Intervalo

74n = 200 ; # Nodos internos

76 # datos preliminares
77 x = np.linspace (ohm[0], ohm[1l], n+2) # Intervalos completos

# Paso

3
o
Il
X
=
X
S

79 ui = 0; uf = 0; # Condiciones de frontera
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u0=np.zeros (n); # Condiciones iniciales

tol=10**(-8); # Tolerancia
iter=500; # Numero max de iterciones
w=1.6; # Omega

5 # Llenado de la matriz A y b

A=np.zeros ([n,n]);
b=np.zeros (n) ;
A[0, 0:2] = [2, -1];
b[0] = h**2*f(x[1]) - ui;
for i in range(l,n-1):
Ali, i-1:i+2] = [-1, 2, -11;
b[i] = hx*x2+xf (x[i+1]);
# ultima fila de A y ultimo elemento de b
A[n-1,n-2:n] = [-1, 2];

b[n-1] = h**2+xf(x[n]) - uf;

# PROCESO PARA REOSLVER Au=b

[ul,el,nl] = f_jacobi(A,b,ul0,tol,iter); metl=’"Jacobi’;

[u2,e2,n2] = f_gauss_seidel (A,b,ul,tol,iter); met2='"Gauss-Seidel’;
[u3,e3,n3] = £ _SOR(A,b,ul,w,tol,iter); met3=’SOR’;

[ud,ed4,nd4] = SOR_Poisson (A, b, ul0, tol, iter); metd=’"SOR-poisson’;
ul = np.insert (ul, 0, ui)

ul = np.append(ul, uf)

el = el[1l:]

u2 = np.insert (u2, 0, ui)
u2 = np.append (u2, uf)

e2 = e2[1:]

u3 = np.insert (u3, 0, ui)
u3 = np.append(u3, uf)

e3 = e3[1:]

# Calcular el error relativo en la iteracion n y n+l
enj = el[:-1] # Error relativo en la iteracion n
enjl = el[1l:] # Error relativo en la iteracion n+l
eng = e2[:-1]

engl = e2[1:]

ens = e4[:-1]

ensl = e4[1:]

# RESULTADO

prilnt (7 === RESULTADOS ===== ")
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print (' Solucion del Sistema de Ecuaciones

print (" Con iteraciones ’, nl)

5 print ('Errores: ’, np.array(enj))

print (' Solucion del Sistema de Ecuaciones
print (" Con iteraciones ’, n2)

print ('Errores: ', np.array(eng))

print (' Solucion del Sistema de Ecuaciones

2 print (Con iteraciones ', n3)

print (' Solucion del Sistema de Ecuaciones

5 print (' Con iteraciones ', n4)

print ("Errores: ', np.array(ens))

print (")

# Grafica de la Funcion

2 A N e

metodo

metodo

metodo

pl.plot (x, f(x), label="S$f(x)S$", color='deepskyblue’)

pl.plot(x, f(x), 'o’, markersize=0, color='red’)

2> pl.legend()

pl.grid()

pl.title (’Funcion’)

5 pl.show ()

"es:

"es:

"es:

"es:

# Grafica de la curva solucion para los metodos iterativos

fig, axs = pl.subplots(figsize=(10, 5))

colors = [’deepskyblue’, ’'mediumspringgreen’,

axs.plot (x, ux(x), label="Funcion S$u(x)s$",

"DarkOrange’,

color='purple’)

axs.plot (x, ux(x),’o’, markersize=0.1, color="red’)

2 axs.plot (x, ul, label=metl, color=colors[0])

3 axs.plot(x, ul, ’'o’, markersize=0.1, color='red’)

axs.plot (x, u2, label=met2, color=colors[1l])

5 axs.plot (x, u2, 'o’, markersize=0.1, color="red’)

axs.plot (x, u3, label=met3, color=colors[2])

axs.plot(x, u3, ’"o’, markersize=0.1, color='red’)

axs.set_ylabel ("u’)
axs.set_xlabel ("x")
axs.legend()

axs.grid()
axs.set_title(’Curva Poisson’)

pl.tight_layout ()

"purple’ ]
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pl.

# G
fig
col
ax.
ax.
ax.
ax
ax.

ax.

5 ax.

ax.
ax
ax.
ax.
pl
pl.

show ()

rafica del error para cada metodo iterativo
, ax = pl.subplots(figsize=(9, 4))
ors = [’deepskyblue’, ’'mediumspringgreen’, ’DarkOrange’]

semilogy (np.linspace(l, nl, nl), el, label=metl, color=colors[0])
semilogy (np.linspace(l, nl, nl), el, ’'o’, markersize=0, color='red’)

semilogy (np.linspace(l, n2, n2), e2, label=met2, color=colors[l])

.semilogy (np.linspace(l, n2, n2), e2, 'o’, markersize=0, color=’'red’)

semilogy (np.linspace(l, n3, n3), e3, label=met3, color=colors(2])
semilogy (np.linspace (1, n3, n3), e3, ’'o’, markersize=0, color='red’)
set_ylabel ("e’)

set_xlabel (' Iteraciones’)

.legend()

grid()

set_title('Error de metodos iterativos’)

.tight_layout ()

show ()

# Grafica del error relativo para cada metodo iterativo

fig, axs = pl.subplots(figsize=(10,5))

5 xil

xil
eil
eil
pri
pri
axs

axs

# E
xi2
xi2
ei2

ei2

axs.

axs.

= np.linspace(l,len(el),len(el))

= xil[:1len(el)-10]

= el[::-1]

= eil[:len(el)-10]

nt (len(xil))

nt (len(eil))

.semilogy(xil, eil, label=metl, color="k’, linewidth=3.0)

.semilogy(xil, eil, ’'o’, markersize=0, color=’'red’)

rror Gauss-Seidel

= np.linspace(l,len(e2),len(e2))

xi2[:1len(e2)-10]
= e2[::-1]

ei2[:1len(e2)-10]
semilogy (xi2, ei2, label=met2, color=’'mediumspringgreen’, linewidth=1.0)

semilogy (xi2, ei2, ’'o’, markersize=0, color=’'red’)

# Error SOR

xid
xid

eid

= np.linspace(l,len(ed), len(ed))
= xid[:len(ed)-10]

= ed[::-1]
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247

eid = eid[:1len(ed)-10]

axs.semilogy(xi4, ei4d, label=met3, color=’DarkOrange’)
axs.semilogy(xi4, ei4d, ’'o’, markersize=0, color=’'red’)

axs.set_ylabel ('Error relativo en la \niteracion $n+1$’, labelpad=10)
axs.set_xlabel ('Error relativo en la iteracion $n$’, labelpad=10)
axs.legend()

axs.grid()

3 axs.set_title('Errores’)

pl.subplots_adjust (hspace=0.55)

5 pl.show ()

# DATOS

w_values = [0.9, 1.2, 1.9] # PROBAR PARA DIFERENTES VALORES DE OMEGA

# Grafica de la Curva Poisson SOR para diferentes valores de omega

figl, axsl = pl.subplots(figsize=(10, 5))

print (! ——— RESULTADOS —---—-— 25)
colors = ['purple’, ’'deepskyblue’, ’'mediumspringgreen’, ’DarkOrange’]
line_styles = ['-", '=", '="]

5 marker_styles = ['0o’, "o’, '0o']

# Grafica la funcion u(x) en el primer subplot
axsl.plot (x, ux(x), label="Funcion S$u(x)$", color='purple’)

axsl.plot (x, ux(x), ’'o’, markersize=1l, color=’red’)

for i in range(len(w_values)):
# PROCESO PARA RESOLVER Au=b
[u3, e3, n3] = f_SOR(A, b, u0, w_values[i], tol, iter)
met3 = ’$\omega=’ + str(w_values[i]) + 'S’
u3 = np.insert (u3, 0, ui)
u3 = np.append(u3, uf)
e3 = e3[1:]

# RESULTADO
print (" Solucion del Sistema de Ecuaciones metodo’, met3, ’‘es:’, u3)
print (‘Con iteraciones’, n3)

print ("")

# Grafica la solucion u3 en el subplot.

if w_values[i] == 0.9:

axsl.plot (x, u3, label=met3, color='DarkOrange’, linestyle=line_styles[i])

axsl.plot (x, u3, marker_styles[i], markersize=0, color='DarkOrange’)

else:
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280

281

axsl.plot (x, u3, label=met3, color=colors[i], linestyle=line_styles[i])

axsl.plot (x, u3, marker_styles[i], markersize=0, color=colors([i])

# Configuracion del subplot (Curva Poisson SOR) .
axsl.set_title('Curva Poisson SOR’)
axsl.set_ylabel ("u’)

axsl.set_xlabel ('x")

axsl.legend()

axsl.grid()

pl.tight_layout ()

pl.show ()

# Grafica del error SOR para diferentes valores de omega
fig2, axs2 = pl.subplots(figsize=(9, 4))
for i in range(len(w_values)):

# PROCESO PARA RESOLVER Au=b

[u3, e3, n3] = f_SOR(A, b, ul0, w_values[i], tol, iter)
met3 = ’$\omega=’ + str(w_values[i]) + ’'$’
e3 = e3[1:]

# Grafica el error e3 en escala logarotmica en el subplot.

axs2.semilogy (np.linspace (1, n3, n3), e3, label=met3, color=colors[i+l],
linestyle=line_styles[i])

axs2.semilogy (np.linspace (1, n3, n3), e3, marker_styles[i], markersize=0,

color='red’)

# Configuracion del subplot (Error SOR) .

5 axs2.set_title('Error SOR’)

axs2.set_ylabel ("e’)
axs?2.set_xlabel (' Iteraciones’)
axs2.legend()

axs2.grid()

pl.tight_layout ()

pl.show ()

######4# GRAFICA PARAMETRO OPTIMO DE RELAJACION DEL SOR %%%%%%%%
# PROCESO PARA REOSLVER Au=b

[ud, e4, n4] = SOR _Poisson (A, b, u0, tol, iter)

metd = ’$\omega_{opt}=1.956$ '

u4 = np.insert (u4, 0, ui)

u4 = np.append (u4, uf)

ed = ed[1l:]



290 ens = e4[:-1] # Error relativo en la iteracion n

291 ensl = e4[l:] # Error relativo en la iteracion n+l

293 # RESULTADO

294 print (! ——— RESULTADOS ————-— ")

296 print (' Solucion del Sistema de Ecuaciones metodo’, met4, ’'es:’, u4)
297 print (' Con iteraciones’, n4)

298 print ("Con error: ", np.array(ens))

299 print ("")

300

301 # GRAFICA 1 — Curva Poisson SOR

300 figl, axsl = pl.subplots(figsize=(10, 5))

303 print (/ ———= RESULTADOS —--——-— ")

304

305 # Grafica la curva u4 en el primer eje.

3060 axsl.plot (x, u4, label=met4, color=’"deepskyblue’)
307 axsl.plot (x, u4, 'o’, markersize=0.2, color='"red’)
308

300 # Grafica la funcion u(x) en el primer eje.

310 axsl.plot (x, ux(x), label="Funcion S$u(x)$", color='purple’)

w

axsl.plot (x, ux(x), 'o’, markersize=0.2, color="red’)

313 # Configuracion del primer eje.

314 axsl.set_title(’Curva Poisson SOR - Parametro optimo de relajacion’)
315 axsl.set_ylabel ("u’)

316 axsl.set_xlabel ("x")

317 axsl.legend()

318 axsl.grid()

319 pl.tight_layout ()

320 pl.show ()

321

32 # Error SOR para el parametro optimo de relajacion

323 fig2, axs2 = pl.subplots(figsize=(10, 5))

324 axs2.semilogy (np.linspace(l, n4, n4), e4, label=met4, color='purple’)

325 axs2.semilogy (np.linspace (1, n4, n4), e4, ’'o’, markersize=0, color='red’)

327 # Lista de colores para las curvas de error

328 error_colors = [’deepskyblue’, ’'mediumspringgreen’, ’DarkOrange’, ’'purple’]
329 for 1 in range (len(w_values)) :

330 # PROCESO PARA RESOLVER Au=b

331 [u3, e3, n3] = £ SOR(A, b, u0, w_values[i], tol, iter)



333

334

> met3 = ’S$\omega=’ + str(w_values[i]) + 'S’

e3 = e3[1:]

335 # Grafica el error e3 en escala logaritmica en el subplot.

336

33

3

338

339

340

34

343

344

346

347

348

axs2.semilogy (np.linspace(l, n3, n3), e3, label=met3, color=error_colors[i],
linestyle=line_styles[i])
axs2.semilogy (np.linspace(l, n3, n3), e3, marker_styles[i], markersize=0,

color=error_colors[i])

# Configuracion del segundo eje.

2 axs2.set_title(’Error SOR - Parametro optimo de relajacion’)

axs2.set_ylabel ('e’)

axs2.set_xlabel (' Iteraciones’)

5 axs2.legend ()

axs2.grid()
pl.tight_layout ()

pl.show ()
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