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RESUMEN

En la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo no hay evidencia de la existencia de material
bibliografico sobre la teoria de campos aplicada a la demostracién de la insolubilidad de problemas
geométricos, lo cual dificulta que estudiantes interesados en entender y expandir sus conocimientos
matematicos, puedan iniciar sus investigaciones. Por lo tanto, el objetivo del presente trabajo de
investigacion fue analizar la teoria de campos, a través de la revision bibliogréfica especializada,
con el fin de redactar un documento sobre la insolubilidad de problemas geométricos. Para ello
se consider6 una investigacion de tipo documental, con enfoque cualitativo y nivel descriptivo,
para la redaccion de la misma se utiliz6 el editor de texto Latex. Como resultado final se obtuvo
una monografia titulada: La teoria de campos aplicada a los tres problemas geométricos, la cual
consta de cuatro capitulos. El primero aborda los tépicos de anillos y campos. En el segundo
capitulo, se exploran los anillos de polinomios. El tercer capitulo se enfoca en las extensiones
de campos y, finalmente, el cuarto capitulo abarca la demostracién de la insolubilidad de los tres
problemas geométricos. Asi podemos concluir que mediante el andlisis de la teorfa de campos, se

logré demostrar la insolubilidad de los tres problemas geométricos cldsicos de la antigua Grecia.

Palabras clave: <ANILLOS>, <CAMPOS>, <EXTENSION DE CAMPOS>, <PROBLEMAS
GEOMETRICOS>, <INSOLUBILIDAD>.
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ABSTRACT

The Escuela Superior Politécnica de Chimborazo does not register any evidence on of the existence
of bibliographic material on the field theory which is applied to the demonstration of insoluble
geometric problems, which makes it difficult for students interested in understanding and expanding
their mathematical knowledge to initiate their research. Therefore, the aim of the current research
work was to analyze the field theory, through a specialized bibliographic review, in order to write
a paper on the insolubility of geometric problems. For this purpose, documentary-type research
with a qualitative approach and descriptive level was considered, as well as Latex text editor for
its writing. The final result was a monograph entitled: Field theory applied to the three geometric
problems, which consists of four chapters. The first chapter has to do with the rings and fields
topics. The second chapter explores polynomial rings. The third chapter focuses on field extensions
and finally, the fourth chapter covers the proof of the insolubility of the three geometric problems.
Thus, it is concluded that by means of the analysis of the field theory, it was possible to demonstrate

the insolubility of the three classical geometric problems of the ancient Greece.

Keywords: <RINGS>, <FIELDS>, <FIELD EXTENSIONS>, <GEOMETRIC PROBLEMS>,
<INSOLUBILITY>.
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INTRODUCCION

La geometria ha sido una disciplina fundamental en las matematicas desde tiempos antiguos, y a lo
largo de la historia, se han planteado diversos problemas geométricos cldsicos que han desafiado a
los mateméticos.

En la matematica es frecuente que, al buscar la solucién de un problema, los métodos y técnicas
utilizadas contribuyen al desarrollo de la matemética. Los tres problemas geométricos planteados
por los matemadticos de la antigua Grecia son un buen ejemplo de este tipo de avance matematico.

Los tres problemas geométricos planteados por los griegos de la antigiiedad son:

1. Construir un cubo con el doble de volumen al de uno dado, este problema se conoce con el

nombre de duplicacion del cubo.

2. Dividir un angulo en tres partes iguales, problema conocido con el nombre de triseccion del

dngulo.

3. Construir un cuadrado que tenga la misma area al de un circulo dado, este problema se conoce

con el nombre de cuadratura del circulo.

Es importante notar que, las construcciones que se pueden hacer para la resolucién de estos
problemas son realizados tinicamente con regla no graduada y compaés.

Por el afio de 1832, la teoria de campos, teoria cuyo desarrollado fue motivado por el afdn de
resolver los problemas antes mencionados, mostré que estos tres problemas son insolubles.

Uno de los objetivos fundamentales de este documento es proporcionar a los estudiantes de la
carrera de matematica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH) una fuente
bibliogréfica de estudio completa y accesible sobre la aplicacién de la teoria de campos en los
tres problemas geométricos clasicos. En la ESPOCH, existe una falta de recursos bibliograficos
especificos que aborden la teoria de campos y su aplicacion en la resolucién de estos problemas, lo
cual puede dificultar el estudio y la comprension de estos temas por parte de los estudiantes que
cursan los cursos de Algebra Abstracta.

Uno de los mayores desafios en la ensefianza de un curso de dlgebra abstracta es que muchos
estudiantes se enfrentan por primera vez a un entorno que les exige realizar demostraciones
rigurosas. Estos estudiantes a menudo encuentran dificil visualizar la utilidad del aprendizaje de la
demostracién de teoremas y proposiciones (Judson, 2012, p. 3).

Por lo tanto, esta investigacién busca abordar esta brecha, proporcionando a los estudiantes

de la ESPOCH una fuente bibliogrifica que les permita comprender la teoria de campos y la



resolucién de la insolubilidad de los tres problemas geométricos cldsicos. Al proporcionar un
recurso completo y accesible, se espera facilitar el estudio y la comprension de estos conceptos,
ayudando a los estudiantes a superar los desafios que puedan enfrentar al estudiar Algebra Abstracta

y al introducirse en la demostracién rigurosa de teoremas.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

Muchos problemas planteados por civilizaciones antiguas tuvieron que esperar a que la matemética
esté lo suficientemente desarrollada para ser resueltos, este es el caso de los tres problemas
geométricos planteados por los griegos, que tuvieron que esperar que apareciera la teoria de campos
para ser resueltos. En la ESPOCH no hay evidencia de la existencia de material bibliogrédfico sobre
la teoria de campos aplicada a la demostracion de la insolubilidad de problemas geométricos, lo
cual dificulta que estudiantes interesados en entender y expandir sus conocimientos matematicos,

puedan iniciar sus investigaciones.

1.2. Objetivos

Objetivo general
Analizar la teoria de campos, a través de la revision bibliografica especializada, con el fin de

redactar un documento sobre la insolubilidad de problemas geométricos.
Objetivos especificos

e Realizar una recopilacion bibliografica mediante técnicas eficaces de bisqueda sobre la teoria de

campos para la comprension de esta teoria.

e Estudiar la aplicacion de la teoria de Campos, a través de definiciones y la demostracion de

teoremas, para determinar la insolubilidad de los tres problemas geométricos clasicos.

e Redactar un documento sobre la insolubilidad de los tres problemas geométricos, mediante la
utilizacién del editor de texto I£IEX, para que los estudiantes de la carrera de matemética de la

ESPOCH cuenten con una fuente bibliogrifica de estudio.

1.3. Justificacion

El desarrollo de los contenidos de este trabajo elevara la formacién académica de los futuros
matemadticos de la ESPOCH, y ayudard a graduados de la carrera de matemadtica que estén
interesados en continuar estudios de posgrado en este tema.

Por un lado, con la finalidad de complementar los conocimientos recibidos en los cursos de dlgebra



abstracta (teoria de grupos, teoria de anillos, y una introduccién muy somera a la teoria de campos)
impartidos en la carrera de matematica de la ESPOCH, se pretende escribir una monografia que
sea comprensible para todos los compaiieros de la carrera de matemadtica que han cursado los dos
niveles de Algebra Abstracta, y personas interesadas en el tema. Por otro lado, se pretende ilustrar
la aplicacién de la teoria de campos en la demostracién de la insolubilidad de los tres problemas
geométricos planteados por los griegos.

También, conocer las definiciones y comprender los teoremas de la teoria de campos mejora la
comprension del papel que juega esta teoria en la demostracién de la insolubilidad de algunos
problemas geométricos; en particular, la insolubilidad de los tres problemas geométricos planteados
por los griegos. Asi mismo, este trabajo serd una valiosa fuente bibliografica para estudiantes de
matematica interesados en la relacion entre la teorfa de campos y la insolubilidad de construcciones

con regla y compas.



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

2.1. Referencias tedricas

Cuando hablamos de construcciones geométricas nos referimos especialmente al método de los
griegos antiguos; es decir, al uso de los tnicos dos elementos permitidos: regla no graduada y el
compas.

En (Chamizo, 2005, p. 34), Chamizo enuncia a los tres problemas geométricos de la siguiente manera:
1. Dada la arista de un cubo, construir con regla y compds la arista de un cubo de doble volumen.
2. Dado un dngulo, encontrar un método para trisecarlo con regla y compds

3. Dado un circulo, construir con regla y compds un cuadrado que de igual area.

El problema de cuadrar el circulo fue propuesto por Anaxagoras en el afio 500 a.C. (Morales, 2002)
menciona que en el afio 450 a.C., Anaxagoras fue encarcelado por afirmar que el sol no era un
Dios, y mientras estuvo en prisién intento resolver el problema antes mencionado. En 1882, el
matemadtico aleman Ferdinand Lindemann demostr6 que 7 no es un nimero racional, lo cual implica
la imposibilidad de cuadrar el circulo (ver el anexo de este trabajo).

El problema de la duplicacién de un cubo se present6 en Atenas. En (Rodriguez, 1953), Rodriguez A.
cuenta que en el afio 429 a.C. fallecid Pericles, tirano de Atenas, y la ciudad cay6 en una profunda
crisis; los atenienses se dirigieron al Ordculo de Delfos para preguntar a los dioses sobre la solucién
a los problemas que les aquejaba. Los dioses respondieron que la crisis desaparecerd si construyen
un altar cibico con el doble de volumen que el existente (dedicado a los dioses). Los atenienses lo
intentaron, pero lo que es seguro es que no lograron construir este nuevo cubo, utilizando solo regla
y compas.

La triseccién de un dngulo es un problema que ya se plantearon los griegos 500 afios a.C. Aunque
muchos dngulos son trisecables (por ejemplo, los dngulos de 90°, 45°, etc. son trisecables), en
1837, el matemaético francés Pierre Wantzel demostré que no es posible trisecar un dngulo arbitrario
utilizando solo regla y compas.

Ayala N. en su trabajo de titulacion, para optar por el titulo de profesor de matemadtica, escribe que
el enunciado de los tres problemas geométricos es sencillo de entender, lo cual hace que cualquier
persona alejada a las matematicas pueda comprenderlos; sin embargo, sus demostraciones exigieron

el desarrollo de nuevas ramas de la matemdtica. También argumenta que existen numerosas
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soluciones aproximadas con regla y compas, aunque ya se demostrd que estos problemas no pueden
ser resueltos como pedian los griegos, y que en la actualidad siguen apareciendo trabajos erréneos
donde se asegura haber encontrado una solucion (Ayala, 2009).

Realizando una biisqueda bibliogréfica se encontr6 el trabajo “Construcciones con regla y compas”,
de Pan-Collantes, el cual presenta algunos aspectos interesantes acerca de las construcciones con
regla y compas a lo largo de la historia. Este texto estd dividido en tres partes: en la primera
parte se menciona de forma ripida la historia de estas construcciones; en la segunda se hace una
breve introduccion a la teoria algebraica de campos y extensiones; y la tercera parte, utiliza el
contenido de la segunda para demostrar la imposibilidad de los tres problemas cldsicos griegos.
El autor mensiona que: “La segunda parte del trabajo puede hacerse un poco dura de entenderla,
pero al ser un articulo de caricter divulgativo, no debe de buscarse el rigor de un tipico escrito de
matemadticas” (Collantes, 2005, p. 8).

Analizando la bibliografia hallada, se puede evidenciar que si se demuestra la insolubilidad de los
tres problemas geométricos, pero no se hace énfasis en la importancia de la teoria de campos en
su solucidn. Por ejemplo, en (Collantes, 2005), solo se enuncia algunas definiciones y teoremas que
ayudan a resolver estos problemas, pero no se realiza un tratamiento matemadtico adecuado, lo cual

ayuda a comprender por completo la resolucién de estos problemas.



CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

3.1. Descripcion de enfoque, alcance, diseiio, tipo, métodos, técnicas e instrumentos de

investigacion empleadas

Este trabajo de investigacion se estructuré con una metodologia de enfoque cualitativo, debido a
que se interpreté de manera subjetiva los contenidos de la bibliografia seleccionada para describir
la insolubilidad de los tres problemas geométricos planteados por los antiguos griegos.

Esta investigacién corresponde a un alcance descriptivo, ya que el interés fue generar una
monografia, en la cual se describa de manera detallada la teoria de campos y su utilidad en
la demostracién de los tres problemas geométicos.

La investigacion es de tipo documental, con uso de fuentes secundarias, debido a que se basé en la
recoleccién de documentos digitales (libros, revistas, tesis, monografias) especializados en la teoria
de campos.

Para la redaccion de la monografia se siguieron lineamientos como:

e Busqueda de material bibliografico: Se llevé a cabo una exhaustiva bisqueda de fuentes
confiables, como libros en linea, tesis y monografias, que abordaran el tema de investigacién

establecido, centrandose en el estudio de la teoria de Campos.

e Seleccién y organizacion del material recolectado: Tras realizar una lectura selectiva de las
fuentes recopiladas, se identificaron y destacaron aquellos documentos que resultaban relevantes

para el desarrollo y comprension de los temas que se tratarian en la monografia.

e Pre-escritura de la monografia: Aqui, una vez comprendidos las definiciones y teoremas, se
elaboré un borrador a mano en el que se abordé de manera mas detallada cada definicion, lema,

teorema y ejemplos.

e Redaccién de la monografia: Se procedié a la redaccién propiamente dicha del documento.
Durante esta fase, se plasmaron las ideas de manera coherente y se estructuraron los contenidos
de forma l6gica. Se puso especial énfasis en utilizar un lenguaje claro y accesible, proporcionando

explicaciones detalladas cuando fue necesario.

e Finalmente, se llevé a cabo una revision exhaustiva del documento. Esta etapa permiti verificar
la precisién y la coherencia de los contenidos, asi como corregir posibles errores gramaticales o
de estilo. También se asegurd de que las demostraciones fueran rigurosas y comprensibles, pues

7



la monografia estd dirigida principalmente a los estudiantes de la carrera de Matematica de la

ESPOCH.

Para la redaccién del cocumento se se utilizé el editor de texto I&TEX, pues estd disefiado para
producir documentos de alta calidad; especialmente es adecuado para escribir documentos que
involucren muchas férmulas matematicas. En este sentido, se dejard a los estudiantes de la carrera

de matematica de la ESPOCH una referencia bibliografica de alta calidad tipogréfica.



CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

4.1. Procesamiento, analisis e interpretacion de resultados

Como resultado final se obtuvo una monografia titulada: La teoria de campos aplicada a los tres
problemas geométricos. El propésito de la monografia es facilitar al lector el entendimiento de
los conceptos bdsicos de la teoria de campos, y su aplicacion a la resolucion de problemas sobre
construcciones geométricas. Con este trabajo también se pretende influir en el interés sobre estos

tépicos en los estudiantes de la carrera de matematica de la ESPOCH.

4.2. Discusion

La monografia consta de 4 capitulos, en cada uno de los capitulos se encuentran definiciones,
teoremas, corolarios, lemas y ejemplos de cada estructura estudiada.

Capitulo 1 (Teoria de Anillos): Este capitulo abarca un primer estudio de la teoria de anillos como
lo es: anillos, subanillos, ideales, anillo cociente, campos, campos finitos y homomorfismos de
anillos.

Capitulo 2 (Anillos de Polinomios): Continda con el estudio de la teoria de anillos y se abarca: la
estructura algebraica de F[x], el algoritmo de Euclides para polinomios, mdximo comin divisor y
polinomios irreducibles.

Capitulo 3 (Extensiones de Campos): En este capitulo se abarco el estudio basico relacionado
con temas de la Teoria de Campos, los cuales fueron: extensiones finitas y algebraicas, raices de
polinomios, clausuras algebraicas, derivada de un polinomio y campos finitos.

Capitulo 4 (Construcciones con regla y compas): Luego de haber realizado un estudio sobre la
teoria de campos, finalmente en este capitulo se abarcé el estudio de la insolubilidad de los tres

problemas geométricos cldsicos a través de la teoria de campos.



CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

CONCLUSIONES

e Mediante el andlisis de la teoria de campos, a través de una revision bibliogréafica especializada,
se logré comprender y redactar un documento sobre la insolubilidad de los tres problemas

geométricos clasicos de la antigua Grecia

e El estudio de la aplicacion de la teoria de campos en la insolubilidad de los tres problemas
geométricos clasicos proporciona a los estudiantes de matematicas una oportunidad dnica para
expandir sus conocimientos y explorar un 4rea especifica de la matemética que no se aborda con

frecuencia en los cursos regulares de pregrado.

e La monografia, resultado de este trabajo de titulacion, se convertird en una valiosa fuente

bibliografica para los estudiantes de la carrera de matematica de la ESPOCH.

RECOMENDACIONES

e Difundir la monografia resultado de este trabajo de titulacién. Esto permitird que los estudiantes
de la carrera de matematica de la ESPOCH refuercen su conocimiento, y se beneficien de los

resultados de este trabajo.

e Explorar las diversas aplicaciones de la teoria de campos en otros problemas matemaéticos.
Esto permitird ampliar los conocimientos y enriquecer las capacidades para abordar desafios

matematicos complejos

e Considerar la posibilidad de realizar trabajos futuros relacionados con la aplicacién de la teoria
de campos en otros problemas geométricos o en dreas relacionadas. Esto permitird ampliar la
investigacion y explorar nuevos enfoques y aplicaciones de la teoria de campos en contextos

matematicos diferentes.
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ANEXO A: MONOGRAFIA “LA TEORIA DE CAMPOS APLICADA EN LOS TRES
PROBLEMAS GEOMETRICOS”.
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Introduccion

La teoria de anillos y campos es una area esencial del dlgebra abstracta que se
ocupa del estudio de las estructuras algebraicas como lo son: anillos y campos.
Por un lado, los anillos son conjuntos con operaciones internas denotadas como
suma y multiplicacién, por otro lado, los campos son anillos que cuentan con
otras propiedades adicionales, entre ellas la existencia del elemento inverso.
Estas estructuras desempefian un papel fundamental en diversas ramas de las
matemadticas, como lo es el dlgebra lineal, la teoria de nimeros y la geometria

algebraica.

En esta monografia, se analizardn las definiciones, teoremas, junto con sus
demostraciones y ejemplos de la teoria de campos de manera rigurosa, para poder
la insolubilidad los tres problemas geométricos de la antigua Grecia, utilizando

Unicamente la regla y compas.

Los tres problemas geométricos a tratar son: la cuadratura del circulo, que
consiste en construir un cuadrado con la misma 4rea que un irculo dado; la
duplicacién del cubo, que consiste en construir un cubo con el doble del volumen
de otro cubo dado; y por ultimo, la triseccién del angulo, que busca dividir un

angulo en tres partes iguales.



1

Teoria de Anillos

El estudio de los anillos es una parte fundamental del 4lgebra abstracta y nos
brinda un marco poderoso para comprender estructuras algebraicas mas generales.
Los anillos son conjuntos dotados de dos operaciones: suma y multiplicacién,
que interactdian de manera interesante y permiten modelar una amplia gama de

conceptos matematicos y aplicaciones en diferentes disciplinas.

En este capitulo, examinaremos en profundidad las propiedades y caracteristicas
esenciales de los anillos. Comenzamos con la definicién formal de lo que es
un anillo y analizamos las propiedades béasicas de las operaciones de suma y

multiplicacion.

1.1 Anillos

Definicion 1.1 (Anillo)
Sea R un conjunto no vacio junto con dos operaciones binarias (+) y (-). Se

dice que (R, +, -) es un anillo o simplemente que R es un anillo si y sélo si:
1. (R, +) es un grupo abeliano.

2. (R, -) es un semigrupo.

3. Paratodoa,b,c € R:

a)a-(b+c)=(a-b)+ (a-c)

by (b+c)-a=(b-a)+ (c-a).

Notas. 1. Sean a, b elementos del anillo R, si ab = ba entonces el anillo R se llama

anillo abeliano o conmutativo.
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2. Sea a € R, si existe un elemento denotado por 1 en el anillo R tal que

al = 1la = a entonces el anillo se llama unitario o anillo con elemento unidad.

3. Sea R un anillo conmutativo, sea 4 un elemento no nulo del anillo R. Se dice que

a es un divisor de cero si existe un elemento b no nulo del anillo R tal que ab = 0.

4. Sea R un anillo conmutativo y unitario. Si R no tiene divisores de cero, entonces

R se llama dominio integro.

Definiciéon 1.2 (Campo)
Sea R un anillo conmutativo y unitario, R se llama campo si todos sus

elementos no nulos poseen un inverso multiplicativo.

Nota. Denotamos al inverso de a con a 1.

Observacién. Sea F un campo, a partir de su definicién podemos concluir que

(F,4) y (F*,-) son grupos abelianos. Donde F* = F \ {0}.

Demostracién. Puesto que F es un campo, tenemos que F es un anillo, por tanto,

(F, +) es un grupo abeliano.
Mostremos que (F*, -) es un grupo abeliano.

Por definicién tenemos que F* es el campo F menos el {0}, con lo cual (F*,-)
hereda todas las propiedades de (F,-) , asi tenemos que (F*,-) es un grupo

abeliano.

Definicién 1.3 (Subanillo)
Sea S un subconjunto no vacio de un anillo R. Si S es un anillo con las mismas

operaciones de suma y producto del anillo R, entonces se dice que S es un

subanillo de R.

Para determinar si un subconjunto S de un anillo R es 0 no un subanillo de R, el

siguiente lema nos ayuda a demostrar de manera rapida este hecho.
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Lema 1.1 (Subanillo)
Sea R un anillo y sea S un subconjunto del anillo R. Se dice que S es un

subanillo de R si y sélo si:
1.0eS.
2. Paratodoa,b € S.a—b € S.

3. Paratodoa,b € S:ab € S.

Demostracion.

=) Si S es un subanillo de R entonces se tiene que 0 € S,y para todo a,b € S:

a—beSyabeS, yaque (S,+) esun grupo abeliano y (S, -) es un semigrupo.
<)

1. Como la suma en R es conmutativa y S es cerrado bajo la substraccién, por la

teoria de grupos se tiene que (S, +) es un grupo abeliano.

2. Dado que la multiplicacién en R es asociativa y ab € S, tenemos que (S, -) es

un semigrupo.

3. Nuevamente, dado que la multiplicacién en R es asociativa y distributiva sobre
la adicién, lo mismo es cierto para S cumpliéndose asi la tercera propiedad de

ser un anillo.
O

Ejemplos.

1. Mostrar que el conjunto de los ntimeros enteros Z, con las operaciones usuales

de suma y producto, es un anillo, ademds Z es un dominio de integridad.

Solucién. Primero veamos que en efecto (Z, +, -) es un anillo:

a) (Z,+) es un grupo abeliano, ya que por las mismas propiedades de los
nimeros enteros la suma esta bien definida, ademads se cumple la propiedad

asociativa, conmutativa y la existencia del elemento neutro e inverso.
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b) (Z,-) debe ser un semigrupo.

1) La operacién binaria (-) estd bien definida, puesto que para todo a,b € Z

se cumple que: a - b = c donde c € Z.

2) En el conjunto de los ntiimeros enteros Z se cumple la propiedad

asociativa respecto al producto.
Por tanto, (Z, -) es un semigrupo.

c) En los ntimeros enteros el producto es distributivo respecto a la suma, asi

tenemos:

1) a(b+c) = (ab) + (ac).
2) (b+c)a= (ba)+ (ca).

Con lo cual hemos probado que (Z, +, -) es un anillo.
Ahora probemos que (Z, +, -) es un dominio integro.

Ya que en el conjunto de los ntimeros enteros Z existe el elemento identidad
respecto al producto y ademds cumple con la propiedad conmutativa, tenemos
que Z es un anillo conmutativo y unitario. Luego, en los enteros no existe
ningtn nimero distinto de cero, tal que al multiplicarlo con otro ntimero

distinto de cero su resultado sea cero. Por tanto, Z es un dominio integro.

. El conjunto 2Z = {2k | k € Z}, con las operaciones usuales de suma y producto,
es un anillo conmutativo sin elemento unidad y sin divisores de cero.
Solucidén. Para este ejercicio usaremos el Lema 1.1.

Podemos ver que 2Z es un subconjunto de Z por tanto mostremos que:

a) 0 € 2Z.

En efecto, el elemento neutro aditivo estd en 2Z ya que se lo puede expresar

como0=2-0con0 € Z,talquea+0=adondea = 2k; conk; € Z.

b) Paratodoa,b € 2Z:a —b € 27Z.
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Seaa = 2ky,b =2k, € 2Z con ky,ky € Z.:
a—b =2k + (—2kp)
= 2(k1 — kp) (factorando)
= 2k3 € 27Z. (ki —ky =ks € Z)
c) Paratodoa,b € 2Z: ab € 2Z.
ab = (2k1)(2ky)
= 2(k12ky) (agrupando)
= 2k3 € 27. (k12kp = ks € Z)

Como se cumplen las propiedades, tenemos que 2Z es un subanillo de Z y en

particular 2Z es un anillo.

Lo que nos queda por mostrar es que (2Z, +, -) no sea unitario y que no tenga

divisores de cero.

(2Z, +, -) no es unitario, ya que 1 no es elemento de 2Z, pues 1 no se puede
expresar de la forma 2k con k € Z. Luego, (2Z, +, -) no tiene divisores de cero,

ya que si a y b son no nulos al multiplicarlos, su resultado sera distinto de cero.

. El conjunto Z[i] = {a+bi | a,b € Z}, donde i es el numero complejo tal

2

que i = —1, con las operaciones usuales de suma y producto de ntimeros

complejos, es un dominio de integridad.

Solucién. Mostremos que es un anillo, se observa que Z[i] es un subconjunto

de los nimeros complejos, podemos utilizar el Lema 1.1.
Sean x,y,z € Z[i] donde x = ay + byi, y = ay + byi y z = a3 + bsi.
a) 0 € Z[i].
En efecto, el elemento neutro aditivo estd en Z[i], pues es 0 = 0 + 0i.
b) Para todo x,y € Z[i]: x —y € Z][i].
x —y = (a1 + byi) — (ap + byi)

= (a1 —ay )+ (b1 —by,)i
—— S——
cZ cZ

=c+di € ZJil.
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¢) Paratodo x,y € Z[i] : ab € Z]i].

xy = (a1 + byi) (ap + byi)
= a1ay + a1bri + byiar + blbziz
= (a1a2 - blbz) + (a1b2 + blaz)i (i2 = —1)
=b+cieZ[i].
Por tanto, Z[i] es un subanillo de los complejos, lo que implica que Z[i] es un

anillo.
Ahora probemos que Z[i| es un dominio integro:
Por contradiccién, supongamos que Z[i] tiene divisores de cero.

Consideremos x = a1 + byi donde a7 o b; es distinto de cero y y = ay + byi

donde a5 o b; es distinto de cero.

Multiplicando xy tenemos:

xy = (a1 + b1i) (az + byi)
= (a1ay — b1by) + (a1b + b1ao)i.

De esto deducimos que:

0 < ﬂlﬁlz—blbz =0
XYy =
a1by + biap =0

multiplicando por b, en la primera ecuacién y —a; en la segunda ecuacion

tenemos:
a1a2b2 - blb% =0

—aya3by — byal =0
Luego, sumando las ecuaciones obtenemos —b; (a3 + b3) = 0 y multiplicando
por —1 a ambos lados tenemos by (a3 + b3) = 0 de esto se tiene que by = 06
a3+ b3 = 0.
Si by = 0 entonces a5 tiene que ser diferente de cero.
De la ecuacién ayay — byby = 0, si a4, = 0 entonces a; = 0 ya que a; # 0.

De la ecuacién a1by 4 bjay = 0, si ayby = 0 entonces b, = 0 ya que a; # 0.
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Pero esto nos lleva a una contradiccién, ya que a; y b, no pueden ser ambos

nulos.

Ahora si a3 + b5 = 0, la tinica manera para que la suma de dos ntimeros elevados
al cuadrado de cero es que tanto a4, como b, sean cero, lo que nuevamente nos

lleva a una contradiccion.

Por tanto, podemos concluir que Z[i] es un dominio integro.

Definicién 1.4 (Ideal)
Un subconjunto I de un anillo R, se dice que es un ideal de R, si:

1.0el
2.a—belparatodoa,bc I

3.arclyrac lIparatodoaclyreR.

Ejemplo. Considere el anillo (M3(Z), +, ), donde IM;(Z) son las matrices de

orden dos con entradas enteras.

a ap

Mostrar que el conjunto I = |a; =2k € Z } es un ideal de
as dy
(M2(Z), +,)
: ap a by by
Solucién. Sean A, B € [ talesque: A = ;a; = 2x;. B = ;bi =2y,
as a b3 by

conx;,y; € Z.

Verifiquemos si se cumplen las tres propiedades:

1. 0 € I, pues existe la matriz nula N =

00|
2. )
a1 a by b
A_B— 1 @ | b2
as dy bg b4

a;—by ap—by
— ;ai—bi:Z(xi—yi)EI
az —bz ay—by

10
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3. Para la mutiplicacién utilizaremos la siguiente notacion:
A= (Lli]') el Lli]' = Zki]'.
B = (bl]) S Mz(Z),‘ bz] e Z.
a) AB = Cij = Z aik bk] € Mz(Z)

— S~~~
k=1 EZki]'

2
b) BA=dij =) by ayj € My(Z).
k=1 ~~
EZki]'

Por tanto, I es un ideal del anillo (M3(Z), +, -).

Observacién. A partir de la definicién se puede observar que todo ideal I de un

anillo R es también un subanillo de R.

Consideremos el conjunto Z[i] = {a+bi | a,b € Z} con las operaciones de suma

y producto en los complejos, mostraremos que no todo subanillo de R es un ideal

de R.

Demostracion. Debemos mostrar las propiedades de ser un ideal. Como Z[i] es un

subanillo de C la primera y segunda propiedad de ser un ideal se cumplen.

Nos falta por mostrar que: rz € Z[i] y zr € Z][i] paratodoz € Z[i]yr € C.

Sean:r:%—k%iECdonde%,% €EQyz=ma+WieZ[i.

Multiplicando:

rz (% - 21) (a1 + byi)

(5 —qh) + (g g)

Por tanto, Z[i] no es un ideal de C.

aa1d — cbby aby —aqbc) . .
() (S 5) e,

11
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Teorema 1.1
Sea R un anillo conmutativo y unitario, sean 4aj,...,a; elementos de R.

Entonces el conjunto I = {a1x1 + - - - +agxy | x1,..., % € R} es unideal de
R. Se dice que I es el ideal de R generado por los elementos ay, ..., a; y se

denota I = (al,...,ak).

Demostracion. Debemos mostrar que se cumplen las 3 propiedades de un ideal.

1. 0e L

Como R es un anillo tenemos que 0 € R, asi: 0 = (410 + - - - + a40), por tanto

0el

2. c—d e lparatodoc,d € I

Seac = (mx1+ -+ axg) yd = (a1y1 + - - - + agyx) con ay, x,, Yy, € R para
todon=1,...,k.

c—d = (ayx1+ -+ axe) = (biyr + - + D)
= (a1x1 —my1) + - - - + (agxx — agyr)

:al(xl—y1)+'--+ak(xk—y1) el
—— S~——
€R €R

Por tanto, c — d € I.
3.crelyrceIparatodoce IyreR.

re = r(ajxy + - - + agxg)
=raixy + -+ ragxg

=a1(rxg )+ Fa(rxp ) €1
€R eR

Asi, rc € R, luego, como R es conmutativo rc = cr.

Por tanto, concluimos que I es un ideal. O

12
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Definicion 1.5 (Ideal principal)
Sea R un anillo conmutativo y unitario. R sera un anillo de ideales principales

si para cada ideal I de R existe a €R tal que I = (a) = {ar | r € R}.

El siguiente ejemplo que presentamos, muestra que todo ideal de Z es de la

forma nZ.

Ejemplo. Mostrar que Z es un anillo de ideales principales.

Demostracion. Sea I unideal de Z.Si I = {0} entonces I es un ideal principal, pues

(0) ={0r |reZ}.

Supongamos que I # {0}, definimos I* = {a € I | a > 0}, asi tenemos que
I* C N, luego, por el principio del buen orden de los niimeros naturales existe

d € I* tal que d =min(I*).

Ahora debemos mostrar que I = (d).

1. (d) C L

Sea x € (d) entonces x =rd € [ puesd € [ yr € Z conlo cual (d) C I.

2. 1C (d).

Sea x € I, por el algoritmo de Euclides existen 7,q € IN tal que:
x=qgd+rcon0<r<d.

Luego,r = _x — gd € I. Dado que d es el entero positivo mds pequend y

I >
€ el

r < d tenemos qué r = 0.

Asix = gd € (d), por tanto I C (d). O

Lema 1.2
Sean I, H dos ideales de un anillo R, entonces [ + H={i+h |i € ,h € H}

es un ideal de R.
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Demostracion. Mostremos que se cumplen las tres propiedades de un ideal.

1. Como I y H son ideales, tenemos que el 0 estd en cada uno de ellos, ast:
0=04+0€Il+H.

2. Seana,be I+ Htalque:a=i1+hyb=iy+hy.

a—b:(i1+h1)—(i2+h2)

:(il—iz)—l—(hl—hz) e+ H.
~—— ——
€l €H

3. Sear cRyseaa € I + H. Tengamos presente que I, H son ideales.

a)
ar = (iy + Iy)r

:( inr )—f—(le)EI—l—H
~— ~—
el cH

b)
ra=r(ip+h)

=(riy )+(rhy )eI+H
~— ~—
el cH

Por tanto, podemos concluir que la suma de dos ideales de R es un ideal de R. [

Ejemplo. Si R es un anillo unitario e I es un ideal de R tal que 1 € I, entonces

[ =R.
Solucién. Debemos mostrar que se cumplen las dos inclusiones:

1. ICR:

Por definicion sabemos que I es un ideal de R, eso implica qué I C R.

2. RCI:
Consideremos un elemento a € R entonces 2 = al y como la tercera propiedad
de ser un ideal nos afirma quesia € Ry b € I entonces ab € R. Es decir que

a=al € I,lo que implica que R C I.

Por tanto, I =R.
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Definicién 1.6 (Subcampo)
Si un subconjunto K de un campo F cerrado respecto a las operaciones de

suma y producto de F, es un campo, entonces diremos que K es un subcampo

de F (denotado por K < F).

Aligual que en el caso de un subanillo, existe un lema que nos ayuda a demostrar

cuando K es un subcampo de F.

Lema 1.3
Sea F un campo y K un subconjunto de F. Entonces K es un subcampo de F,

si y solo si:
1. 0 e K.
2. paratodoa,bc K:a—be Kyab e K.

3. 1 € F es un elemento en K.

4. Para todo elemento no nulo de K su inverso también estd en K.

Demostracion.

=) Si K es un subcampo, por definicién K es también un campo, por tanto, las

cuatro propiedades se cumplen.

<) Por las dos primeras propiedades se puede observar que K es un subanillo,
por tanto, K es también un anillo. Dado que K es un subconjunto de F, entonces K
es un anillo conmutativo, pues en F se cumple qué ab = ba. Finalmente, las dos

altimas propiedades nos aseguran que en efecto K es un campo. O

Ejemplo. Consideremos el conjunto Q(i) = {a+bi | a,b € Q}, donde i es el

ntimero complejo tal que i = —1, mostrar que Q(7) es un campo.

Solucién. Por el Lema 1.3 solo debemos probar que Q(i) sea un subcampo de C.

Asi,

a) 0=0+0i € Q(i).

15



Capitulo 1. Teoria de Anillos

b) seanx =a+bi,y = c+di € Q(i) donde a,b,c,d € Q.

x—y = (a+bi)— (c+di

=(a_c)+(b_d)ic Q)
€Q €Q

Luego:
xy = (a+ bi)(c+ di)
= (ac—0bd) + (ac+bd)i € Q(i).
€Q €

Q) 1=1+0i € Q(i).

d) Seax =a+bi #0¢€ Q(i) cona,b € Q, entonces a es no nulo o b es no nulo,
asi:
x b= (a+bi)!

= ( ! ) <a — bl) (racionalizando)

a+ bi a—bi
- a
a2+ b2 a2+ b2

i€Q(i).

Por tanto, Q(i) es un campo.

Teorema 1.2 (Anillo cociente)
Sea R un anillo, y sea I un ideal de R. El conjunto R/I = {a+1|a € R} es

un anillo con las operaciones:
1. (a+I)+(b+1)=(a+b)+1 paratodoa,b € R.

2. (a+I)(b+1I)=(ab)+1 paratodoa,b e R.

Demostracion.

1. Desde la teoria de grupos el conjunto R/ I es un grupo bajo la adiciéon. Ademaés
(a+1)+(b+1)=(a+b)+I1=(b+a)+1yaqueR es un anillo, Por tanto

(R/1,+) es un grupo conmutativo.
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2. Probemos que (a+ I)(b+ I) = (ab) + I esté bien definido. Es decir, debemos

mostrar que:

(a+DB+1)=(a+ 1) +1)
(ab) +1= (a'b') +1

Seaa+I=da+I1yb+1="V+1setienequea—a € I1yb—1b €I, Luego,
existens,t € Italesque:a—a’ =syb—b' =t,dedondea =a"+syb="0"+t.

ab+1=(a"+s)(b' +1t)+1

=a't' + (a't+sb +st+1)
€1

=ab + I
Asi, el producto estd bien definido.

Ahora probemos que el producto es asociativo:

Seaa,b,cc R/Italesquea=x+1,b=y+1,c=z+1.

a(be) = (x+ D[y + D(z+ )]

(

= (x+1I)[yz+1]

= (x(yz)) +

= ((xy)z) +
=(xy+1)(z+1)

=[x+ Dy +Di(z+1)
= (ab)c.

3. Nos falta mostrar que el producto sea distributivo respecto a la suma.

Seaa,b,ce R/Italesquea=x+1,b=y+1,c=z+1.

17
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a)
alb+c)=(x+D[(y+1I)+ (z+1)]

=(x+D[(y+z)+1]

=(x(y+2z))+1

= (xy+uxz)+1

=(xy+1)+ (xz+1)

=(x+Dly+D)+x+1)(z+1)

= ab + ac.

b+c)a=[y+D+(z+D](x+1)
=[(y+2z)+1I)(x+1)

= ((y+2)x) +1

= (yx+zx)+1

=x+I)+ (zx+1)

=W+Dx+D+Ez+D)(x+1)

= ba + ca.

Por tanto, R/ I es un anillo. O

Definicion 1.7 (Ideal maximal)
Sean R un anillo e [ un ideal de R con I # R. Elideal I se dice que es un ideal

maximal de R, si dado un ideal | de Rtalque I C | C R, entonces I = ] 6
J]=R.

Ejemplo. Mostremos que el ideal (3) = 3Z es un ideal maximal de Z.

Solucién. Sea | unideal de Z tal que 3Z C | C Z. Como Z es un anillo de ideales
principales, ya que existe 1 € Z tal que (1) = {1x |x € Z} = Z,y ] # {0} pues
3 € ], entonces existe un n € Z" tal que | = nZ. Dado que 3Z C nZ, existe
q € Z™" tal que 3 = ng. Como 3 = ng implicaque n = 36 n = 1. Sin = 3, entonces

3Z =] 6sin =1, entonces | = Z. Por tanto, 3Z es un ideal maximal de Z.
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Teorema 1.3
Si p es un ndmero primo, entonces pZ es un ideal maximal del anillo Z.

Demostracién. Sea nZ un ideal del anillo Z tal que pZ C nZ.
Si pZ C nZ entonces n | p, luego, por el lema de Euclides p = nk conk € Z.

Como p es primo tenemos:

Sin=p= pZ =nZ.
Sin=1=nZ=2.

Por tanto, podemos concluir que pZ es un ideal maximal de Z. O

Teorema 1.4
Sean R un anillo conmutativo y unitario, I un ideal de R. Entonces I es un

ideal maximal de R si y s6lo si R/I es un campo.

Demostracion.

=)Si I es un ideal maximal de R, entonces R/I es un campo.

Seaa € R tal que a ¢ I. Consideremos el conjunto | = {ar+b | r € R, b € I} tal
quel CJ.

Probemos que | es un ideal de R.
a) 0 € | yaque R es un anillo e [ un ideal.
b) Sean x,y € ] tales que x = ayr + by y y = axr + b.
x—y = (a1r + by)(axr + by)
= (a1r — apr) + (by — ba)

:(al—az)i’—i-(bl—bz) eJ.
S—— S~——
€R el

c) Para el producto.
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Sea ' € R, entonces:
r'x =7'(ay + by)
=1r'ayr +1'by

= ﬁ1(\7/L) + (V\/lz_l/) €J
GR 6]

Como R es conmutativo 'x = xr’.
Asi, concluimos que | es un ideal de R.

Como I es un ideal maximal entonces | = R, por tanto, exister; € Ry b’ € I tal

quel =ar+V.
Asi,
1+I=ar+ b +1
——
el
=ary + 1

=@+ D) +1).

Mostrando asi que para todo elemento no nulo de R/I su inverso también esta
en R/I. Luego R/I es conmutativo y unitario, ya que R también lo es, asi, R/ es

un campo.
«<)SiR/Iesun campo, entonces I es un ideal maximal.

Consideremos un ideal | del anillo R tal que I C ] C R. Luego, sea a € ], pero

a ¢ I,lo que implica que a + I # I.

Ya que R/1I es un campo existen b 4 I € R/1 tal que:

1+1=(a+D)(b+1)

=ab+ 1.
Luegol —abec I C].
Asil= (1—ab)+abe].
Lo que implica que | = R, por tanto, I es maximal. O
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Lema 1.4
Si p es un nimero primo, entonces Z/pZ es un campo formado por p

elementos.

Demostracion.

Por el Teorema 1.3 tenemos que pZ es un ideal maximal de Z, luego, por el
Teorema 1.4, Z/pZ es un campo. Lo tinico que nos falta mostrar es que Z/pZ

tiene p elementos.

Por definicién de anillo cociente tenemos que: Z/pZ = {a + pZ}.

De lo cual, los elementos de Z/pZ = {{0+ pZ}, {1+ pZ}, {2+ pZ} + - - - +
{p—1+pZ}}.

Si consideramos:

{p+pZ} =pzZ={0+pZ}.

{p+1+pZ} =(p+p2Z)+ (1 +pZ) = 0+pZ)+ (1+pZ) =1+ pZ.

Los elementos se repiten, con lo cual Z/pZ tiene p elementos. O

Definicién 1.8 (Homomorfismo de anillos)
Sean R, S anillos. Una funcién f : R — S es un homomorfismo de anillos, si

y solo si:
1. f(x+y) = f(x)+ f(y) para todo x,y € R.

2. f(xy) = f(x)f(y) para todo x,y € R.

Ejemplo. La funcién ¢ : C — C definida por ¢(a + bi) = a — bi es un

homomorfismo de anillos.

Solucién. Consideremos x,y € C, definidos como: x = a1 + byi, y = a + yai.
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e Suma.
P(x +y) = ¢[(a1 + bri) + (a2 + y2i)]

= ¢[(a1 + a2) + (b1 + b2)i]
= (a1 +ap) — (b1 + by)i

= (a1 — byi) + (ap — byi)
= ¢(ar + by) + ¢(az + bai)
= ¢(x) +¢(y).

e Producto.
P(xy) = ¢[(ar + bri)(az + y2i)]
= ¢[(a1ap — biby) + (a1by + aby)i]
= (a1ay — b1by) — (a1by + azby)i
= a1ay — biby — a1byi — arbyqi. (1)

Por otro lado, tenemos:

P(x)P(y) = p(ar + b1)¢p(az + bai)
= (Ell — bli)(llz — bzl)

= dq1dy — blbz — lllbzi — azbli. (2)

Como las ecuaciones (1) y (2) coinciden, podemos concluir que ¢ es un

homomorfismo de anillos.

Teorema 1.5
Sean R, S anillos. ¢ : R — S un homomorfismo de anillos. Se satisfacen las

siguientes propiedades:
1. $(R) = {¢(r | r € R} es un subanillo de S.
2. Ker(¢) es un ideal de R.

3. ¢ : R = S es un homomorfismo inyectivo de anillos si y sélo si

Ker(¢) = {r € R| p(r) = 0}.
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Demostracion.

1. Para el primero debemos mostrar que se cumplan las propiedades del Lema

1.1.

a) 0 € (R).
Como 0 € R entonces ¢(0) +0 = ¢(0) = ¢(0+0) = ¢(0) + ¢(0) por la
propiedad cancelativa tenemos que ¢(0) = 0.
b) Sean x,y € ¢(R). Existenr,s € R tales que ¢(r) = xy ¢(s) = y.
Asi, x —y = ¢(r) — ¢(s) = ¢(r — s) ya que ¢ es un homomorfismo. Luego,
¢ (r—s) € $(R), conlo cuadl x — y € ¢(R).
——

€R
o xy = ¢(r)p(s) = ¢(rs), ya que ¢ es un homomorfismo. Luego,

¢ (rs) € p(R), conlo cudl xy € ¢(R).
ey

Por tanto, $(R) = {¢(r | r € R} es un subanillo de S.
2. Mostremos que se cumplen la las propiedades de ser un ideal.

a) 0 € Ker(¢) pues ¢(0) = 0.
b) Sean x,y € Ker(¢). Se tiene qué ¢(x) = 0, p(y) = 0.
Ast, p(x — ) = p(x) — p(y) =0 — 0 = 0. Luego x — y € Ker(¢).
¢) Sear € R, ¢p(rx) = ¢p(r)d(x) = ¢(r)0 = 0. Luego rx € Ker(¢h).
De manera similar tenemos que xr € Ker(¢)).

Por tanto, Ker(¢) es un ideal de R.

3. =)Seanr,s € R. Si:

o(r) = 9(5)
#(r) ~ 9(s) =0
P —s)=0.

Entonces r — s € Ker(¢), implicaquer —s = 0, conlo cual r =s.

<) Supongamos que Ker(¢) # {0}.
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Sean a,b € Ker(¢) no nulos, entonces ¢(a) = ¢(b) = 0, de lo cual, ¢ no es
inyectiva, ya que ¢(a) # ay ¢(b) # b. Por tanto, Ker(¢)= {0} para que ¢ sea

inyectiva.

Con lo cual hemos mostrado que ¢ : R — S es un homomorfismo inyectivo de

anillos si y s6lo si Ker(¢) = {r € R | ¢(r) = 0}.

Definicién 1.9
Sean R, S anillos.

1. Si f : R — S es un homomorfismo biyectivo de anillos, diremos que

f: R — S es un isomorfismo de anillos.

2. Si existe un isomorfismo de anillos f : R — S, diremos que Ry S son

anillos isomorfos. La cual la denotaremos por R ~ S.

3.5 f : R — S es un isomorfismo de anillos, diremos que f es un

automorfismo dé R.

4. Si f : R — S es un homomorfismo inyectivo de anillos, diremos que f es

un monomorfismo de anillos.

Teorema 1.6 (Primer teorema de isomorfismo de anillos)
Sean R, S anillos. Si f : R — S es un homomorfismo de anillos, entonces los

anillos R/ Ker(f) y f(R) son isomorfos R/ Ker(f) ~ f(R).

Demostracion. Ya que Ker(f) es un subgrupo normal de R, por el primer teorema
de isomorfia de grupos tenemos que ¢ : R/ Ker(f) — f(R) definida como
P (r + Ker(f)) = f(r) es un isomorfismo de grupos.

Lo tnico que nos falta mostrar es que ¥ conserva la mutiplicacién. Para lo cual,
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sean (r1 + Ker(f)), (r2 +Ker(f)) € R/ Ker(f).

p((r1 +Ker(f))(r2 + Ker(f))) = ¢(r1r2 + Ker(f))
= f(rir2)
= f(r1)f(r2)
= (11 + Ker(f))y(r2 + Ker(f)).
Por tanto (R/ Ker(f) ~ f(R)). 0

Teorema 1.7
Sean R, S, A anillos:

1. Si¢ : R — S es un isomorfismo de anillos, entonces ¢! : S — R también

lo es.

225i¢ : R =+ Syo : S — A son homomorfismos de anillos, entonces

cgo¢: R — A esun homomorfismo de anillos.

Demostracion. 1. Para el primero: Por hipétesis tenemos que ¢ es biyectivo,
entonces esto implica que ¢! también en biyectivo, lo tnico que nos falta

probar es que ¢! sea un homomorfismo. Para lo cual:

Sean x,y € S, existen a,b € R tales que ¢(a) = x y ¢(b) = y, entonces:
a)
P97 (x+y)) =x+y
= ¢(a) +o(b)
= ¢(a+Db).
=) ¢ '(x+y)=a+b
= ¢~ (x) + 97 (y)-
b)
(¢~ (xy)) = xy
= ¢(a)p(b)
= ¢(ab).
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=) ¢~ (xy) = ab
= ¢ (x)p ().

Por tanto, podemos concluir que ¢! : S — R es un isomorfismo.

2. Para el segundo; sean x,y € S, existen a,b € R tales que: ¢p(a) = xy ¢(b) =y,

también, sean r,s € A tales que: o(x) =ryc(y) =s.
a)
cgop(a+b)=0c(p(a+Db))
= o(¢(a) + ¢(b))
= 0(¢(a)) + (b))
=co¢(a)+oo¢p(b).

70 ¢(ab) = o(9(ab))

Por tanto, o ¢ : R — A es un homomorfismo de anillos.

Lema 1.5
Sean D, D’ dominios de integridad. Si ¢ : D — D’ en un monomorfismo de

anillos, entonces ¢(1) = 1/, donde 1’ es el elemento neutro de D’.

Demostracién. Primero mostremos que ¢(0) = 0'.

Seaa € Dy 0 € D, entonces ¢(a) + 0" = ¢p(a) = p(a+0) = ¢p(a) + $(0). Asi
por la propiedad cancelativa tenemos que ¢(0) = 0.

Por hipétesis sabemos que ¢(1) # 0/, luego ¢(1)¢p(1) = ¢(1-1) = ¢(1), entonces
$(1)(¢(1) — 1) = 0. Como D’ no tiene divisores de cero y ¢(1) # 0, entonces
$(1) = 1. O
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Lema 1.6
Sea K un subcampo de los niimeros complejos y ¢: Z — K un monomorfismo

de anillos. Entonces ¢(x) = x para todo x € Z.

Demostracion. Sea 1 € Z, por el Lema 1.5 y dado que ¢ es un monomorfismo
tenemos ¢(1) = 1+ 0i = 1. Sean € Z" y supongamos como hip6tesis de
induccién que ¢(n) = n. Entonces mostremos que se cumple paran+1 € Z,

recordemos que ¢ es un homomorfismo; ¢(n +1) = p(n) + ¢(1) =n+ 1.

Ahora, paran € Z~, como ¢(0) = 0, tenemos:

0= ¢(0)
=¢(n+(—n)) ¢ es un homomorfismo
= ¢(n) +¢(=n)
de lo cual tenemos: ¢(—n) = —¢(n).

Finalmente ¢(—n) = —¢p(n) = —n.

Por tanto, ¢(x) = x para todo x € Z. O

Teorema 1.8
Si D es un dominio integro, entonces existe un campo K tal que D C K.

Demostracién. Sea D un dominio integro, Consideremos un campo K que contenga
a D. Partimos definiendo el conjunto U = {(a,b) | a,b € Dy b # 0} en el que se

define la relacién ~ por: (a,b) ~ (c,d) siy solo si ad = bc.
Esta relacion resulta ser de equivalencia, en efecto:
e Reflexividad:(a,b) ~ (a,b) < ab = ba.
e Simetria: (a,b) ~ (¢,d) < ad =bc < cb =da < (c,d) ~ (a,b).

e Transitividad:(a,b) ~ (¢, d) y (c,d) ~ (e,f) < ad = bcyef = de < adf =
cbf =bcf =bde & cf =de < (c,d) ~ (e, f). Con lo cual hemos probado que

~ es una relacion de equivalencia.
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Con el resultado obtenido, tenemos que existe la clase de equivalencia
[(a,b)] = {(x,y) eU| (x,y) ~ (a,b)} para cualquier elemento (a,b) € U.
Sabemos que las clases de equivalencias particionan al conjunto U. Sea K el
conjunto de todas las clases de equivalencia [(a,b)] cona,b € D y b # 0. Para que

K sea un campo definimos las siguientes operaciones:
[(a,0)] + [(c, )] = [(ad + be, bd)] y [(a,)][(c, d)] = [(ac, bd)].

Entonces primero debemos mostrar que la adicién y el producto estan bien

definidos:

a) Adicion.

Suponemos que:

= [(d, V)] = ab' = b (1)
[(c/,d")] = cd =d (2)

luego multiplicamos dd’ y bb’ respectivamente, y sumando tenemos que:
dd'ab + bb'cd’ = dd'ba’ 4 bb'dc’
agrupando los sumandos tenemos
(ad + be)b'd" = (a'd' + V'’ )bd

lo que implica que [(ad + bc),bd] = [(a’d" + b'c"),b'd’]. Por tanto, la adicion

estd bien definida.

b) Producto.

Multiplicando los términos tenemos

28



1.1. Anillos

ab'cd’ = ba'dc’
cb'd =a'c'bd.

Entonces

[(ac,bd)] = [a'c’,b'd")], con lo cual el producto también esta bien definido.

Ahora mostremos que en efecto K es un campo con las operaciones de suma y

producto definidas.

1. (K, +) tiene que ser un grupo abeliano.

a) Cerradura, como la adicién esta bien definida, esta propiedad se cumple.

b) Asociatividad.

([(a, 0)] + [(c, d)]) + [(e, )]

([(ad + be, bd)]) + [(e, f)]
[((ad, bc) f + bde, bdf)]
[(adf + bcf + bde, bdf))
(adf + b(cf +de),bdf)]
(a,

(a,

b)] + ([(cf + de,df)])

[
[
[(a,0)] + ([(c,d)] + [(e, £)])-

c) Elemento neutro.

Sean 0,1 € D entonces:

[(0,1)] + [(a,b)] = [(Ob + 1a,1b)]
= [(a,b)].
d) Elemento inverso.
Como a € D entonces —a € D
[(a,b)] + [(—a,b)] = [(ab + (—ab), bb)]
= [(0,bb)]
= [(0,1)].
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e) Conmutatividad.

(0, + [(c,d)] = [(ad + be, ba)
= [(da + cb,db)] (D es conmutativo)
= [(cb+da,db)] (D es conmutativo)
= [(c,d)] + [(a,b)].

Por tanto, K es un grupo conmutativo.

2. (K, -) debe ser un semigrupo.

a) Cumple la cerradura, pues el producto esta bien definido.

b) Asociatividad.

Asi, (K, -) es un semigrupo.

3. El producto debe ser distributivo respecto a la adicion.

a)
([(a, b)] + [(c, d)D(e, )]

[(ad + be, bd)})[(e, f)]
((ad + be)e, bdf)]

(
[
[(ade + bee, bdf)]
[
[
[

ade, bdf) + (bce, bdf)]

ae, bf)] + [(ce,df)]
(a,0)][(e, )] + [(c,d)]l(e, f)]-

(
(
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b)

[(e, HI([(a,b)] + [(c,d)]) = [(e, /)] ([(ad + be, bd)])
= [(e(ad +be), fbd)]

= [(ead + ebc, fbd))

= [(ead, fbd) + (ebc, fbd)]
= [(ea, fb)] + [(ec, fd)]

= (

[(e, )][(a,0)] + [(e, H]l(c, )]

Ahora lo que nos falta probar es que para cada elemento no nulo de K su inverso

multiplicativo también estd en K. Para lo cual notemos que 1 € D, asf,

a) Elemento neutro.

Sean 1 € D entonces:

b) elemento inverso.

Sean a,b € D no nulos.

[(a,0)][(b,a)] = [(ab, ba)]
= [(L D]

Por tanto, podemos concluir que (K, +, -) es un campo.

Denotando [(a,b)] = E, obtenemos qué K = {% la,beDyb# O}. Notemos

4
que, si

b

c
— € K, entonces

= [(a,b) + (c,d)] = [(ad + bc, bd)] = adb—;bc

8
b

aulo
<

57 = [@D)][(e,d)] = [(ac,bd)] = o

Donde la funcién h : D — K definida por h(a) = % para todoa € D, es un

monomorfismo de anillos. Podemos identificar a € D con h(a) =

a

1 € Ky escribir

a= %. Por lo tanto, D C K. O
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Observacion. El campo K, construido a partir del dominio integro D, se dice
que es el campo de fracciones del dominio integro D. Ademads, K resulta ser el
campo més pequefio que contiene a D, es decir: si F es un campo que contiene a D,
entonces K C F. En efecto, si % € Kcona, b€ Dyb # 0, entonces a,b € F. Como
b # 0y F es un campo, entonces b~! € F. Asi, T _able F, lo que demuestra

b
K CF.

Definicion 1.10 (Caracterisica del anillo)
Sea R un anillo conmutativo y unitario. Si n € Z7, n -1 denotar4 a los

nsumandos 1+1+---+1 € R. Paran € Z~, n-1 denotard a los (—n)
sumandos (—1) + (—=1) + + (=1) = (—n)(—=1) y 0,1 = 0, donde 0; es el
cero en Z. El menor entero positivo 7 (en caso de que exista) tal que nl =0,
se dice que el anillo R es de caracteristica 7. Si tal entero positivo n no existe,

se dice que R es de caracteristica cero.

Teorema 1.9
Sea K un campo.

1. Sila caracteristica de K es n > 1, entonces n = p es un nimero primo y K

contiene un subcampo isomorfo a Z/pZ.

2. Sila caracteristica de K es cero, entonces K contiene un subcampo isomorfo

a Q y luego, K es infinito.

3. Si K es un conjunto finito, entonces K tiene caracteristica p con p primo y

luego, K contiene un subcampo isomorfo a Z/pZ.

Demostracion. Denotamos por 1j al elemento neutro de K. Primero vamos a
mostrar que ¢ : Z — K definido por ¢(m) = ml; para todo m € Z, es un

homomorfismo de anillos. Entonces:
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1.1. Anillos

e Seanm,n € Z

p(m+n) = (m+n)ly (Z,K son anillos)
= Wllk + nlk

= ¢(m) +¢(n).

p(mn) = (mn)1
= mn(11x) (Z,K son conmutativos)
= mlnly
= (m1g)(nly)
= ¢p(m)p(n).

Por tanto, ¢ es un homomorfismo.

Ahora, continuamos con la demostracion:

1. Supongamos que la caracteristica de K es n > 1. Por definicién de
caracteristica, ¢(n) = nlg = 0, con lo cual Ker(¢) # {0}. Como Ker(¢) es
un ideal de Z y Z es un anillo de ideales principales, existe ng € Z* tal que
Ker(¢) = npZ. Dado que ¢(n) = nlg = 0y n es el menor entero positivo tal
que nlg = 0, entonces tenemos que n < ny. Luego, comon € Ker(¢p) = nypZ,
entonces 19 < n. Por lo tanto, n = ng. Utilizando el primer teorema de
isomorfismo de anillos, Z/nZ y $(Z) son anillos isomorfos, ¢(Z) es un
subanillo del campo K y K al ser un campo es un dominio integro, es decir,
no tiene divisores de cero. Por tanto, no existen divisores del cero en ¢(Z).

Con lo cual necesariamente 7 = p es un nimero primo.

2. De la demostracion anterior, si la caracteristica de K es cero, entonces
Ker(¢) = {0}. Asi ¢ : Z — K es inyectiva, por lo tanto, existe un subanillo
$(Z) contenido en K, el que resulta ser isomorfo a Z. Los campos de
fracciones de Z y de ¢(Z) son isomorfos. De acuerdo a la observacién dada
luego del Teorema 1.8, el campo de fracciones de Z es Q y el campo de

fracciones de ¢(Z) esta contenido en el campo K.
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Capitulo 1. Teoria de Anillos

3. Si K tiene m elementos, entonces (K, +) es un grupo finito con m elementos.
De los resultados de la teoria de grupos tenemos que, paraa € K, ma = 0
donde ma denota los m sumandos a +a + - - - +a y, por lo tanto, mlx = 0.
Existe un menor entero positivo p tal que plx = 0 que es la caracteristica
de K. De (1), p es un nimero primo y K contiene un subcampo isomorfo a
Z/pZ.

O

1.2 Algunos campos finitos

Definicién 1.11 (Campo finito)

Sea F un campo, F se dice que es un campo finito, si este tiene un namero

finito de elementos.

El anillo Z/p esta formado por las clases de equivalencia de ntimeros enteros

moédulo p. Esdecir; Z/p ={k € Z | k = a (mod p)}, cona € Z.

Nota. Las clases de equivalencias estan representadas como: [a], con a € Z. En
caso de no haber confusién las clases de equivalencia las podemos representar

comao: a.

Teorema 1.10
Sea p primo. Z/p = {[0], [1], 2], ..., [p — 1]} es un dominio integro.

Demostracién. Sabemos que Z/p es un anillo conmutativo y unitario, por tanto, lo

unico que nos falta mostrar es que Z/p no tenga divisores de cero.

Si [a][b] = [0] entonces [ab] = [0]

= ab = 0(modp), utilizando el lema de euclides :
Sip|abentoncesp |abp|b

= a=0(modp) 6 b =0(modp)

= [a] =[0] o [b] =[0].
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Como ninguno de ellos no puede ser cero, entonces concluimos que Z/p no tiene

divisores de cero. Por tanto, Z/p es un dominio integro. O

Teorema 1.11
Todo campo F es un dominio integro.

Demostracién. Por hipotesis tenemos que F es un anillo conmutativo y unitario,
por tanto, lo que nos falta mostrar que F no tenga divisores de cero. Sean a,b € F
y supongamos que ab = 0 con a # 0, mostremos que b = 0. Dado queab =0y

1

a # 0 entonces el inverso de g, al cudl lo denotamos por 2~ existe. Ast:

ab=20

a tab =047t

(ala)b =0
1b=0
b=0.
Con lo cual F es un dominio integro. ]

Teorema 1.12
Todo dominio integro finito es un campo.

Demostraciéon. Como D es un dominio integro finito, D ya es un anillo conmutativo
y unitario, por tanto, lo tinico que nos falta probar es que para todo elemento no
nulo su inverso existe.
Sea a € D — {0}, entonces mostremos que 4 es invertible.
Sia =1, 1 esinvertible.
1.2 .3

Consideremos a a # 0. Tomemos las potencias dea : a*,a,a°, .. ..

Existen i,j con i > j tal que a’ = a/, ya que D es finito, entonces:

ai*j = aia*j = a]'a*]' =1
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Capitulo 1. Teoria de Anillos

Asi, el inverso de a es a'~ /71, pues a(ai_f_l) =1. n

Observacién. 1. A partir de los Teoremas 1.10 y 1.11 tenemos que, para p primo,

Z./ p es un campo.

2. Los campos Z/pZ y Z/p que se construyen en apariencias diferentes resultan

ser algebraicamente iguales.
Ejemplo. Los campos Z/3Z y 7 /3 son algebraicamente iguales.

Solucién. Mostremos como son los elementos de cada campo.

1. 2/3Z = {a+pk | ke Z} = {a+3k | k € Z}. Entonces:
0+3Z={0+3k|keZ}={..,-6,-3,0,3,6,...}
143Z={1+43k|keZ}=1{...,-5,-2,1,4,7,...)
2437 ={243k|keZ}={..,4,-1,25,8,...}
34+3Z={3+3k|keZ}=1{..,-3,0,3609,..1=0+3Z
443Z ={4+3k|keZ}={..,21,4711,...} =1+3Z

Asi: 2/37Z ={0+3Z,1+32,2+3Z}

2.2/3={keZ|k=a(mod3)}

Asi, Z/3 = {0,1,2}

Por tanto, concluimos que Z/3Z y Z /3 son algebraicamente iguales.

36



2

Anillos de Polinomios

Los anillos de polinomios desempefian un papel esencial en el dlgebra abstracta
al proporcionar una estructura algebraica que combina las operaciones de suma
y multiplicacién con el mundo de los polinomios. Comenzaremos por definir
de manera rigurosa lo que es un anillo de polinomios y analizaremos c6mo
sus operaciones se relacionan con las operaciones usuales en el conjunto de

polinomios.

2.1 La estructura algebraica de F|x]

En este capitulo consideraremos a F un campo. Una expresién de la forma

n

Z aixi =ap+a;x + - - - + a,x" donde n es un entero no negativo y ag, ay, ..., a,
;21 elementos en F, la llamaremos un polinomio con coeficientes en F en la variable
x. Denotaremos por F[x] al conjunto formado por todos los polinomios con
coeficientes en un campo F y utilizaremos los simbolos f(x), g(x), ..., etc., para

denotar los elementos de F|x].
Definicién 2.1
n . n i
Sean f(x) =) _aix'y g(x) = ) _ bjx' elementos en F[x].
i=0 i=0

1. f(x) = g(x),siy solosi, a; = b; para todo i > 0.

n

2. definimos (f +g)(x) = Y _(a; + b;)x". Entonces (f + g)(x) es un elemento
i=0

de Flx].
n+m ‘ k
3. Definimos (f - g)(x) = ) _ ¢;x', donde ¢ = Zaibk_i Entonces (f - g)(x)
i=0 i=0

es un elemento de F[x].
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Ejemplo. Sean f(x) = 2x> + x% + 2x + 2y g(x) = 2x? 4+ 2x + 1 polinomios de
Z./3]x]. Determinar f(x) + g(x) y f(x)g(x).

Solucién. Notemos que los coeficientes del polinomio f(x) son:
ag =2,a1 = 2,ap = 1,a3 = 2,a4 = 0,a5 = 0 y para el polinomio g(x) tenemos:

bo=1,b; =2,by = 2,b3 = 0,by = 0,bs = 0.

1.
3 .
(f+8)(x) =) _(a; + bj)x'
i=0
=24+1)+Q2+2)x+ (1+2)x* + (2+0)a°
= 3+ 4x + 3x% + 248
=0+x+0+2x°
= 2x2 + x.
2.
(f-9)( chx donde ck—Zabk ;
=0 i=0
=2-1)+@2-142-2)x+(2-2+42-2+1-1)x*+
+(2-0+2~2+1-2+2-1)x3+(2-0+2-O+1~2+2-2+0-1)x4+
+(2:04+2-04+41-04+2-240-24+0-1)x°
=24 6x+9x% +8x% + 6x* +4x°
= x> +2x3 +2.
Lema 2.1
F[x] es un anillo unitario y conmutativo, bajo las operaciones definidas
anteriormente.
Demostracion.

o (F[x], —i—) tiene que ser un grupo abeliano.

P .

Sean f(x Z aix', g(x Z bix' y h(x) = ) cix' elementos en F[x], con
/=0

n<m<np. 1
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2.1. La estructura algebraica de F|x]

a) Por definicién la suma es cerrada.

b) Asociatividad.

[£(x) +g(x)] + h(x) = §+§ bix' +§(;)cixi
= :ﬁ) (a; +b)x'| + ch
= é((ui +b;) 4 ¢;)x'
- Yo+ ()
= falx’# i(bi—f—cl)
5" E

¢) Elemento neutro.

Para todo f(x) € F[x] existe el polinomio nulo p(x Z Ox; = 0 tal que
i=1

f(x) +px) = f(x).

En efecto,

f(x)+p(x) = iaixi + iOXi = i(ui +0)x!
i=0 i=1 i=0
= i aixi
i=0
= f(x).

d) Elemento inverso.

Como a; € F, entonces existe el inverso aditivo —a;, lo que implica que para

cada f(x) existe —f(x) € F[x]. Asi

39



Capitulo 2. Anillos de Polinomios

e) Conmutatividad.

flx) +g(x) = ) ax'+ ) bix'
i=0 i=0
m
i=0
m
i=0

I
=
S
><V~'~.
_|_
I'M:
)
B

_..
Il
o
|
=

Por tanto, (F[x], +) es un grupo abeliano.
e (F[x],-) tiene que ser un semigrupo.

a) Por definicion la multiplicacién es cerrada.

b) Asociatividad.

[ n m 1 r .
e = |3 zbif] Fo

= ”i” (Zﬂkbz k> x] ZCX
i=0
n_—l—m—|—p i .
= Z Z (Z aj — b]k> Ck] xt
i=0 [k=0 \j=0
n+m-+p
= Z Z .akb]-cr> X
i=0 k+j+I=i
n+m+p i i—k
= Z Z ay (Z bjcikj>] x!
i=0 [k=0 j=0
n+p i
felg (g
i=0
(g [(£2) (£
i=0 i=0 i=0
= f()[g(x)h(x)].

¢) Elemento neutro.

Existe el polinomio p(x) = 1, tal que f(x)p(x) = f(x).
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2.1. La estructura algebraica de F|x]

En efecto, pues f(x)p(x) = f(x)1 = f(x)

d) conmutatividad.

e La suma debe ser distributiva respecto al producto, entonces, debemos

demostrar que:

f(x)(g(x) +h(x)) = f(x)g(x) + f(x)h(x)

Entonces:
a)
F(x)(g(x) Za Xt (Zobl + Zcz )
= Zalxl i b +¢;) )
n+P -
=Y (Y ai(be—i+ cx- ))
i=0 \i=0
n+p
=) | (@b +aicy )) X'
i=0 \i=0
n+p [ k k
= 2 Z(azbk—i) + Z(azck—i)> X
i=0 \i=0 i=0
ntm k . n+4p k
=) ( (ﬂibki)> x' + (Z(a Ck )> x'
i=0 \i=0 i=0 \i=0
= f(x)g(x) + f(x)h(x)
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b)

m

n
Y bix' + Zc x) Y ax!
i=0 i=0

ib—l—cl )Zax

(bi + ci)ar— z>

(g(x) + h(x))f(x) =

hﬁ
g

I
™M
sUTIE
nm»
o

Il
o

I
= ~
011
N7 N7 N
.M»

I
~ = I
I L
—
1~

N
I
o

(biag—; + Ci“k—i)) x'

= o~
+
=

(

i

1=
<~
=
S
+
™~
Py
D
T
N
~
=

-
|
o
Il
o

—~
s
)
T
N
~_
=
+
X
+
=
<N
1~
—~
g
)
=
SN—
~_—
RN

=0 i=0 \i=0
= 8(x)f(x) + h(x)f(x)
Como todas las propiedades se cumplen, entonces concluimos que F[x] es un
anillo conmutativo y unitario. O
Definicién 2.2

Sea f(x) = Zax € Flx] ya, #0.
i=0

e Decimos que el grado de f(x) es n, denotado como deg(f) = n o también

por deg(f(x)) = n.

e El coeficiente a,, se llama coeficiente principal del polinomio f(x).

Nota. Para un polinomio f(x) € F[x] se tiene la equivalencia:

f(x) #0 & deg(f(x)) = 0.

Los polinomios en F|x] de grado cero son los elementos no nulos del campo F.

Teorema 2.1
Si f(x),g(x) son polinomios no nulos de F|x] entonces deg(fg) = deg(f) + deg(g).
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Demostracion. Sean = deg(f)y m = deg(g) donde:
f(x) =ap+ajx+---+a,x" cona, # 0y g(x) = b + byx + by x™ con by, # 0.
De la definicién del producto de polinomios tenemos:
f(x)g(x) = fg(x) =co+c1+ -+ cppmx" .

Donde c;4mx™ " = (a,x")(byux™) = aybyux™™ con cyim # O puesa, # 0y

Asi, deg(fg) = n+m = deg(f) + deg(g)- O

Corolario 2.1
El anillo F[x] es un dominio integro.

Demostracion. Como F[x] es un anillo conmutativo y unitario, lo tinico que nos

falta mostrar es que F[x] no tiene divisores de cero.

Sea f(x) =ap+ajx+---+apx" cona, #0yg(x) =by+bix+ -+ byx™ con
bm#o-

Multiplicando f(x)g(x) tenemos que el coeficiente principal es a,b,, # 01lo que

implica que f(x)g(x) # 0, es decir, su resultado es distinto del polinomio nulo.

Asi, F[x]| no tiene divisores de cero. Por tanto, F[x]| es un dominio integro.  [J

Observacion. Ya que F[x] es un dominio integro, de acuerdo a la observacion
dada en el Teorema 1.8 existe el campo de fracciones de F|[x] denotado por F(x).

El cual esté definido por:

F(x) = {25 | f(x),3(x) € Flx] y g(x) #0}.

~—|

2.2 Algoritmo de Euclides

El Algoritmo de Euclides para ntiimeros enteros dice que, dados dos enteros a, b
con b > 0, existen tnicos enteros ¢, r tales que a = bg + r, donde 0 < r < b. Este

resultado también es valido en el anillo de polinomios F|x].
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Teorema 2.2 (Algoritmo de la divisién)

Sean f(x),g(x) € F[x] con g(x) # 0 entonces existen tnicos polinomio
g(x),r(x) € F[x] tales que f(x) = g(x)g(x) +r(x), donder(x) =06

deg(r) < deg(g). El polinomio r(x) se llama resto y g(x) cociente de la
division de f(x) por g(x).

Demostracion. La demostracién la realizaremos por induccién sobre el grado de
f(x).

Si deg(f) = 0 entonces f(x) = a, podemos considerar g(x) = 0y r(x) = a4, asi,
F(x) = a(x)g(x) + r(x) = r(x).
Ahora consideremos:
f(x)=ap+ax+---+apx" cona, #0y g(x) = by + byx + by x™ con by, # 0.
Sin < m, consideramos g(x) =0y r(x) = f(x), asi,

f(x) = q(x)g(x) +r(x).
Sin > m, supongamos por hipétesis de induccién que el teorema es valido para
todos los polinomios de grado menor que n.
Consideremos:
byt M (x) = ayby,tx" ™ (by + bx 4 byx™)
= anbglbox”_m + - ax”.

Entonces, se puede observar que a,,b;,'x" " ¢(x) tiene el mismo grado y coeficiente
principal que f(x).

Luego, f(x) — a,b 1x" "¢ (x) = h(x) tal que deg(h) < de , por hip6tsis de
g m 8 q g g P P

induccién existen g1 (x), r(x) tales que:

h(x) = q(x)g(x) +r(x) y  r(x) =006 deg(r) < deg(g)
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Con lo cudl, h(x) = f(x) — anby,'x""g(x) = q1(x)g(x) + r(x),
entonces,
F(x) = anby, ' x"7"g(x) + g (x)g (%) +r(x)
= (anby X"+ q1(x))g (x) + (%)
= q2(x)g(x) + r(x).
donde r(x) = 06 deg(r) < deg(g). Asi, queda demostrado que existen los

polinomios g(x), r(x).
Lo que nos falta mostrar es que g(x), r(x) son tnicos.

Supongamos que existen g(x),7(x),q1(x),r1(x) € F[x] tales que:

f(x) =q(x)g(x) +r(x) donde r(x)=0 6 deg(r) < deg(g).
f(x) =q1(x)g(x) +r1(x) donde ri(x)=0 6 deg(r;) < deg(g).

Igualando y agrupando los polinomios tenemos

r(x) —r(x) = (q1(x) —g(x))g(x).

Supongamos que r(x) — r1(x) # 0.

De donde tenemos que:

deg(r —r1) = deg((q1 — 9)8)
= deg(q1 —q) +deg(g) > deg(g).

Pero, por hipétesis deg(r) < deg(g) y deg(r1) < deg(g) lo que implica que

deg(r —r1) < deg(g). Con lo cual llegamos a una contradiccion.

Por tanto, r(x) = r1(x), luego 0 = (g1(x) — g(x))g(x) de donde obtenemos que
q(x) = q1(x). O

Ejemplo. Sea f(x) = 3x*+x3+2x* +1 y g(x) = x* +4x +2 en Zs[x].

Encontrar el cociente g(x) y el resto r(x)

Solucién. Recordemos que f(x), g(x) estdn en Zs|x].
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3xt 4% 4242 +1 | x24+4x+2

—3x% 43x%  +4x2 3x3 + 4x

+4x3  4x2 +1
—4x3  +x?2 42x

2x2 42x  +1

Asi, 3x* + 23 +2x% +1 = (3x? +4x) (x? + 4x +2) +2x2 +2x + 1.

De donde: q(x) = 3x% +4x y r(x) = 2x* +2x + 1.

Ejemplo. Sea f(x) = 5x° —2x* +2x3 —5x2 4+ 2x+1 y g(x) =3x3+x2 —5x+2

en Zjy[x]. Encontrar el cociente q(x) y el resto r(x).

Solucién. La divisién es en Zy

5x°  —2x* 42x3 —5x? 42« +1‘3x3—|—x2—5x—|—2
—5x° +3x* 46x° +6x2 4x2 +5x +1
+xt 4 4 42x
—x* 42x3 44x? +4x
+3x3 +5x% +6x +1
—3x3 +6x> +5x +5
4x>  +4x +6

Tenemos que q(x) = 4x> +5x+1 y r(x) = 4x> + 4x + 6.

Definicién 2.3
Sea f(x) € F[x] y « € F. Se dice que « es una raiz o un cero de f(x), si

f(a) =0.

Corolario 2.2
Sea f(x) € F[x] nonuloy a € F. Entonces, « es una raiz de f(x), si y solo si,

existe un polinomio q(x) € F[x]| tal que f(x) = (x — a)g(x).
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2.2. Algoritmo de Euclides

Demostracion. =) Si f(«) = 0 entonces f(x) = (x — a)g(x).

Por el algoritmo de la division existen g(x),r(x) € F[x] tal que el polinomio

f(x) = (x —a)q(x) +r(x),donde r(x) =0 6 deg(r) < deg(x —a) = 1.
Dado que deg(x — ) = 1 tenemos deg(r) = 0 por tanto r(x) = a € F.
Luego, como « es una raiz tenemos que 0 = f(a) = (v — a)g(x) + r(x) es decir:
f(a) =r(a) =a=0.Asi, f(x) = (x —a)g(x)
<) Si f(x) = (x — a)g(x) entonces f(a) = 0.
Como a € F tenemos:
F(#) = (a - a)q(a) = 0
Por tanto, f(«) = 0. O

Definicién 2.4
Un campo F es algebraicamente cerrado, si todo polinomio de gradon > 1

en F[x] tiene a 1o menos una raiz en F.

Corolario 2.3
Sea F un campo algebraicamente cerrado. Sif(x) € F[x] ydeg(f) =n > 1,

entonces existen elementos d, a1, a3, ..., a, en F tales que:

flx)=d(x—a1)(x —ap) ... (x —ay).

Demostracion. La demostracion la realizaremos por induccién sobre el grado de
f(x).
Sideg(f) =1, tenemos que f(x) = ax + b con a # 0, entonces
_ _ (1
f(x)=ax+0b= Z (x—(—a"'b)).
o

Supongamos como hipétesis de induccién que el corolario se satisface para todo

polinomio de grado menor que 7.

Sea f(x) € F[x] de grado n. Como F es algebraicamente cerrado existe a;, € F tal

que f(a,) = 0, asi por el Corolario 2.2, existe g(x) € F[x] tal que:
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f(x) = (x —a)g(x). Luego, como deg(q) = n — 1, pues (x — «) tiene grado 1,

entonces por la hipétesis de inducion, existen d, aq, ay, . .. a1 tal que:
gx)=d(x—a)(x —ap)...(x —a,_1).
Por tanto,

f(x)=d(x —a1)(x —ap)...(x —ay).

Teorema 2.3
Un polinomio f(x) € F[x] de grado n > 1 tiene a 1o mas n raices en F.

Demostracién. La demostracion la realizaremos por induccion sobre el grado del
polinomio f(x).
Si deg(f) = 1 tenemos que f(x) = ax + b con a # 0, entonces la tinica raiz de

f(x)esa = —alh.

Supongamos como hipétesis de induccién que el teorema se cumple para todo

polinomio de grado menor que 7.

Sea « € F una raiz de f(x), entonces por el Corolario 2.2 existe un polinomio
g(x) € F[x] tal que: f(x) = (x — a)g(x) con deg(q) =n — 1.

Consideremos B € F una raiz de f(x) tal que § # a.

Entonces, f(B) = (B — «)q(B) = 0 implica que q(B) = 0, luego, las raices de f(x)

son raices de g(x) y dado que g(x) tiene a lo mds n — 1 raices, f(x) tiene a lo mas

n raices. [

Definicién 2.5
Sea f(x) un polinomio con coeficientes en F y « € F. Decimos que &« como

raiz de f(x) tiene multiplicidad m > 1, si existe g(x) € F[x] tal que

£(x) = (x — a)"q(x) con g(a) # 0.
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El siguiente teorema que enunciaremos lo admitiremos sin demostracién.

Teorema 2.4 (Teorema fundamental del Algebra)
Si f(x) es un polinomio no constante tal que f(x) € C, entonces f(x) tiene a
lo menos una raiz en C.

La demostracién de este teorema se encuentra en ([6], pag. 41).

2.3 Maximo Comun Divisor

Teorema 2.5
F[x] es un anillo de ideales principales. Es decir, si | es un ideal de F[x],

entonces existe un polinomio g(x) € F[x] que es un generador de .

Demostracion. Sea ] un ideal de F[x]. Si ] = {0}, entonces 0 es el generador de J,

es decir | = (0).

Supongamos que | # {0}, sea g(x) € J un polinomio no nulo de grado minimal.
Podemos hacer esta eleccién, ya que los grados de los polinomios son ntimeros
enteros, asi por el principio del buen orden de los ntimeros enteros se garantiza la

existencia de este minimo. Mostremos que | = (g(x)).

L (g(x)) S J.
Sea h(x) € (g(x)) entonces h(x) = g(x)q(x) € J, pues gq(x) € F[x] y g(x) € J.
Por tanto, (g(x)) C J.

2. ] < (g(x)).

Sea f(x) € J. Por el algoritmo de la division existen g(x), r(x) € F[x] tales que
f(x) =q(x)g(x) +r(x) donde r(x) = 0 6 deg(r) < deg(g) de donde:

Como g(x) es un polinomio de grado minimal tenemos que r(x) = 0, con lo cual

£(x) = q(x)g(x) es decir que | = {g(x)). =
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Observacion. Si g1(x), g2(x) son generadores de un ideal no nulo ] de F[x],
entonces existe un polinomio no nulo g(x) € F[x] tal que g1(x) = g2(x)gq(x). Dado
que deg (g1) = deg(g2) + deg(q), entonces deg (g1) > deg(g2). Utilizando el
mismo argumento, obtenemos que deg (g2) > deg (g1). Asi, deg (g1) = deg(g2)
y q(x) = a € F cona # 0. En consecuencia, g1(x) = ag»(x). Si suponemos que
¢1(x) = ag +ayx+ - - +a,x" cona, # 0, entonces a,, ' g1 (x) es también generador
de J. Notemos que a;,1¢1(x) es de la forma ¢y + c1x + - - - + ¢, _1x" 1 + x", tales
polinomios se llaman mdnicos. De este modo, dado un ideal no nulo ] de F[x],
siempre podemos encontrar un polinomio ménico que es un generador de J. Este

generador es tnico.

Definicion 2.6
Sean f(x), g(x) € F[x] con f(x)g(x) # 0. Se dice que g(x) divide a f(x), que

se denota g(x)|f(x), si existe un polinomio h(x) € F[x] tal que

En forma andloga a la definicion de maximo comun divisor dada para dos
ntmeros enteros, es posible definir un méximo comun divisor para dos polinomios

no nulos en el anillo entero F[x].

Definicion 2.7
Sean f1(x), f2(x) € F[x] con f1(x)f2(x) # 0. Diremos que g(x) € F[x] es un

maximo comun divisor de f1(x) y f2(x), siy solo si,

L g(x)|f1(x) y g(x)|fa(x),

2. h(x) € F[x|,si h(x)|f1(x) y h(x)|f2(x), entonces h(x)|g(x).

Teorema 2.6
Sean f1(x), f2(x) € F[x] con f1(x)f2(x) # 0. Entonces existe un méximo

comun divisor g(x) € F[x] de f1(x) y f2(x). Ademads, existen polinomios

q(x), t(x) € F[x] tales que g(x) = f1(x)q(x) + fa(x)t(x).

50



2.3. Maximo Comun Divisor

Demostracion.

1. Mostremos que se cumple la primera propiedad de la definicién 2.7.
Consideremos el ideal (f(x), f2(x)). Por el Teorema 2.5 F[x] es un anillo de

ideales principales, por tanto, existe un polinomio generador g(x) del ideal
(fx), f2(x)).

Como (g(x))= (f1(x), fa(x)) entonces fi(x) € (g(x)) y f2(x) € (g(x)) conlo
cual existen q1(x), g2(x) € F tales que:

filx) = q(x)g(x) y f2(x) = g2(x)g(x)

Por tanto, g(x)|fi(x) y g(x)|fa(x)-

2. Mostremos que se cumple la segunda propiedad.

Dado que (g(x)) € (f(x), f2(x)), existen polinomios p(x), t(x) € F[x] tales que:
(g(x))= (i(x)p(x) + fa(x)t(x)).
Luego, para concluir que k(x)|g(x), supongamos que h(x) es un divisor comin

de f1(x) y f2(x), lo que implica que existen w(x),z(x) € F[x] tales que:

fi(x) = h(x)w(x) y f2(x) = h(x)z(x)

Multiplicando p(x) y t(x) respectivamente tenemos que

Ax)p(x) = a(x)w(x)p(x) y f2(x)z(x) = h(x)z(x)t(x)

Sumando ambas ecuaciones tenemos:

[1(0)p(x) + f2(x)z(x) = h(x)w(x)p(x) + a(x)z(x)(x)

-~

=g(x)
= h(x)[w(x)p(x) +z(x)t(x)]

Lo que implica que h(x)|g(x).
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Observacion. Sean f(x),g(x) € F[x] ambos no nulos. Utilizando el algoritmo de
Euclides sucesivamente se tiene que:

f(x) =g(x)ql(x) +r1(x), donde r1(x) =0 6 deg(rl) < deg(g),

g(x) = r1(x)g2(x) + r2(x), donde ra(x) =0 6 deg(ra) < deg(r1),

r1(x) = ra(x)gs(x) + r3(x), donde r3(x) =0 6 deg(r3) < deg(rz),

tn—1(x) = rp(x)qns1(x) + 1, +1(x), donde r,, 1 1(x) =0 6 deg(r,+1) < deg(rn).

Existe un menor entero positivo n para el cual r, +1(x) = a € F.Sia = 0,
entonces r,(x) es un mdximo comun divisor de f(x) y g(x). Si a # 0, entonces

rnt1(x) = a es un maximo comun divisor de f(x) y g(x).

Ejemplo. Determinar el méximo comun divisor entre los polinomios
f(x) =2x34+3x2+3x+2 y g(x) = x>+ 6x + 5 sobre el campo de los ntimeros

racionales.

Solucién. Utilizaremos el algoritmo de Euclides, asi:

2x3 +3x2  43x 42 | x2+6x+5

—2x%  —12x2 —10x 2x — 9
+9x2  —7x 42
—9x2  454x +45
47x +47

De donde tenemos que 2x3 +3x2 +3x +2 = (x2 + 6x +5)(2x — 9) + (47x + 47).
q

Luego,

x2  4+6x +5 47x + 47

—x2 —x  —10x Hx+ 3
S5x +5
—-5x -5
0
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De donde x? + 6x +5 = (47x +47)(£x + 2)

Por tanto, podemos concluir que el méximo comun divisor de f(x) y g(x) es el

polinomio h(x) = 47x + 47.

2.4 Polinomios irreducibles

Definicién 2.8
Sea f(x) un polinomio en F|x] con deg(f) > 1. El polinomio f(x) se llama

irreducible en F[x], o irreducible sobre F si no existen polinomios g(x),

h(x) € F[x] tales que:

f(x) = g(x)h(x) con deg(g) <deg(f) y deg(h) < deg(f)

Si tales polinomios existen, f(x) se dice que es reducible en F[x], o reducible

sobre F.

Ejemplo. El polinomio f(x) = x? + 2 es irreducible en R|x].

Notamos que x? +2 = (x 4 v/2i)(x — 1/2i), con lo cual existen 2 polinomios de
grado menor a 2. Pero ++/2i ¢ R por tanto f(x) = x> + 2 es irreducible en R[x].

Ejemplo. El polinomio f(x) = x> + 2 no es irreducible en C|x].

Del ejemplo anterior tenemos que: x> +2 = (x ++/2i)(x — v/2i) donde £v/2i € C
y (x +v/2i), (x — /2i) son dos polinomios de grado menor a dos. Por tanto,
f(x) = x*> 4+ 2 no es irreducible en C[x].

Ejemplo. El polinomio f(x) = x> — 2 es irreducible en Q[x]. Factorando el
polinomio tenemos: x> — 2 = (x + v/2)(x — v/2). Pero +v/2 ¢ Q. Asi,
f(x) = x*> — 2 es irreducible en Q|[x].

Lema 2.2
Sea h(x) € F[x] un polinomio de grado 2 o 3. Entonces, /(x) es reducible en

F[x], siy s6lo si, h(x) tiene una raiz en F.
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Demostracién. =) Supongamos que h(x) es reducible en F[x|, entonces existen
g(x),q(x) € F[x] tal que h(x) = g(x)q(x), donde g(x) = ax + by q(x) es de grado
1 0 2. Dado que g(x) = ax + b entonces & = —a~'b es una raiz de h(x), pues

h(a) =a(—a"'b) +b=0.

<) Sea « una raiz de h(x), por el Corolario 2.2 existe un polinomio g(x) € F|x],
tal que h(x) = (x —a)g(x), donde g(x) es de grado 1 o 2. Puesto que hemos
encontrado dos polinomios de grado menor al grado de h(x), podemos concluir

que h(x) es reducible en F[x]. O

Ejemplo. El polinomio g(x) = x3 + 4x2 + 4x + 1 € Zs[x] es reducible sobre Z /5.

Por el lema anterior debemos mostrar que g(x) tenga alguna raiz en Z/5.
2(0)=04+0+0+1=1
g1)=14444+1=54+5=0+0=0

Como a = 1 es una raiz de g(x), tenemos que g(x) es reducible sobre Z /5.
Ejemplo. El polinomio p(x) = x3 + x> + 2 € Z/3[x] es irreducible sobre Z/3.

Por el Lema 2.2 podemos afirmar que si p(x) no tiene una raiz entonces este es

irreducible. Asi,
p(0)=0+0+2=0

p()=1+1+2=4=1
p(2) =8+4+42=2+142=2

Como p(x) no tiene raices concluimos que p(x) es irreducible sobre Z/3.

Teorema 2.7
Sea p(x) € F[x] con deg(p) > 1. Entonces (p(x)) es un ideal maximal de

F[x], siy s6lo si, p(x) es irreducible sobre F.

El teorema es equivalente a tener: Sea p(x) € F[x]| con deg(p) > 1. Entonces,

(p(x)) no es un ideal maximal de F|x], si y s6lo si, p(x) es reducible sobre F.

Demostracion. =) Supongamos que (p(x)) no es un ideal maximal de Fl[x].

Entonces existe un ideal | € F[x| tal que (p(x)) C Jcon (p(x)) # Jy J # F[x].
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Como F[x] es un anillo de ideales principales, existe ¢(x) € F[x] tal que

J = (g(x)), dado que (p(x)) C J entonces (p(x)) C (g(x)). Asi:

Si g(x) es constante, entonces | = F[x].

Si h(x) es constante, entonces | = (p(x)).

En ambos casos llegamos a una contradiccién, ya que por hipétesis (p(x)) # |
y ] # F[x]. Con lo cual vemos que necesariamente deg(g) > 1y deg(h) > 1.
Por tanto, p(x) = g(x)h(x) con deg(g) < deg(p) y deg(h) < deg(p), asi, p(x) es

reducible.

g(x)h(x)

<) Supongamos que p(x) es reducible sobre F[x]|. Entonces p(x) =
con deg(g) < deg(p) y deg(h) < deg(p), ademés deg(g) > 0y deg(h) > 0, delo

contrario deg(g) = deg(p) 6 deg(h) = deg(p). Como p(x) = g(x)h(x) tenemos
(p(x)) C (g(x)) y (g(x)) # Flx], pues 1 ¢ (g(x)) ya que deg(g) > 0. También

g(x) ¢ (p(x)), pues si suponemos que g(x) € (p(x)) entonces:
8(x) = p(x)q(x) con g(x) € Flx].

Asi, p(x) = g(x)h(x) = p(x)g(x)h(x), entonces p(x) = p(x)q(x)h(x) de donde
obtenemos que g(x)h(x) = 1. Esto implica que deg(q) = deg(h) = 0, lo cual es
una contradiccion, ya que deg(h) > 0. Entonces g(x) € (p(x)).

Por tanto, (g(x)) # (p(x)) es decir, (p(x)) no es maximal. O

Corolario 2.4
Sea p(x) € F[x] con deg(p) > 1. Entonces p(x) es irreducible sobre F, siy

so6lo si, F[x]/(p(x)) es un campo.

Demostracion. =) Si p(x) es irreducible, entonces por el Teorema 2.7, (p(x)) es un

ideal maximal de F|x], luego por el Teorema 1.4, F[x]/(p(x)) es un campo.

<) Si Flx]/(p(x)) es un campo, entonces por el Teorema 1.4 (p(x)) es un ideal

maximal de F[x]. Luego, por el Teorema 2.7 p(x) es irreducible en F|x]. O
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Lema 2.3
Sea F campo, p(x) € F[x| irreducible sobre F y deg(p)=n. Entonces

Flx]/{p(x)) = {ag + a1x + - - +a,_1x" 1 + (p(x)) | a0, a1, - .., 8,1 € F}.

Demostracion. Sea f(x) + (p(x)) un elemento de F[x]/(p(x)). Por el algoritmo
de la division, existen q(x), r(x) € F[x] tales que f(x) = p(x)g(x) + r(x), donde
(

r(x) = 06 deg(r) < deg(p). Luego, f(x) —r(x) = p(x)r(x) € (p(x)) . Como
f(x)+ (p(x)) = r(x) + (p(x)) con r(x) = 0 6 deg(r) < n, entonces r(x) es un

polinomio de la forma ag + a;x + - - - +a,_1x" 1 € Flx].
Por lo tanto, f(x) + (p(x)) = {ag + a;x + - - - +a,_1x" 1+ (p(x)). O

Ejemplo. Sea p(x) = x> +x+1 € Z/5. Demostrar que el anillo cociente
Z/5/(p(x)) es un campo y encontrar el inverso multiplicativo del elemento

x+1+ (p(x)) € Z2/5/(p(x)).

Solucién. Por el Corolario 2.4, para que Z/5/(p(x)) sea un campo debemos

mostrar que p(x) sea irreducible.
Ahora por el Lema 2.2 p(x) es irreducible si p(x) no tiene raices en Z/5.

Entonces evaluemos los elementos de Z /5 en p(x).

p(0) =1

p(1)=1'+1+1=3
p(2) =224+24+1=2
p(3) =324+3+1=3
p(4) =4*+4+1=1

Por tanto, podemos concluir que p(x) es irreducible, ya que no tiene raices en Z /5.
Lo que implica que Z/5/(p(x)) es un campo, por lo tanto, es posible encontrar el
elemento inverso de x + 1 + (p(x)). Ahora por el lema anterior, tenemos que los
elementos del campo Z/5/(p(x)) son de la forma ag + a1x + apx? + (p(x)). Asi,

debemos encontrar:

((a0 +a1x) + (p(x))) ((x + 1) + (p(x)) = 1+ (p(x)))-
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Asi:

X2 4x +1 | x+1
—x

2

—X X

0 +1

Entonces:

X4+ x+1=x(x+1)+1+ (p(x)) de donde:
I=(*+x+1)—x(x+1) + (p(x)) (-1 =4enZ/5)
= (> +x+1)+4x(x+1)+ (p(x))
=dx(x+1)+ (> +x+1)+ (p(x))

(.

-~

(p(x))
1=4x(x+1)+ (p(x))

De donde concluimos que el inverso multiplicativo de x + 1 en Z/5/ (p(x)) es 4x.
Definicién 2.9
Sea f(x) = ag+ayx + - - - +a,x" € Zl[x].

1. El contenido del polinomio f(x) es el mdximo comun divisor de

ap,a1,...,0n.

2. Se dice que f(x) es un polinomio primitivo si el méximo comun divisor

de ap,a41,...,0n €S 1.

Lema 2.4
Si f(x),g(x) € Z]x] son polinomios primitivos, entonces f(x)g(x) es un

polinomio primitivo.

Demostracion. Sean f(x) = ag+a1x+--- +a,x" y g(x) = bgp + byx + - - - + by x™
dos polinomios primitivos. Supongamos que f(x)g(x) no es un polinomio
primitivo, esto implica que todos los coeficientes de f(x)g(x) serdn divisibles por

un ndmero entero p. Consideremos un primo p como un divisor de los coeficientes
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de f(x)g(x). Como f(x) es primitivo, p no divide a alguno de los coeficientes de
a;,coni € {0,...,n}.Sea ay el primer coeficiente al que p no divide. De manera
analoga, sea by el primer coeficiente al que p no divide.

En f(x)g(x) el coeficiente de x/**, es ¢jk definida como:

Cjrk = a]'bk + (Cl]'+1bk_1 + El]'+2bk_2 +--- 4+ [lj+kb0) + (aj,lkaaj,zkarz +--- 4+ aobj+k).

Luego, por la eleccion realizada de by, tenemos que p | by_1,bx_», ..., de modo
que p | (aj11bk—1 + aj42bk_2 + ... ). Andlogamente, por la eleccion de a; tenemos
quep | aj_1,8; 2,...,demodo que p | (a;_1bx114j 2bxyz + -+ aobjix). También,
como por suposicion f(x)g(x) no es un polinomio primitivo, tenemos que, p | ¢,
pero esto implica que p | a;by, lo cual es imposible, ya que p { a; y p { by. Por tanto,

f(x)g(x) tiene que ser un polinomio primitivo. O

Ejemplo. Sean f(x) = 1+4x?>+x%y ¢(x) = 2+ 3x + x* dos polinomios

primitivos en Q[x], Verificar si f(x)g(x) es un polinomio primitivo.

Solucién. Los coeficientes de f(x) sonag =1,ap = 0,a3 = 1,a4 = 0,a5 = 0y para
g(x) tenemos by = 2,b; = 3,bp = 1,b3 = 0,by = 0, b5 = 0. Luego, por definicién

del producto de polinomios tenemos:

f(x)g(x) = h(x)
= (agbg) + (agh1 + a1bg)x + (aghy + a1by + axbg) x>
+ (aghs + aiby + axby + asby)x® 4 (aghy + a1bs + axby + asby + aghg)x*
+ (aobs + a1by + axbs + azby + agby + a5b0)x5
=24+ (B3+0)x+ (1+0+8)x*+ (0+0+12+2)x°
+(0+0+4+3+0)x*+(04+0+1+0+0)x°
=2+ 3x 4+ 9x% + 1423 + 7x* + x°.

De donde tenemos que el mdximo comun divisor de {2,3,9,14,7,1} es 1. Asi,

f(x)g(x) = h(x) es un polinomio primitivo.
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Lema 2.5 (Lema de Gauss)
Si el polinomio primitivo f(x) puede factorizarse como el producto de dos

polinomios de coeficientes racionales, entonces puede factorizarse como el

producto de dos polinomios con coeficientes enteros.

Demostracion. Supongamos que f(x) = g(x)h(x) con g(x),h(x) € Q[x]. Sea a el
minimo comun multiplo de los denominadores de g(x) y b el minimo comun
multiplo de los denominadores de h(x). Asi, tenemos que abf(x) = ag(x)bh(x)
con ag(x),bh(x) € Z[x]. Luego, sea t; el contenido de abf(x) y t; el contenido de
bg(x), de lo cual tenemos que ag(x) = t191(x) y bh(x) = trhy1(x). Puesto que f(x)
es primitivo, su contenido es ab. Por el lema anterior, g1(x), i1 (x) son polinomios
primitivos, asi,

ab(f(x)) = titag1 (x)h1(x)

Lo que implica ab = t1t,. Por tanto, f(x) = g1(x)h1(x) € Z[x]. O

Ejemplo. Consideremos el polinomio f(x) = 6x* + x —2 € Z[x], el cual es un

polinomio primitivo. Ilustremos la demostracién del Lema.

Solucién. Determinamos una factorizacion de f(x) en Q|[x].

4 3
2 N, = _ -
6x-+x—2 (2x—|—3) <3x 2)

N /A J/
—~ —~

=8(x) =h(x)

Luego, sacando el minimo comtin multiplo de cada denominador tenemos:

(3-2)(6x% +x—2) = 3(2x+§) 2(3x_g)

J

Determinamos el contenido de g1 (x), h1(x).
¢1(x) = 6x + 4 por tanto, su contenido es 2 con lo cual g1 (x) = 2(3x + 2).
hi(x) = 6x — 3 por tanto, su contenido es 3 con lo cual g1(x) = 3(2x — 1).

Como f(x) es un polinomio primitivo, entonces (3 - 2) f(x) tiene por contenido

3-2.Asi, (3-2)6x% +x —2 =2(3x +2)3(2x — 1).
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Capitulo 2. Anillos de Polinomios

Entonces 6x> +x —2 = (3x +2)(2x — 1)
Lo cual muestra que f(x) tiene una factorizacioén en Z|x].

Observacion. El lema implica que si un polinomio f(x) € Z|x] es reducible en
Q[x], puesto que cumple con la definicion de reducibilidad, entonces f(x) es

reducible en Z[x].

Teorema 2.8 (Criterio de Schoneman-Eisenstein)
Sea f(x) =ap+a1x+ - - - +a,x" € Z[x]. Si existe un primo p tal que:

1. pfany p*1 ao.
2.plan-1,p|an—2, ..., p| ao.

Entonces f(x) es irreducible en Q|x].

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f(x) es un
polinomio primitivo, pues al sacar el méximo comun divisor de sus coeficientes
no se modifica la hipétesis, ya que p { 4. Supongamos que f(x) se factoriza como
un producto de dos polinomios racionales, por el lema de Gauss, se factoriza
también como el producto de dos polinomios de coeficientes enteros. Luego, si
suponemos que f(x) es reducible, entonces f(x) = g(x)h(x) estard definido como:

flx) = (bo+brx+---+bx")(co+crx+ - +csx®).

Donde, b;, cjson enterosy r > 0, s > 0. Comparando los coeficientes de ambos
miembros tenemos que a4y = byco. Como p | ag entonces p | by 6 p | cp. Ademas,
dado que p? f ag, p no puede dividir a by y cg a la vez. Supongamos que p | by y
que p 1 co. No todos los coeficientes by, b, pueden ser divisibles por p; de otro modo
todos los coeficientes de f(x) serian divisibles por p, lo que es contradictorio, ya

que p 1 a,. Sea by el primer coeficiente de g(x) al que p no divide, conk < r < n.

k
Tenemos entonces que p | by_1, p | by_p,.... Peroag = Y _bi_ici,y p | ary p | b;
i=0
paratodoj € {o,1,...,k—1},de modo que p | byco. yaque p | coy p | by, lo cual
es una contradiccion. Asi, f(x) no puede factorizarse. Por tanto, f(x) es irreducible

en Q[x]. ]
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Ejemplo. El polinomio f(x) = 16x° — 9x* + 3x% + 6x — 21 es irreducible en Q[x].

Solucién. Por el criterio de Eisenstein basta con encontrar un primo p tal que se

satisfagan las condiciones. Consideremos p = 3:

a) 3116y 3?{-21.

b) 3|-9, 3|3, 3|6 y 3|-21
Como las condiciones se cumplen, podemos concluir que f(x) es irreducible en
Q[x].

Ejemplo. El polinomio f(x) = 3x° + 15x* — 20x® 4 10x + 20 es irreducible sobre
Q.

Solucién. Por el criterio de Eisenstein basta con encontrar un primo p tal que se

satisfagan las condiciones. Consideremos p = 5:

a) 513y5%120.

b) 5|15, 5/-20, 5|10 y 5|20

Como las condiciones se cumplen, concluimos que f(x) es irreducible sobre Q.
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Extensiones de campos

Las extensiones de campos nos permiten ampliar la nocién de ndmeros y
estructuras algebraicas més alld de los campos familiares, como los ntimeros
racionales o reales. Estas extensiones desvelan conexiones profundas entre
distintos campos y tienen aplicaciones cruciales en dreas que van desde la teoria

de nimeros hasta la geometria algebraica.

Antes de adentrarnos en el estudio de las extensiones de campos, enunciaremos
algunas definiciones del algebra lineal. Esto nos proporcionara las herramientas
esenciales para comprender y analizar las estructuras algebraicas mds avanzadas

que exploraremos en el contexto de las extensiones de campos.

3.1 Espacios Vectoriales

Definicién 3.1 (Espacio vectorial)
Se dice que un conjunto V es un espacio vectorial sobre un campo F si V es

un grupo abeliano bajo suma (indicado por +) y, si paracadaa € Fyv € V,
hay un elemento av en V tal que las siguientes condiciones se cumplen para

todowa,f € Fytodou,ve V.
1. a(v+u) = av + au.

2. (a4 B)v = av+ Po.

3. a(Bv) = (aB)v.

4. lv =v.

Los elementos pertenecientes a un espacio vectorial reciben el nombre de vectores,



3.1. Espacios Vectoriales

mientras que los elementos pertenecientes a un campo se denominan escalares.
La operacién de combinar un escalar « y un vector v para formar el vector av se
conoce como multiplicacién escalar. En general, utilizaremos letras del final del
alfabeto como u, v, w para representar los vectores, y letras mintsculas griegas

como &, B,y para representar los escalares.

Definicion 3.2 (Subespacio)
Sea V un espacio vectorial sobre un campo F y sea U un subconjunto de V.

Se dice que U es un subespacio de V, si U es un espacio vectorial sobre F

bajos las operaciones de V.

Definicién 3.3
Sea V un espacio vectorial sobre un campo F y vy,...,v, € V. Cualquier

elemento de la forma ajv; + --- 4+ a,v, donde los a; € F se llama

combinacion lineal sobre F de vy, ..., v,.

Definicién 3.4 (Independencia lineal)

Sea S = {vy,...,v,} un conjunto de vectores de V. Si existen a4, ...,a, € F

de manera que no todos los «; son ceros y
w01+ - +oayv, =0

entonces S se dice linealmente dependiente sobre el campo F.

S se dice linealmente independiente sobre el campo F si:
6101+ - +ayv, =0
Implicaque ) =ap =--- =na, =0.

Definicién 3.5 (Base)
Sea V un espacio vectorial sobre F. Un subconjunto B de V es llamado base

para V si B es linealmente independiente sobre F y todo elemento de V es

una combinacién lineal de elementos de B (o también B genera todo V).
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Definicion 3.6 (Dimension)
Si{aj,...,an} es una base del espacio vectorial V, entonces la dimensién de

V esn.

3.2 Extensiones Finitas y Algebraicas

La teoria de campos que se estudiara en este capitulo nos permitird deducir si un
problema geométrico se puede resolver utilizando solamente regla y compas. En
el capitulo 1 mostramos que Q(i) = {a + bi | a,b € Q} es un campo. Ademas se
puede observar que Q(i) contiene a Q. También, vemos a Q(i) como un espacio
vectorial sobre Q. Los vectores {1,i} son una base de Q(i) sobre Q. En efecto,
sia-14+bi =0cona,b e Q,entoncesa = b = 0. Es decir, los vectores 1,i son
linealmente independientes sobre Q. Como, {a-1+bi | a,b € Q} = Q(i), entonces
los vectores 1,7 son generadores de Q(i) como espacio vectorial sobre Q. Por tanto,

Q(i) es un espacio vectorial de dimension 2 sobre Q.

Si F es un subcampo de un campo K, entonces podemos mirar a K como un
espacio vectorial sobre F. Asi, en K podemos hablar de vectores linealmente
dependientes, vectores linealmente independientes, bases, dimensién, etc.
Definicién 3.7

Diremos que K es una extension de un campo F, si K es un campo y F es un

subcampo de K.

Definicién 3.8
Sea K una extension de un campo F. Diremos que la dimensién de K, como

espacio vectorial sobre F, es el grado de K sobre F, que denotamos por [K : F].

Adema cuando [K : F]| sea finito, diremos que K es una extension finita.

Ejemplo. Q(i) es una extension de Q y [Q(i) : Q] = 2.

Puesto que al inicio de este capitulo vimos que el campo Q(i) contiene al campo
Q, implica que Q(i) es una extensién del campo Q. Ademds, vimos que {1,i} es

una base de Q(7) la cual es finita, pues tiene grado dos, por lo tanto, [Q(7) : Q] = 2.
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Las extensiones de campos muchas veces se indican con diagramas. Si E es
una extensiéon de un campo K y K es una extensién de un campo F, entonces

representamos esta situacion por:

H— R —

Teorema 3.1
Sean E una extension de un campo K y K una extensiéon de un campo F.

1. Si [E:K] y [K:F] son finitos, entonces [E: F| es finito. Ademads,
[E : F]=[E : K][K : F].

2. Si [E : F] es finito, entonces [E : K] y [K : F] son finitos.

Demostracion.

1. Sean [E:K]=m y [K: F]=n. Sea {ay,a,...,a,} una base de K sobre F y
{B1,-..,Bm} una base de E sobre K. Basta con mostrar que los mn vectores
a;Bj, forman una base para E considerado como espacio vectorial sobre F, para

que esta primera parte del teorema quede demostrado.

Recordemos que «;f; es una base si «;f; son generadores del espacio vectorial

E sobre F y ademas son linealmente independientes sobre F.

i) Mostremos que ;f;, son generadores del espacio vectorial E sobre F.

Sea 7y cualquier elemento de E, como los ; forman una base para E sobre

K tenemos
¥=b1p1+bBo+ -+ buPm

m
= Z b]‘B] con b] € K.
j=1
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Capitulo 3. Extensiones de campos

Como cada bj € Ky {ay,...,a,} es una base de E sobre K, tenemos que

para cada b]- existen ayj, az;j, . .., ay,j, ast
b]' = a1jey + gy + -+ apjkp
= Zaijoci con ajj € F.
Entonces

¥ =b1B1+ b2+ + bwPm
= (apq + apia + - - -+ ap1a,) B1 + (a1p01 + anas + - - + apa,) B+

+ - almal + apymep + - - -+ anm“n)ﬁm

= ( a11061> ﬁl + (Z%Z“Z) 132 + - <iaimai) ‘Bm
i=1 i=1 i=1
( al]oq)

j=1 \i=

Z 1‘3] con a;; e F.

Con lo cual hemos mostrado que los mn vectores «;; generan E sobre F.

ii) Mostremos que los mn vectores a;f; son linealmente independientes sobre

F.

Supongamos que:
Zci]-((xiﬁj) = 0con Cij € F
=

Entonces

m n
Z (Z c1]a1> bj =0 con ) cjje; € K

i=1
Como los elementos f; son linealmente independientes sobre K, tenemos

que:

n
Y cija; =0 paratodoj € {1,...m}.
i=1

Ahora, puesto que &; son linealmente independientes sobre F, implica
n

que Z cije; = 0, de donde podemos concluir que c;; = 0 para todo
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i € {l,...,n} yj € {1,...,m}. Por tanto, a;8; son linealmente

independientes.

2. Por hipétesis, [E : F| es finito, dado que K es un subespacio vectorial de E,

entonces [K : F] es finito.
Ahora mostremos que [E : K] es finito.

Supongamos que {&1, a2, ..., &, } una base de E como espacio vectorial sobre F.

Para cualquier v € E tenemos
n
v=)_a cona; € F.
i=1
Pero, F es un subconjunto de K lo que implica que a; € K, asi
n
v=)_a cona; € K.
i=1

Por lo tanto, los vectores &, son generadores de E como espacio vectorial sobre K,

esto implica que [E : K] es finito. O

Corolario 3.1
SiF,B,..., F son campos tales que cada campo F;; 1 es una extension finita

de F;, Entonces F, es una extension finita de F;, y ademés,

[Fr 5 Pl] = [Fr 5 Frfl][Frfl 5 Pr—Z] ...... [Fz 5 Pl]

Demostracién. La demostracion la realizamos por induccion.

i) Considerando r = 3.

Por el literal a) del teorema anterior tenemos que F; es una extension finita

de F; y ademas,
[Fg . Fl] = [Fg . Fz] [Fz . Fl]-

ii) Supongamos que se cumple parar = i.

F; es una extension finita de F; y
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[Fi : Fl] = [Pz : Pifl][Fifl : Fifz] ...... [Fz : Pl]

iii) Ahora mostremos que se cumple parar =i+ 1.

Por hipoétesis F;1 es una extension finita de F;, luego, por el literal a) del

teorema anterior tenemos que F; 1 es una extension finita de F; y

[Fi+1 : Pz] [Fifl : Fifz] ...... [Fz : Fll = [Fi+1 : Fz] [Fz : Fl]

= [Fi+l : Fl]
Con lo cudl, F; es una extension finita de F;, y ademas,
[Fr : Fl] = [Fr : Fr—l] [Fr—l : Frfz] ...... [Fz . Fl]

]

Consideremos el real « = /2 + /7. Nos interesa encontrar un polinomio no

nulo f(x) € Q[x] (si es que existe) tal que f(a) = 0. Entonces:

o= (V2+V7)?2=2+2V14+7
o’ =9+2V14
0?2 —9 =214
(a2 —9)* = (2v14)
ot — 184 + 81 = 56
ot —18a% +25 = 0.
Por tanto, « = v/2 + /7 es una rafz del polinomio f(x) = x* — 18x% + 25 € Q[x].

Es decir, « es un nimero algebraico.

De acuerdo a la definicién que sigue, los namero algebraicos son los ntimeros
complejos algebraicos sobre Q.
Definicién 3.9
Sea K una extension de un campo F. Un elemento & € K se dice que es
algebraico sobre F, si existe un polinomio no nulo f(x) € F[x] tal que f(a)=0.

Sia € Kno es algebraico sobre F, se dice que « es trascendente sobre F.
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Nota. Diremos que K es una extension algebraica de F, si todo elemento de K es

algebraico sobre F.

Ejemplos. 1. /2 € R es algebraico sobre Q, dado que /2 es una raiz del
polinomio f(x) = x> — 2 € Qlx].

2. « =1+1i € C es algebraico sobre Q, dado que 1 + i es una raiz del polinomio

f(x) = x*> — 2x + 2. En efecto,

flx)=1+i)*=2(1+i)+2
=142 —1-2-2{+2
=0.

3. Si F es un campo, entonces « € F es algebraico sobre F.

En efecto, sea f(x) = x —a € F[x], luego f(a) = (&) —a = 0.

4. Q(i) = {a+Dbi|ab e Q} es una extension algebraica de Q. Pues, dado que
Q(i) es una extension del campo Q, nos queda mostrar que todo z € Q(i) es
algebraico sobre Q.

Seaz =a+ bi € Q(i)
z—a=bi
(z —a)? = (bi)?
2> —2az+a* = —b?
22 —2az +a® + b* = 0.
Por lo tanto, z = a + bi es una raiz del polinomio f(x) = x> — 2ax + a + b2,

con lo cual, Q(7) es una extension algebraica sobre Q.

Observaciéon. Ya conocemos que los ntimeros complejos que son algebraicos
sobre Q, son los ntimeros algebraicos. En 1844, Liouville demostré que existian
numeros reales trascendentes sobre Q. En 1873, Charles Hermite demostré
que el ntimero e es trascendente sobre Q. En 1882, Carl Louis Ferdinand von
Lindemann demostré que 7t es trascendente sobre Q. En 1934, Gelfond y Schneider

demostraron, en forma independiente, que si 4, b son reales algebraicos sobre Q
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b es trascendente sobre Q. Asi, 2V2 es trascendente

y b es irracional, entonces a
sobre Q. El descubrimiento de estos niimeros reales trascendentes sobre Q, ha
permitido la demostraciéon de la imposibilidad de resolver algunos antiguos
problemas geométricos. Dichos problemas seran abordados en el capitulo 4 de esta

monografia.

Teorema 3.2
Si K es una extension finita de un campo F, entonces K es una extension

algebraica sobre F.

Demostracion. Sea [K : F]=n y « un elemento cualquiera en K. Mostremos que « es
algebraico sobre F.

2

Notemos que «,a%, ... a, o"t1 son vectores en K. Dado que la dimensién de

K como espacio vectorial sobre F es 1, entonces por el algebra lineal sabemos

2

que los n + 1 vectores a,a”,.. ., 2"t son linealmente dependientes sobre

F. Luego, existen elementos ay,4ay,...,4,,4,41 en F, no todos cero, tales que

n+1

ap + axa® + - - + aya” + a, 10"t = 0. Asi, « es una raiz del polinomio f(x) =

a1x +asx? + - - -+ ayx" + a, 1x"*1 € F[x]. Por lo tanto « es algebraico sobre F.  []

Observacién. El reciproco del teorema anterior no es necesariamente valido.

Lema 3.1
Sea K una extension de un campo F y a € K algebraico sobre F. Entonces

1. El conjunto | = {f(x) € F[x] | f(a) = 0} es un ideal del anillo
de polinomios F[x], generado por un polinomio moénico p(x) € F[x]

irreducible sobre F.

2. Existe un tnico polinomio moénico p(x) € F[x] irreducible sobre F tal que

p(a) =0.

Demostracion.

70



3.2. Extensiones Finitas y Algebraicas

1. Primero mostremos que en efecto ] = {f(x) € F[x] | f(a) = 0} es un ideal del

anillo de polinomios F|x].

i) Notemos que p(x) = 0 = 0+ Ox +...0x", luego al evaluar « en p(x)
tenemos, p(«) = 0+ 0a +...0a" = 0. Por tanto 0 € J.

i) Sean f(x),g(x) € Flx].
flx) +8(x) = (f+8)(x)
= f(a)+g(®)  (evaluamos a)
=0+0¢€].
iii) Sea hi(x) € F[x] y g(x) € J, tenemos
h(x)g(x) = (hg)(x)
— h(a)g(x)  (evaluamos &)
= ()0
—0e].

Puesto que F|x] es conmutativo, g(x)h(x) € J.

Por tanto, ] es un ideal de F|x].

Ahora, demostraremos que g(x) es irreducible sobre F. Supongamos que q(x)
es reducible sobre F. Existen polinomios g(x),h(x) en F|x] tales que
q(x) = g(x)h(x) con deg(g) < deg(q) y deg(h) < deg(q).
Pero q(a) = g(a)h(a) = 0, de donde g(a) = 0 6 h(a) = 0. Si suponemos que
g(a) = 0, entonces se tiene g(x) € | = (q(x)). Luego, existe r(x) € F[x] tal que
g(x) = g(x)r(x). Ahora,
g(x)(1 = h(x)r(x)) = g(x) — (g(x)h(x))r(x)

= 8(x) —q(x)r(x) = g(x) —g(x) = 0.
Dado que, g(x)(1 — h(x)r(x)) =0,g(x) # 0y F[x] no tiene divisores del cero,
concluimos que h(x)r(x) = 1. Luego, h(x) =a € Fcona # 0y r(x) = a~!. Por

lo tanto, g(x) = g(x)a, de donde

deg(q) = deg(g - a) = deg(g) + deg(a) = deg(g) + 0 = deg(g)

71



Capitulo 3. Extensiones de campos

lo que es una contradiccin. Se concluye que g(x) es irreducible sobre F.

Ahora, si suponemos que q(x) = ag + a1x + - - - + a,x" con a, # 0, entonces el
polinomio p(x) = a,;'g(x) € F[x] es ménico y ademas, ] = (p(x)). Luego, p(x)

es irreducible sobre F, dado que g(x) lo es.

Sea t(x) € F[x] un polinomio irreducible ménico tal que f(«) = 0. Entonces
t(x) € ] = (p(x)) yasi, t(x) = p(x)r(x) conr(x) € Flx]. Sideg(r) > 1, luego,
dado que deg(p) = n > 1, se obtiene que f(x) es reducible, una contradiccion.
Por lo tanto, deg(r) = 0y asi, r(x) = ¢ € F. Como f(x) = cp(x), entonces
deg(t) = deg(p) = n. Los coeficientes de x" de los polinomios ¢(x) y cp(x) son
1y ¢, respectivamente, pero estos polinomios son iguales, lo que implica que

c =1,dedonde f(x) = p(x). Asi p(x) € F[x] es tnico.

Definicién 3.10

Sea K una extension de un campo F y « € K algebraico sobre F. Entonces el
tnico polinomio irreducible moénico p(x) € F[x] tal que p(a) = 0 se llama el

polinomio irreducible de « sobre F y deg(p) es el grado de a sobre F.

Ejemplo. Encontrar el polinomio irreducible de V/3 4+ /7 sobre Q.

Solucién. Seaa = /3 + /7, luego

(@)* = (V3+V7)?
02 =34+2vV21+7
a2 =104 2v21

(a2 —10)% = (2v/21)?
at —20a% 416 = 0.

Entonces & = v/3 + /7 es una raiz del polinomio p(x) = x* —20x2 + 16.

Nos queda por mostrar que p(x) es irreducible sobre Q.
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Supongamos que p(x) es reducible, luego por el Lema de Gauss, p(x) se puede

factoriar como el producto de dos polinomios con coeficientes en Z. Asi:

x* —20x% + 16 = (x* +ax + b)(x* + cx + d)

= x* 4 (a+0)x® + (b+d + ac)x* + (ad + bc)x + bd.

De donde tenemos

(
a+c=0
b+d+ac=-20
ad +bc=0
bd =16
\
De las ecuaciones ad + bc =0y a = —c, tenemos 0 = ad —ab = a(d — D).

Sia =0, entonces b+ d +20 =0y bd = 16, luego

0= b(b+d+20)
= b* 4 bd +20b
= D*+20b+16
= (b+10)> - 84.

De donde (b + 10)? = 84 con b € Z, lo que es una contradiccién, puesto que
b=+v84—-10 ¢ Z.

Sid = b, entonces b? = 16,asi, b =46 b = —4.

Sid =b =4, tenemosd +b+ac =8+ ac = —20 con lo cuél ac = —28 y como

a = —c tenemos que a*> = 28 con a € Z, lo que es una contradiccién, puesto que
a==+v28¢Z.

Sid =b= —4,tenemosd + b+ ac = —8+ac = —20 con lo cudl ac = —12 y como

a = —c tenemos que a* = 12 con a € Z, lo que es una contradiccién, puesto que
a=+V12¢ Z.
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Con lo cual vemos que no es posible factorizar p(x). Por tanto, p(x) es irreducible

sobre Q.

De esta manera tenemos que el polinomio irreducible de v/3 + /7 es:
p(x) = x* — 20x% 4 16.

Ejemplo. Encontrar el polinomio irreduciblede p =a+bicona,b € Ryb # 0
sobre RR.

Solucién. Tenemos que:
(B —a)* = (bi)?
[32 —2aB + a? = —b?
B> —2ap+a*+1b* =0
Por tanto, B es una raiz del polinomio p(x) = x?> — 2ax + a? + b> = (x —a)? + b,

Ahora mostremos que p(x) es irreducible sobre Q.

Como p(x) = (x — a)? + b?, tenemos que p(x) no tiene raices, en efecto, ya que
b # 0, tenemos que b*> > 0y p(x) > 0. Al no tener raices p(x) y dado que su grado

es 2, podemos concluir que p(x) es irreducible sobre Q.

Sea K una extension de un campo F y « € K no necesariamente algebraico sobre

F. Denotaremos por F[a] al conjunto formado por todos los elementos de la forma

f(«), donde f(x) € F[x]. Es decir,

Fla] = {f(a) | f(x) € Flx]}.

F[a] es un dominio integro, su demostracion es andloga a como se demuestra
que el conjunto F[x] es un dominio integro. Denotaremos por F(«) al campo de

fracciones de F|a]. Luego,

F(a) = { £ | f(a),2(a) € F(a) y g(a) #0}.

Ademas F(«) es el campo més pequefio que contiene a F y «.
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Teorema 3.3
Sea K una extensién de un campo F y « € K. Entonces

a) ¢q : F[x] — F[a] definida por ¢ (f(x)) = f(«) para todo f(x) € F[x], es

un homomorfismo de anillos.

b) Si a € K es trascendente sobre F, entonces F[x] y F[a] son dominios

integros isomorfos.

c) Sia € K es algebraico sobre F, entonces F(«) es un campo y F(«) = Fla].

Demostracién. a) Mostremos que en efecto se cumplen las dos propiedades para

ser un homomorfismo.
Sean f(x),g(x) € F[x]
i) Adicion
¢u(f(x) +8(x)) = Pu(f +8)(x)
= (f+8)()
= fla) +g(w)
= ¢a(f (%)) + Pa(g(x)).

ii) Producto

Pu(f(x)8(x)) = Pu(fg)(x)
= (f8)(a)
= fla)g(a)
= Pu(f(x))Pa(8(x)).

Por tanto, ¢, es un homomorfismo de anillos.

b) Como « € K es trascendente sobre F, por definicién de trascendente sabemos

que no existe un polinomio no nulo f(x) € F[x] tal que f(a) = 0. Luego

Ker(¢) = {f(x) € Flx] | ¢u(f(x)) = 0}
= {f(x) € Flx] | f(a) = 0}

= {0} puesto que « es trascendente.
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Por el Teorema 1.5 (3) implica que ¢, : F[x] — F[a] es una funcién inyectiva,
lo tnico que nos falta mostrar es que ¢, sea sobreyectiva, pero por definiciéon
Fla] = {f(a) € F| f(x) € F[x]}, lo que nos garantiza que ¢, es sobreyectiva,

entonces obtenemos que F[x] y F|a] son dominios de integridad isomorfos.

¢) Como « € K es algebraico sobre F y p(x) es el polinomio irreducible de
sobre F, entonces por el Lema 3.1, literal (), p(x) es un generador del ideal
J={f(x) € F[X] | f(x) = 0} del anillo F[x]. Dado que ] = Ker(¢), entonces
por el primer teorema de isomorfismo de anillos, los anillos F[x]/{p(x)) e
Im(¢,) = Fla] son isomorfos. Pero, F[x|/(p(x)) es un campo, dado que p(x)
es irreducible sobre F. Por lo tanto, F[«] es un campo, luego F[a] es un campo

que contiene a F y «, en efecto:

a) « € Fla].
Consideremos el polinomio f(x) = x € F[x]. Entonces, f(a) = a lo que
implica que « esta en Fa].

b) F € Fla].
Consideremos cualquier elemento a4 € F. Podemos representar a como el
polinomio constante f(x) = a en F[x]. Luego, f(«) = a, lo que implica que

a esta en F|a], con lo cual obtenemos que F € Fla].
Por tanto F(«) = Fla].
[
Ejemplo. Los campos Q(7) y Q(x) son isomorfos. En efecto, puesto que m € R
es un elemento trascendente sobre Q, entonces por el teorema anterior, literal b,

tenemos que Q7] y Q[x] son dominios integros isomorfos, 1o que implica que sus

respectivos campos de fracciones Q(7r) y Q(x) son isomorfos.

Si p es un niimero primo, por el criterio de Schoneman-Eisenstein, el polinomio

p(x) = x" — p es irreducible sobre Q. El siguiente teorema permitira afirmar que

{1, /P, /p? ..., /p"~*} es una base del campo Q({/p) como espacio vectorial
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sobre Q. En consecuencia,

Q(p) ={ao+a/p+- +an_1\/p" 1| ag,a1,...,a,-1 € Q}.

Teorema 3.4
Sea K una extension de un campo F, « € K algebraico sobre F y p(x) €

F[x] el polinomio irreducible de a sobre F con deg(p) = n. Entonces la
extension F(a) de F es el espacio vectorial sobre F, generado por los vectores

1a,...,a" 1. Ademas, [F(«) : F] = n.

Demostracién. Debemos demostrar que

F(a) ={ag+ma+--- + a0 | ag,a4,...,a,_1 € F}

n

y que los vectores 1,4, ..., « —1 gon linealmente independientes sobre F.

Denotemos por U al conjunto {ao +a+ - +a, 2" Vag,aq,...,0,1 € F}.

Para demostrar que F(«) = U, por el Teorema 3.3, basta probar que U = F|a]. Se
cumple que U C F[a]. Consideremos ahora, f(«) un elemento cualquiera en F|a],
donde f(x) € F[x]. Por el algoritmo de la division existen polinomios g(x), r(x)
en F[x] tales que f(x) = p(x)gq(x) +r(x), donde r(x) = 0 6 deg(r) < deg(p) = n.
Luego,

r(x) =co+c1x+ -+ cp_1x" € Flx].

Pues el deg(r) < deg(p) = n, lo que implica que el grado de r(x) puede ser a lo

maés n — 1. Por lo tanto,
f(‘x) = p(“)q(ﬂ() + 1’(0() = T((X) — CO _|— Cllx _|_ . + Cl’l—l‘xn—l c u’

lo que demuestra Fla] C U. Asi, F(a) = Fla] = U.

n—1

Para demostrar que [F(a) : F|] = n, basta probar que 1,a,...,a" " son

n—1

linealmente independientes sobre F. Sea ap + aja + - - - 4+ a,_1& = 0 con

ag,ai, - .., a,—1 € F. Definiendo el polinomio ¢(x) = ag + ayx + -+ - +a,_1x" 1,
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obtenemos que g(x) es un elemento del ideal | de F[x]|, considerado en el Lema
3.1(1).Como J = (p(x)), existe g(x) € F[x] tal que g(x) = p(x)q(x).

Si suponemos que g(x) # 0, entonces deg(g) < n — 1 y ademads,
deg(g) = deg(p) + deg(q) = n + deg(g), lo cual implica que deg(g) > n, una
contradiccién. Por lo tanto, g(x) = ag +a1x + -+ +4a,_1x""1 = 0, de donde
ag=a;=---a,_1 =0.Asi, 1,a,... a"1

F. []

son linealmente independientes sobre

Sean K una extensién de un campo Fy «, f € K algebraicos sobre F. Entonces
del teorema anterior, F(«) es una extension finita de F y F(a)(B) es una extension

finita de F(«). Denotaremos el campo F(«)(B) por F(a, B).

Teorema 3.5
Sea K una extension de un campo F y «, B € K algebraicos sobre F. Entonces

F(a, B) es una extension finita de F y ademés,

[F(a, B) : F| = [F(a, B) : F(a)][F(a) : F].

Demostracion. Por el Teorema 3.4, [F(«) : F| es finito. Como B es algebraico sobre
el campo F, entonces existe un polinomio no nulo g(x) € F[x] tal que q(B)=0.
Pero g(x) € (F(a))[x], luego B es algebraico sobre F(x) y en consecuencia,

(F(«))(B) = F(a, B) es un extension finita de F(a). De esta manera tenemos:

Luego, dado que [F(a, B) : F(«)]y [F(«) : F] son finitos, del Teorema 3.1 obtenemos

que [F(w, B) : F] = [F(a,B) : F(a)][F(«) : F] es finito. O
Observacion. Si en el teorema anterior tenemos que [F(x) : F] = n y que
[F(e)(B) : F(x)] = m, entonces por el Teorema 3.1, {1,...,a" 1} es una
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base de F[a] sobre F y{1,...,p" 1} es una base de F(x)(B) sobre F(«). Asi.
{p'n|ie{0,....n—1},j € {0,...,m —1}} es una base de F(«)(B) sobre F.
Como cada producto fia/ € F(B)(a), entonces F(a)(8) C F(B)(a). Utilizando

el mismo argumento, obtenemos que F(B)(x) C F(a)(B). Por lo tanto,
F(a,B) = F(B, ).
Ahora, si K es una extension de un campo F y aq,ay,...,a, € K son algebraicos

sobre F, entonces denotaremos

F (a1, a2) = (F(ag)(a2), F(a1, a2, a3) = (F(a1, a2))(a3)

y, en general, F(ay, ap,...,0,) = F(ag,a, ..., a,-1)(an).

Ademads, sic:{1,2,...,n} — {1,2,....n} es una biyeccion, entonces

F (‘Xl/ &, .. -/‘Xn) =F (0(0(1),0((7(2),. . -1“(7(?1)) .

Corolario 3.2
Sea K una extensién de un campo F y a1, a2, ...,a, € K algebraicos sobre F.

Entonces F(a1, &y, ...,%,) es una extension finita de F y ademads,

[F(ag,..., ) F] = [F(aq, ..., an) : Fag, ..., ap-1)]...... [F(aq) : F].

Teorema 3.6
Si E es una extension finita de un campo F, entonces existen elementos

a1,00,...,0, € E tales que E = F(ag,a2,...,0,).

Demostraciéon. Si [E : F| = 1, entonces E = F(1) = F. Si E # F, entonces
existe #; € E tal que ay ¢ F. Como a; es algebraico sobre F, entonces por el
Teorema 3.4, [F(aq) : F] es finito, ademads, los vectores 1,a; son linealmente
independientes sobre F, de donde [F(a1) : F] > 1. Si E = F(aq), entonces
se obtiene el teorema. Si E # F(aj), existe ap € E tal que ap ¢ F(aq) y los
vectores 1, a1, ap son linealmente independientes sobre F y asi, [F (a1, a2) : F|] > 2.
Nuevamente, si E = F(a1, &) se obtiene el teorema. Este proceso debe ser finito,

de no ser asi encontrariamos un conjunto infinito de vectores en E linealmente
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independientes sobre F, contradiciendo la hipétesis. En consecuencia, continuando

con este proceso, deben existir ay, ..., a, € E tales que E = F(aq, ..., &n). O

Teorema 3.7
Si K es una extensién algebraica de un campo E y E es una extension

algebraica de un campo F, entonces K es una extension algebraica de F.

Demostracién. Sea « un elemento cualquiera en K. Debemos de mostrar que a es

algebraico sobre F.

Por hipétesis, K es algebraico sobre E. Luego, existe un polinomio no nulo
g(x) = bp+bix+ -+ byx" con by, by,...,b, € E tal que g(a) = 0. Como E
es algebraico sobre F, los elementos by, by, ..., b, € E son algebraicos sobre F y
por el Corolario 3.2, F(by, b, ..., b,) es una extension finita de F. Notemos que
g(x) =bo+brx+---+byx" € (F(by,by,...,b,))[x] y g(a) =0, por lo tanto, a es
algebraico sobre F(by,by,...,b,) y por el Teorema 3.4, F(by,by,...,b,)(a) es una

extension finita de F(by, by, . .., by). En consecuencia, tenemos

F(by,by, ..., by)(x)

F(by,by,...,by)

Finalmente, [F(by,by,...,bn)(a) : F(by,by,...,bn)], [F(b1,ba,...,b,) : F] son
finitos, lo que implica que [F(by, by, ..., by)(«) : F] es finito. Asi, por el Teorema

3.2 a es algebraico sobre F. O

Ejemplo. Se tiene que p(x) = x* — 20x2 + 16 es el polinomio irreducible de v/3 +
V7 sobre Q, Luego [Q(V3+ v7) : Q] =4y {1,V3+ V7, (V3+V7)% (V3+V7)%}
es una base de Q(\/§ +7 ) como espacio vectorial sobre Q. Por lo tanto, los
elementos del campo Q(+/3 + 1/7) son de la forma a + b(v/3 + v/7) +c(v/3 +
V7)24+d(v/3++7)3 cona,b,c,d e Q.
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Ejemplo. Demostrar que [Q(+/3,1/7) : Q] = 4

Soluci6én. Sabemos que Q(v/3,v7) = (Q(+/3))(1/7), asi tenemos

El polinomio irreducible de /3 sobre Q es g(x) = x2 — 3, luego,

Q(V3) = {a+bv3 | a,b € Q}. Ahora mostremos que el polinomio irreducible de
/7 sobre Q(1/3) es p(x) = x> — 7, para ello lo tinico que debemos mostrar es que
p(x) no tiene raices en Q(+/3).

Supongamos que a = a + by/3 es una raiz de p(x). Entonces
p(a) = (a+bV3)2 =7 =a? +2abV/3+30* -7 =0

Como 1, /3 son linealmente independientes sobre Q, entonces a2 +32—-7=0 y
2ab+/3 = 0. Ahora, si a = 0 entonces b*> = Z lo que implica que b = % Z Q.

Si b = 0 entonces a> = 7 lo que implica que a = /7 ¢ Q.Por tanto, p(x) no
tiene raices en Q(/3). Asi p(x) es el polinomio irreducible de /7, con lo cual
[Q(v3))(v7) : Q(v/3)] = 2. Luego, como {1,1/3} es una base de Q(+/3) como
espacio vectorial sobre Q, entonces [Q(1/3) : Q] = 2, por el Teorema 3.1

[Q(V3,v7): Q] = [Q(v3))(V7) : Q(V3)][Q(V3) : Q]
=2.2=4

Ademas, {1, V3,v7,v/21 } es una base de Q(\/g)) (\/7 ) como espacio vectorial
sobre Q.

Ejemplo. Demostrar que Q(+/3,v/7) = Q(v/3 + /7).

Solucién. Vemos que V3+7 € Q(\/g, V7 ) lo que implica que Q(\/§ +7 ) es

un subcampo de Q(+/3, /7). Por los ejercicios anteriores se sabe que
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[Q(V3+V7):Q] =4y [Q(V3,Vv7):Q] =

entonces [Q(v/3,v7) : Q(+v/3 4+ v/7)] = 1. Por tanto, Q(v/3,V7) = Q(V3 + V7).

Ejemplo. Demostrar que Q(+/3, v/7) es una extensién finita de grado 6.

Solucién. Se sabe que Q(v/3,v/7) = Q(v/3)(v/7) = Q(V7)(+/3), luego

/\
\/

Tenemos que el polinomio irreducible de v/3 sobre Q es q(x) = x> — 3 y el
polinomio irreducible de v/7 sobre Q es q(x) = x*> — 7. Dado que v/3 y v/7 son
algebraicos sobre Q, entonces por el Teorema 3.5, Q(\/g, V7 ) es un extension finita
de Q. Utilizando el Teorema 3.1, obtenemos que 2 y 3 son divisores de [Q(v/3,V7) :
Ql. Por lo tanto, [Q(v/3,V/7) : Q] > 6. El polinomio g(x) = x*> — 7 € Q(+/3)[«] se
anula en v/7, luego el polinomio irreducible de v/7 es un divisor de g(x). Por lo

tanto, [Q(v/3), V7) : Q(v/3)] < 3.

Utilizando nuevamente el Teorema 3.1, concluimos que

[Q(V3,V7): Q] = [Q(V3),V7) : Q(v3)][Q(V3) : Q] > 6.

Por lo tanto, [Q(v/3,V/7) : Q] = 6. Ademds obtenemos que g(x) = x> — 7 es
el polinomio irreducible de v/7 sobre Q(v/3). Asi, {1,V/7, vV49} es una base de
Q(+/3,V/7) sobre Q(v/3). Como {1, v/3} es una base de Q(+/3) sobre Q, entonces
obtenemos que {1, v/'7, v/49,v/3,V/3v/7,v/3v/49} es una base Q(1/3, v/7) sobre Q.

Ejemplo. Demostrar que Q(v/3 + v/7) = Q(+/3,V/7) y encontrar el polinomio
irreducible de v/3 + v/7 sobre Q.
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Solucién. Observamos que /3 4 v/7 es un elemento en el campo Q(+/3, V7).
Luego, Q(v/3 + v/7) es un subcampo de Q(v/3,v/7). Como Q(v/3 + v/7) es
un subespacio vectorial de Q(\/g, 7 )y Q(\/g, /7 ) es un subespacio vectorial
de dimensién 6 sobre Q, entonces Q(\/§ + V7 ) es un subespacio vectorial de

dimensién finita sobre Q. Luego tenemos

[Q(V3,V7) : Q(V3+V7)[Q(V3+V7) : Q] = [Q(V3,V7) : Q] = 6.

Dado que v/3 + v/7 ¢ Q, entonces 1 < [Q(+/3,v/7) : Q] < 6.
Asi [Q(\/g, \3/7) : Q] = 2,366.Si [Q(\/§, \3/7) : Q] = 2 entonces, existe un

polinomio ménico irreducible p(x) = x> + ax + b € Q tal que:

p(V3+V7) = (V3+V7)2+a(V3+V7)+b
= b+3+ V49 + aV3+av7+2V3V7 = 0.

Por ejemplos anteriores sabemos que 1, \3/7, v/ 49, \/5, \/5\?77, \/5\3/ 49 son
linealmente independientes sobre Q. Luego, obtenemos que 1 = 0, lo que es
una contradiccion. Si [Q(v/3 + v/7) : Q] = 3, entonces existe un polinomio ménico

irreducible de p(x) = x> + ax? + bx + ¢ € Q tal que:

p(V3+V7) = (V3+ V7P +a(vV3+ V72 +b(V3+V7) +c¢
= 3V/3 + 9V/7 + 3v/64827 + 7 + 3a + 2v/1323a + V/49a-+

+V3Bb+V7b+c
= (Ba4c+7)+ (b+9)V7 +av49 + (b+3)V3+
+2a\/3V/7 4 21/3V/49.

Luego, obtenemos que 2 = 0, una contradiccién. Entonces, [Q(\/§ + \3/7 ): Q] #3,
asi tenemos que [Q(\/§~|— \3/7) : Q] = 6, luego [Q(\/g, \377) : Q(\/§+ \377)] =6,lo
que implica que Q(v/3,V/7) = Q(v/3 4 v/7). Ahora nos queda por encontrar el
polinomio irreducible de /3 + /7 sobre Q.
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Seaa = \/§ + \3/7 entonces

a—3=7

(= V3)> = (V7)?

0 —3vV3a2+9a—-3V3=7

(a3 4+ 9a — 7)% = (3v/3a® + 3V/3)

0 +18a* — 140> + 81a® — 126 + 49 = 27a* + 5442 + 27
w® —9nt — 1443 + 274 — 1260 4+ 22 = 0.

Asi, \/3 4 v/7 es una raiz de p(x) = x® — 9x* — 14x% 4 27x% — 126x + 22 = 0.

Necesariamente, g(x) debe ser irreducible sobre Q. En efecto, si suponemos que
g(x) no lo es, entonces [Q(v/3 + v/7) : Q] < 6, lo que contradice lo demostrado

anteriormente.

3.3 Raices de Polinomios Irreducibles

Podemos afirmar que, si F es un subcampo de C y p(x) € F[x] es un polinomio
irreducible sobre F de grado n, entonces existe una extensién E de F tal que
[E : F] = nyexiste a € E tal que p(a) = 0. En efecto, por el Teorema Fundamental
del Algebra, sabemos que existe una raiz « € C de p(x). Ademads, E = F(a) es una
extension finita de F de grado n. La afirmacién anterior también es vélida para
un campo cualquiera F, no necesariamente un subcampo de C, este resultado lo

demuestra el siguiente teorema.

Teorema 3.8 (Teorema de Kronecker)
Sea F un campo y p(x) € F[x] un polinomio irreducible sobre F con

deg(p) = n. Entonces el campo E = F[x]|/(p(x)) es una extension finita

de F tal que [E : F| = ny existe « € E tal que p(a) = 0. Ademés, F(x) = E.

Demostracion. Puesto que p(x) € F[x] es un polinomio irreducible sobre F, por el
Teorema 2.7 (<) p(x) es maximal, entonces el anillo cociente E = F[x]/(p(x)) es

un campo.
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Demostraremos primero que E es una extension de F. Para ello empezamos
demostrando que la funcién o : F — F[x]/(p(x)) definida por c(a) = a + (p(x))

es un monomorfismo.

e Mostremos que ¢ es un homomorfismo.

Seana,b € F.
1. Adicion
cla+b)=a+b+ (p(x))
= (a4 (p(x))) + (b + (p(x)))
=o(a) +o(b).
2. Producto

Por tanto, ¢ es un homomorfismo.

e Mostremos que ¢ es inyectivo, es decir, debemos mostrar que si 0(a) = o(b)
entonces a = b.
o(a) = o(b)
a+(p(x)) = b+ (p(x))
a—b+(p(x)) =0+ (p(x)).

De donde obtenemos que a = b.

Por tanto, concluimos que ¢ es un monomorfismo.

Ahora, podemos identificar un elemento cualquieraa € F cona + (p(x)) € Ey

escribir a = a + (p(x)). Esto nos permite decir que E es una extension de F.

A continuacién mostraremos que E es una extension finita de grado n sobre
F. Del Lema 2.3 tenemos E = {ag+ajx + - +a, 13" 1+ (p(x)) | ao,...,a,_1 €
F}. Donde los vectores 1+ (p(x)) x + (p(x)),...,x" "1 + (p(x)) son generadores

de E como espacio vectorial sobre F. Ademads, estos vectores son linealmente
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independientes sobre F. Si suponemos que

ao(1+ (p(x))) +ar(x + (p(x))) + -+ + 2y (x" 71 + (p(x))) = 0+ (p(x))

con ap,ay,...,a,_1 € F, entonces
ag+mx+ -+ a, X"+ (p(x)) = 0+ (p(x))

de donde ag + a1x + - - - + a,_1x""1 € (p(x)). Como deg(p) = n, necesariamente
ag+aix+---+a,_1x* 1 =01lo cual implica que ap = a4y = --- = a,_1 = 0. Por

lo tanto, E es una extension finita de Fy [E : F| = n.

Supongamos que p(x) = by + byx + - - - + byx" € F[x]. Entonces & = x + (p(x))

es una raiz de p(x). En efecto:

p(a) =bo +b1(x+ (p(x))) + -+ bu(x + (p(x)))"
=bo+b1(x+ (p(x))) + -+ bu(x" + (p(x)))
=by +bix+---+bux" + (p(x))
= p(x) + (p(x)) =0+ (p(x)) = 0.

Por altimo, como [F(«) : F| = n, [E : F| = ny F(a) es un subcampo de E, tenemos

que F(a) = E. O

Corolario 3.3
Sea F un campo y f(x) € F[x] un polinomio no constante. Entonces existe

una extension finita E de F con [E : F] < deg(f) y « € E tal que f(a) = 0.

Demostracion. Sabemos que f(x) es irreducible sobre F o f(x) se puede escribir
como el producto de polinomios irreducibles sobre F. Sea p(x) un factor irreducible
de f(x). Por el teorema anterior existe una extension finita E de F tal que

[E: F] = deg(p) y « € E tal que p(a) = 0. Claramente, a € E es una raiz de f(x)
y [E: F] < deg(f). O

Ejemplo. Sea f(x) = x* — 7x? + 10 € Q[x]. Construiremos una extensién E de Q

donde f(x) tenga una raiz. Notemos que f(x) = (x*> — 2)(x? — 5) no tiene raices
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en Q. El polinomio p(x) = x> — 2 € Q[x] es un factor de f(x), irreducible sobre Q.
Por el Corolario 2.4, el anillo cociente E = Q[x]/(x? — 2) es un campo. Ademds, E
es una extension finita de Q, [E : Q] = deg(x*> —2) =2ya =x+ (x> —2) € Ees

una rafs del polinomio x> — 2 € Q[x], en efecto:

-
—~
=
N~—
—~~
)
N
I\)
N~—
/—\
N
|
Q1
N~—

((x + (22 2>)2—2)((X+<x2—2>)2—5)
0((x + (x> —2))2—=5) =0.

La demostraciéon del Teorema 3.8 nos entrega un método para construir
extensiones de un campo F. En el siguiente ejemplo construiremos una extensiéon
finita del campo Z/2 = {0,1} con 4 elementos. Para simplificar la notacién

escribiremos 2 = a paraa € Z/2.

Ejemplo. El polinomio p(x) = x>+ x + 1 € Z/2 es irreducible sobre Z /2 dado
que deg(p) = 2y p(x) no tiene raices en Z/2, puesto que p(0) = 1y p(1) = 1.
Por lo tanto, (p(x)) es un ideal maximal del anillo Z/2[x] y en consecuencia, el
anillo cociente E = Z/2[x]/{p(x)) es un campo. La funcién o : Z/2 — E definida
por o(a) = a+ (p(x)), es un monomorfismo de anillos. Asi podemos identificar

a€Z/2cona+ (p(x)) € Eyescribira =a+ (p(x)).

Luego E = {a+bx+ (p(x)) | a,b € Z/2},dondea = {0,1} y b = {0,1}.
Asi, E = {0+ (p(x)),1+ (p(x)),x + (p(x)),1 + x + (p(x))} De acuerdo a la
demostracion del teorema anterior, el elemento « = x + (p(x)) es una raiz de p(x)
y, por lo tanto, 2+a+1=0Asi,a?=—-a—1=ua+1. Luego, E=0,1,a,a + 1.
De esta forma hemos construido un campo con 4 elementos con las siguientes

tablas de adiciéon y multiplicacién:
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+ 0 1 o x+1 0 1 o x+1
0 0 1 ! a+1 0 0 0 0 0
1 1 0 a+1 o 1 0 1 o x+1
o o a+1 0 1 o 0 o x+1 1
a+1|a+1 « 1 0 a+1|0|a+1 1 o

Ejemplo. Utilizando los mismos argumentos del ejemplo anterior, el polinomio
p(x) = x® + x +1 € Z/2[x] es irreducible sobre Z /2, de donde el anillo cociente
E =2Z/2[x]/{p(x)) es un campo. Asi E = {a + bx + cx?> + (p(x)) | a,b,c € Z/2}
cona=b=c=1{0,1}.

Por tanto,

E = {0+ (p(x)), 1+ (p(x)),x + (p(x)), 1+ x + (p(x)), x> + (p(x)),1 + x* +
(p(x)), x + 2%+ (p(x)), 1+ x4+ x>+ (p(x)) }.

Como a = x + {p(x)) es una raiz de p(x), entonces a® +a +1 = 0. Asf,
0>=—-a—-1=a+1.Luego, E={0+1+a,a+1,a%a>+1,a>+a,a®+a+1}.
De esta forma hemos construido un campo con 8 elementos con las siguientes

tablas de adicién y multiplicacion:

+ 0 1 w a+1 a? a?+1 >+a | a?4+a+1
0 0 1 o a+1 a? a?+1 >+ a®+a+1
1 1 0 a+1 o a?+1 a? | a4
® a w41 0 1 > 4+a | aldatl a? a?+1
a+1 a+1 o 1 0 a1 a4 a? 41 a?
a? a? a?+1 a4+ a?+a+1 0 1 o a+1
a?+1 a?+1 a? ?4+a+1| a®+u 1 0 a+1 w
o 4w 4w a4 a+1 a? a?+1 o a+1 0 1
P +a+1|a?4+at1 o>+ a?+1 a? a+1 o 1 0
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0 1 « a+1 a? a?+1 W +a |attatl
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 « a+1 a? a?+1 +a |’ +a+1
« 0 « a? a4+ a+1 1 +a+1| a%24+1
a+1 |0 a+1 a? +a a?+1 | a?4at1 a? 1 ®
a? 0 ? a+1 +a+1| 24w ® a?+1 1
a’+1 |0| a2+1 1 a? « a?+a+1 a+1 a4
a4+ |0 a®+a |aP+a+l 1 a?+1 a+1 ® a?
W +a+1|0|a2+a+1] a?+1 ® 1 a4+ a? a+1

3.4 Clausuras Algebraicas
En esta seccién se demostrarad que el conjunto
Q = {a € C es algebraico sobre Q}

es una extension algebraica de Q y algebraicamente cerrada. Este resultado nos

permitird demostrar que el reciproco del Teorema 3.2 no siempre es vélido.

Teorema 3.9
Sea E una extension de un campo F. Entonces el conjunto

Fp = {a € E | « es algebraico sobre F}

es un subcampo de E, llamado la Clausura algebraica de F en E.

Demostracién. Sean a, B € Fg. Como por hipétesis &, B son algebraicos sobre F,
entonces por el Teorema 3.5 tenemos que F(«, B) es una extension finita de F, luego
por el Teorema 3.2, F(«, B) es una extension algebraica de F, de donde F(a, B) C F.
Ast,a + B, —a, aBy alcona # 0 son elementos de F(«, ) C Fr. De esta manera,

aplicando el Lema 1.3, tenemos que Fr es un subcampo de E. O

Observacion. Se tiene que Fg = E, si E es una extension algebraica de un campo

F, cuando E es una extesion finita de F.

Ejemplo. La clausura algebraica de R en C es C. En efecto, a 4 bi cona, b € R es

una raiz del polinomio f(x) = x? — 2ax + a + b* € R[x].
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Teorema 3.10
La clausura algebraica de Q en C es un campo algebraicamente cerrado.

Demostracion.

Debemos demostrar que el campo Q¢ = {a € C | a es algebraico sobre Q} ea
algebraicamente cerrado. Denotemos Q =0Q¢ ysea f(x) =ap+aix+---+aux" €
Qlx] con deg(f) = ny n > 1. Por el Teorema Fundamental del Algebra, existe
un elemento & € C tal que f(a) = 0. Ahora debemos probar que « € Q. Como
ag,ay, . .. ,a, son algebraicos sobre Q, entonces Q(ay, . . ., a,) es una extension finita

sobre Q, lo que implica que Q(ay, . ..,a,) es una extension algebraica sobre Q.

Ahora f(x) € Q(ag,...,a,)[x] con f(x) = 0, es decir, a es algebraico sobre
Q(ao, ..., a,). Luego, Q(ay,...,a,,«) es una extension finita de Q(ay,...,a,) vy,
por lo tanto, Q(ay, . ..,a,, &) es una extension algebraica sobre Q(ay, ..., a,). Del
Teorema 3.7, concluimos que Q(a, . .., a,, &) es una extension algebraica sobre Q,

lo que implica que « es algebraico sobre Q. Asf, hemos demostrado que « € Q. [

Observacién. Vamos a mostrar que el reciproco del Teorema 3.2 no es vélido. En
efecto, Q = {a € C | a es algebraico sobre Q} es un campo. Ademads, Q no es
una extension finita del campo Q. Si suponemos que [Q : Q] = 1, entonces "v/2
es un elemento en Q y "V/2 es una raiz del polinomio p(x) = x"*1 —1 € Q[x]
y luego, Q( "V/2) C Q. Por el criterio de Eisenstein, p(x) es irredicuble sobre Q.

Ahora, Q( "*/2) es una extensién de Q de grado 1 + 1, lo que es una contradiccion.

3.5 Derivada de un polinomio

En esta secciéon daremos una difinicién algebraica de la derivada de un polinomio
sin hacer uso del concepto de limite, también estudiaremos algunas definiciones
que nos permitird demostrar que si F es un subcampo de los nimeros complejos y
p(x) € F[x] es un polinomio irreducible sobre F de grado n, entonces p(x) tiene n

raices distintas en C.
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Definicién 3.11
Sea F un campo y f(x) = ag+ajx + -+ +a;x' + - - - +a,x" € F[x]. Entonces

la derivada de f(x), denotada por f'(x), es el polinomio:

fl(x)=a+ - +igx L+ +na,x""! € Flx].

En un curso de célculo se estudia que, si f(x) es un polinomio con coeficientes
reales tal que f/(x) = 0, entonces f(x) es una constante. Este resultado no es
necesariamente vélido cuando consideramos un polinomio con coeficientes en un
campo cualquiera. Por ejemplo, si p es un nimero primo y f(x) = x” € Z,[x],

'(x) = pxP~1 es el poli i 1 lo obtuvi
entonces f'(x) = px~" es el polinomio nulo, pero como vemos no lo obtuvimos

de un polinomio que sea una constante.

Lema 3.2
Sea F un campoy f(x),g(x) € Flx]ya € F

a) Sih(x) = f(x)+ g(x), entonces I/ (x) = f'(x) + ¢'(x).
b) Sih(x) = af(x), entonces h'(x) = af’(x).
c) Sih(x) = f(x)g(x), entonces I'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).

d) Sih(x) = f(x)™ para mZ*, entonces h'(x) = mf(x)" 1 f'(x).

Demostracion.
Sean f(x) = ag +a1x +apx® + - -+ ayx" y g(x) = by + byx + bpx® + - - - + by x™
conn > m.

a) Por definicién de la derivada de un polinomio tenemos que
fl(x) = a; +axx+ - +napx" 'y ¢ (x) = by +2byx + - - - + mbyx™ 1. Por
un lado, i’ (x) = (a3 +b1) + (a2 + ba)x + - - - + m(agby)x™ 1 + -+ - + nayx™ 1,
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b)

d)

Por otro lado, tenemos que:

(%) +g'(x) = (a1 + apx + - - - +napx™ ) + (by + 2bpx + - - - + mbyx™ 1)
= (a1 +b1) + (a2 +by)x + -+ m(aghy)x™ L+ - + nayx
Con lo cual, tenemos que 1’ (x) = f'(x) + ¢'(x).
Sea
h(x) = a(ag + arx + +arx> + - - + a,x")
= aag + aayx + aarx® + - - - + aa,x"
Derivando /(x) tenemos:

W(x) = aay +20apx + - - - + nea,x™ 1

= a(a1x + 2ax + - - - + na,x™ )
= af'(x).

Probaremos en un caso f(x)= x"y ¢(x)= x™, donde m, n son enteros positivos.

Entonces /(x) = x"*", derivandolo tenemos K’ (x)= (n 4 m)x" "1, También
F1(x)g(x) + f(2)g' (x) = mx"~1a™ 4 ma™ L
= nx" T g
Por lo tanto, 1’ (x) = f'(x)g(x) + f(x)¢ (x).
Lo realizamos por induccioén:

Para m = 1. Se tiene que h(x) = f(x), luego por definicién de la derivada de
un polinomio tenemos qué h'(x) = f'(x).
Suponemos que el resultado se cumple para m = k; es decir, suponemos que:
sih(x) = f¥(x), entonces 1’ (x) = kf*1(x)f'(x).
Ahora probemos que se cumple para m = k + 1; es decir, probemos que: si
h(x) = f*1(x), entonces /' (x) = (k+ 1) fF(x) f'(x).
En efecto, si h(x) = f*+1(x), entonces h(x) = f¥(x)f(x), derivando tenemos:
W (x) = kfHE) f1 () f () + (20 f ()
— kFE ) () + FF ()
= (k+1)f*(x)f' (x).
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Por tanto, para todo m entero positivo, se tiene que 1'(x) = mf(x)" 1 f'(x).

O

Teorema 3.11
Sea F un campo, F la clausura algebraica de F, f(x) un polinomio en F[x] de

grado > 1y & € F una raiz de f(x). Entonces, la multiplicidad de a es mayor

que 1, si y solosi, f/'(«) = 0.

Demostracion. Supongamos que f(x) = (x —a)"g(x), donde g(x) € Flx],
g(a) # 0y m > 1. Entonces f'(x) = m(x —a)" 1g(x) + (x — «)"¢'(x) con
0.

m —1 > 1. Reemplazando x por & obtenemos que f'(«) =

Reciprocamente, sea f(x) = (x —a)™g(x), donde g¢(x) € F[x]|,g(a) # Oy
f'(«) =0.Sim = 1, entonces f'(x) = g(x) + (x — a)g’(x). Luego, tenemos
f'(«) = g(a) # 0 lo que es una contradiccion. Por lo tanto, necesariamente

m > 1. O]

Corolario 3.4
Sea F un subcampo de los ntimeros complejos y p(x) € F[x] un polinomio

monico irreducible sobre F. Si deg(p) = n, entonces p(x) tiene n raices

distintas en C.

Demostracion. Dado que p(x) € C[x], existen n raices de p(x) en C. Luego, lo que
debemos demostrar es que la multiplicidad de cada raiz de p(x) en C es 1. Es claro

que podemos suponer qué n > 1.

Sea « € C una raiz de p(x). Entonces p(x) es el polinomio irreducible de «
sobre F. Si suponemos que la multiplicidad de « es m > 1, de acuerdo al Teorema
3.11, p'(a) = 0. Pero p’'(x) € Flx] ydeg(p') = n—1 > 1. Asi, obtenemos que
p'(x) € (p(x)), de donde deg (p’) > deg(p), una contradiccion. Por lo tanto,
m=1. [

93



Capitulo 3. Extensiones de campos

3.6 Campos Finitos

Cuando p es un ntimero primo, sabemos que Z, es un campo finito con p
elementos. En esta subseccién, demostraremos que, si K es un campo finito,
entonces K tiene p” elementos donde p es un ntimero primo y # es algtin entero
positivo. Reciprocamente, probaremos que, dado un ntinmero primo p y un entero

positivo n, existe un tinico campo (salvo isomorfismo) con p" elementos.

Teorema 3.12
Sea F un campo finito con g elementos y K una extension finita de F de grado

n. Entonces K tiene g" elementos.

Demostracion. Sea {«1,...,a,} una base de K como espacio vectorial sobre F.
Entonces, todo elemento en K tiene una tnica representaciéon de la forma
c11 + - - -+ cpay, donde cq, ..., c,; son elementos en F. Como cada coeficiente
¢; € F puede ser cualquiera de los q elementos de F, entonces el nimero total
de dichas combinaciones lineales distintas de las «; es g". Por tanto, K tiene 4"

elementos. O

Corolario 3.5
Si K es un campo finito, entonces K tiene p” elementos, donde p es la

caracteristica de K y n es algtn entero positivo.

Demostracién. Si K es un campo finito, entonces del Teorema 1.9 (c), la caracteristica
de K es un ntmero primo p y K contiene un subcampo F isomorfo a Z,. Luego,
T tiene p elementos. Como K es una extension finita de F, existe n € Z"tal que

[K : F] = n. Por el Teorema 3.12, obtenemos que K tiene p" elementos. O

Lema 3.3

Si un campo K tiene p" elementos, entonces a”" = a para todo a € K.
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Demostracién. Sia = 0, entonces la afirmacion es vélida. Como el conjunto
F* = F — {0} es un grupo con p" — 1 elementos bajo la multiplicacién de F,
entonces de la teoria de grupos obtenemos que a?" ! = 1 para todo a € F*.

Multiplicando esta tltima relacién por a, obtenemos a?" = a. O

Corolario 3.6
Si un campo K tiene p" elementos, entonces el polinomio f(x) = x?" — x

que pertenece a K[x] se factoriza en K[x] como f(x) = (x —aq) - - - (x — apn),

donde K = {ay,...,ap}.

Demostracion. De acuerdo al Teorema 2.3, f(x) tiene a lo mds p” raices en K y
por el Lema 3.3, ay,...,a,n son todas las raices en K de f(x). Como x — ay es
un factor de f(x), entonces existe g1(x) € K[x] tal que f(x) = (x —a1)g1(x)
con deg (q1) = p" — 1. Ahora, g1 (a;) = O paratodoi € {2,...,p"} y ademas,
g1 (a1) # 0, de lo contrario g1 (x), tendria p" raices en K, contradiciendo el Teorema
2.3. Como g3 (a2) = 0, entonces existe g2(x) € K|[x] tal que q1(x) = (x — a2) g2(x)
con deg (92) = p" — 2,42 (a;) = 0paratodoi € {3,...,p"} y q2(a2) # 0. Por lo
tanto, f(x) = (x —ay) (x — az) g2(x). Continuando con este proceso, obtenemos

que f(x) = (x —aq) - -+ (x — apn) gpn(x), lo cual implica que qpn(x) = 1. n

Teorema 3.13
Para todo ntiimero primo p y todo entero positivo n existe un campo con p"

elementos.

Demostracién. Consideremos el campo de los enteros médulo p, Z,, y el polinomio
f(x) = " — x € Z,[x]. El polinomio f(x) tiene todas sus raices en la clausura
algebraica Z, de Z,.

Sea K = {a S Z_p / af' = a}. Demostraremos a continuacién que K es un campo
con p" elementos. Utilizaremos el Lema 1.3 para probar que K es un subcampo de

Z,. Claramente, 0 y 1 son elementos en K.
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Sean &, B € K. Entonces a”" = ay B#" = B Ahora,
n n p”fl p?’l n n n
e M A E S
k=1

n

Como la caracteristica de Z, es p y p es un divisor de ( ) para todo entero k

k

con1l <k < p", entonces

D I P oL

k=1 k

y, por lo tanto,
(=P =a” + (-D)VB" =a+ (-1,

Si p" es impar, entonces (« — B)?" = a — B. Ahora, si p" es par, entonces p = 2
y como —1 = 1 (méd 2), obtenemos (« — B)P" = a — B. Por lo tanto, & — € K.

Dado que (af)P" = a?" B¥" = B, entonces af € K.

n 2\ —1
Sea « € K con & # 0, entonces (oc_l)p = (ocp ) = a~ 1, lo cual demuestra que

a~! € K. De esta forma, hemos demostrado que K es un campo. Finalmente, como
f'(x) = p"xP"~1 —1 = —1, segtin el Teorema 3.11, las raices de f(x) son todas

distintas y asf, K tiene p" elementos. O

Ejemplo. Construiremos un campo con 32 elementos. Nuestro punto de partida
serd considerar el campo Z/3 = {0,1,2}. Del Teorema 3.12, debemos encontrar
una extension de Z /3 de grado 2. Consideremos el polinomio p(x) = x? + x + 2
en Z/3[x]. Como deg(p) = 2y p(x) no tiene raices en Z/3, entonces p(x) es
irreducible sobre Z /3. Existe una raiz § de p(x) en la clausura algebraica de Z /3
y asi, p(x) es el polinomio irreducible de f sobre Z/3. Luego, Z/3(B) es una

extension de Z /3 de grado 2 con 32 elementos. Por el Teorema 3.4, tenemos
Z7/3(B) ={a+0bB/a,beZ/3} ={0,1,2,8,B+1,8+2,28,28+1,2B+ 2}.

Ejemplo. Encontraremos el polinomio irreducible de p+1 € Z/3(B) sobre Z/3,

donde Z/3(pB) es el campo construido en el ejemplo anterior.
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Dado que Z/3(B) = Z/3(B+1) y[Z/3(B),Z/3] = 2, entonces el polinomio
irreducible de B + 1 sobre Z/3 es de grado 2, el cual es de la forma
g(x) = x> +ax+b € Z/3[x]. Deseamos encontrar los valores de a,b € Z/3
de modo que, (8 + 1) = 0. Como % = —B — 2 = 2 + 1, entonces,

gB+1)=(B+1)>+a(B+1)+b=a+b+2+(a+1)p=0.
dedondea+b+2=0ya+1=0.Asi,a =b=2yluego, q(x) = x> +2x + 2.

Ejemplo. Demostraremos que el polinomio p(x) = x> +2x +2 € Z/3(B)[x] es
irreducible sobre Z/3(B). Notemos que 82 =28+ 1y B = 282+ B = 2B+ 2.
Dado que deg(p) = 3, solo es necesario probar que p(x) no admite raices en

Z/3(B). Supongamos que a + bp cona,b € Z/3 es una raiz de p(x). Entonces
pla+bB) = (a+bB)°>+2(a+bB)+2=2a+a>+2+2bp+b°p>
=20+ a+2+ 208+ b3 (2B +2) =2a+a® +20° +2+2 <b+b3> B,
de donde 2a +a® +2b3 +2 = 0y b+ b3 = 0. El lector puede verificar que no

existen a, b € Z/3 que verifiquen las relaciones anteriores. Por lo tanto, p(x) es

irreducible sobre Z/3(B).
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Construcciones con Regla y Compds

Los tres problemas geométricos que trataremos en este capitulo, comparten un
enunciado simple que cualquier persona ajena a las matematicas podria entender.
Sin embargo, abordar sus demostraciones requiere conocimientos matemaéticos
mas avanzados. Es precisamente en estas demostraciones donde radica el principal
interés de este capitulo. A través de este proceso, descubriremos la belleza
y profundidad que subyace en estos enunciados aparentemente sencillos y

mostraremos la importancia de las matematicas avanzadas para su resolucion.

4.1 Primeras Construcciones

Definicién 4.1
Sea S un conjunto de dos 0 més puntos en el plano.

1. Larecta del plano que pasa por dos puntos distintos de S la llamaremos

recta constructible a partir de S.

2. La circunferencia del plano, cuyo centro es un punto en S y su radio es la
distancia entre dos puntos de S, la llamaremos circunferencia constructible a

partir de S.

Definicién 4.2
Construir con regla y compas significa que, a partir de un conjunto S de

puntos (por lo menos dos puntos en el plano), se pueden obtener otros

puntos, utilizando solo las siguientes operaciones:

1. Intersecando dos rectas constructibles a partir de S. Intersecando una recta
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con una circunferencia, ambas constructibles a partir de S.

2. Intersecando dos circunferencias constructibles a partir de S.

Nota. Los nuevos puntos que se generan al realizar las operaciones se llaman

puntos constructibles a partir de S.

Ejemplo. Sea L una recta del plano y P un punto del plano no contenido en L.
Construir, solamente usando regla y compds, una recta que pase por un punto Py

sea perpendicular a la recta L.

Solucién. Consideremos un punto A cualquiera de la recta L, con el compés
tracemos una circunferencia de centro P y radio el segmento PA, donde A es un
punto de la interseccién de L con la circunferencia. Sea B otro punto de interseccién
de L con la circunferencia. Utilizando el compds, tracemos dos circunferencias de
radio AP, de centros A y B respectivamente. Entonces, P es uno de los puntos
de intersecciéon de ambas circunferencias. Sea Q el otro punto de interseccién de
ambas circunferencias. Ahora, con la regla, tracemos la recta M que pasa por los
puntos Py Q. Sea D el punto de interseccién de las rectas L y M. Donde M sera la

recta perpendicular buscada.

Figura 1: Recta perpendicular

M

Fuente: Labra, A. & Suazo, A, 2011.

A contunuacién demostraremos que los siguientes ejemplos son resolubles con

regla y compas.
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Ejemplo. Construir una recta que pase por un punto P dado en el plano y que sea

paralela a una recta L dada en el plano.

Solucién. Consideremos un punto A cualquiera en el plano. Con el compas
trazamos una circunferencia de centro A y radio el segmento AP. Los puntos donde
se intersecan la circunferencia y la recta L los llamamos B y C respectivamente.
Con el compds trazamos una circunferencia de centro B y radio el segmento BP.
Nuevamente con el compds trazamos una circunferencia de centro C y radio
el segmento BP. La interseccién de las circunferencias ¢ (A, AP) y ¢(C,BP) lo
llamamos D. Finalmente, con la regla trazamos la recta M que pasa por los puntos

Py D, Donde M es la recta perpendicular buscada.

Figura 2: Recta paralela

Fuente: Caguas, Wilmer, 2023.

Ejemplo. Dada una recta L y un punto P en ella, construir una recta en el plano

que sea perpendicular a L y que pase por el punto P.

Solucién. Con el compds trazamos una circunferencia de centro P y un radio r
cualquiera. Los puntos de interseccién de la circunferencia y la recta L los llamamos
Ay B respectivamente. Con el compds trazamos una circunferencia de centro A y
radio 11, el cual debe ser de longitud mayor al segmento AP. Nuevamente con el
compds trazamos una circunferencia de centro B y radio ;. El punto en el que se
intersecan las dos circunferencias lo llamamos C. Finalmente, con la regla trazamos
la recta que pasa por los puntos C y P, a esta recta la denotamos con M, la cual es

la recta perpendicular que desedbamos construir.
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Figura 3: Recta perpendicular dado un punto en L

Fuente: Caguas, Wilmer, 2023.

4.2 Numeros y Campos Constructibles

Ejemplo. Sean A, B dos puntos en el plano, el segmento AB tiene longitud igual a

1, construir un segmento de longitud V2.

Solucién. Empezamos trazando una recta L que pase por los puntos A y B.
Trazamos una recta L’ en el plano que sea perpendicular a L y que pase por B, esto
lo realizamos utilizando los pasos del altimo ejemplo de la seccién anterior. Con
el compds trazamos la circunferencia en el plano de centro B y radio el segmento
AB. Sea Q uno de los puntos en los que se intersecan la circunferencia con la recta
L. Por definicion de la circunferencia los segmentos AB y BQ tienen longitud 1y
ademas son perpendiculares. Notemos que el segmento AQ es la hipotenusa de
un triangulo rectdngulo. Denotemos por ¢ la longitud del segmento AQ, luego
por el teorema de Pitdgoras tenemos que la hipotenusa del tridngulo AQB es

c=+v124+12 =+2.

Figura 4: Construccién de V2

N,

Fuente: Caguas, Wilmer, 2023.
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Asi tenemos que /2 es un ntimero que se puede construir con regla y compads,

es decir v/2, es un niimero constructible.

Definicién 4.3

Un ntimero real a se dice que es un niimero constructible, si podemos construir,
usando solo regla y compds, un segmento rectilineo de longitud |a| es un

ntmero finito de pasos, a partir de un segmento de longitud unitaria.

Ejemplo. Todo ntimero entero es constructible.

Teorema 4.1

El conjunto de nimeros constructibles forman un subcampo W, del campo

de los ntimeros reales.

Demostracion. Debemos mostrar que el conjunto de ntiimeros constructibles W

cumplen con las propiedades del Lema 1.3.

1.

2.

Se tiene que 0,1 € W por definicién de nameros constructibles.
Sia € W, entonces —a € W. En efecto, como existe un segmento de longitud
la| = | — |, entonces —a € W.

Debemos probar que & — p € W. Como los inversos de niimeros constructibles
también son nimeros constructibles, basta considerar «,  positivos y demostrar

que: « — (—pB) = a + By a — B son constructibles.

Figura 5:a — B

Fuente: Labra, A. & Suazo, A, 2011.
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Sean «, B € W reales positivos constructibles. Entonces existe un segmento AB
de longitud |AB| = a y un segmento de longitud B. Sea L la recta que contiene
al segmento AB. Con el compds tracemos una circunferencia de centro en By
radio un segmento de longitud B. Sean F, D los puntos de intersecciéon de la
circunferencia con la recta L, tal que B esta entre F y D. el segmento AD tiene

longitud |[AD| = a + B.

Nos queda por demostrar que a — B es constructible. Supongamos que a # 8, de
dondex > Boa < B.Sia > B, entonces F estd entre A y B. Asi los segmentos
FB y BD tienen longitud . Con lo cual tenemos que el segmento AF tiene
longitud « — B, lo que implica que x — € W, asi, « — B es constructible. Ahora,
si« < B, B — « es constructible, entonces su inverso —(f —a) € W, lo que

implica que a — B es constructible.

. Ahora demostraremos que W es cerrado respecto al producto.

Figura 6: Cerradura del producto

Fuente: Labra, A. & Suazo, A, 2011.

Sean «, B nimeros constructibles, Sea OA un segmento de longitud |OA| = |«|
y tracemos una recta L por O que no contenga al segmento OA. Sean P, B puntos
en L tales que OP sea de longitud 1y OB de longitud |B|. Sea M la recta paralela
al segmento PA y que pasa por B. Sea Q el punto de intersecciéon de M con la
recta que contiene al segmento OA. Los tridngulos OPA y OBQ son semejantes,
0P| _ |OB] 1 _ 1Bl

= ——.Asi, — = ——, de donde |aB| = |OQ)]|. Por
0] ~ 100" Ta] ~ J0Q] =] = 10al

lo tanto, el segmento OQ es de longitud |af|.

en consecuencia,
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Capitulo 4. Construcciones con Regla y Compas

4. Nos falta mostrar que los inversos multiplicativos de elementos no nulos en W
estdn en W. Sea  un ntmero constructible no nulo. Sea OA un segmento de
longitud |OA| = 1y L una recta que pasa por O no contenida en el segmento
OA. Sean B y P puntos de L tales que OB sea de longitud |B| y OP de longitud
1. Consideremos la recta M que pasa por Py es paralela al segmento BA, sea Q
el punto de interseccién de la recta M con la recta que contiene al segmento OA.
Los tridngulos OQP y OAB son semejantes, puesto que tienen dngulos iguales.

0Q| _ L Por lo tanto, OQ es de longitud l‘

Luego, =
NIRRT B

Figura 7: Inverso multiplicativo

Fuente: Labra, A. & Suazo, A, 2011.

]

. . 1 « )
Observacion. Sia, € W con B # 0, entonces ocB = B € W. Como los ntimeros

enteros son constructibles obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1
Cada numero racional es constructible.

Ejemplo. Tenemos que Q es un subcampo de W y como en un ejemplo anterior
demostramos que V2 € W, entonces los elementos de la forma a + bv/2 con

a,b € Q son constructibles. Asi, la extensiéon Q(\/i) de Q es un subcampo de W.

A continuacién introduciremos un sistema coordenado cartesiano rectangular en
el plano, elegido de modo que el segmento unidad sea un nimero constructible
con regla y compds. Asi, tenemos representaciones algebraicas de puntos, rectas y

circunferencias.
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Ejemplo. Demostrar quey/5 es un ntimero constructible.

Solucién. Consideremos S = Q x Q, en las definiciones 4.1 y 4.2. Podemos trazar
la circunferencia de centro en el punto (0,2) y radio, un segmento de longitud
3, lo cual es una operacién permitida. Se sabe que la ecuacién x% + (y —2)2 =9
representa algebraicamente a la circunferencia anterior. La ecuacién de la recta
que pasa por los puntos (0,0) y (1,0) es y = 0. Ahora calcularemos los puntos de
interseccion de la recta con la circunferencia. Reemplazando y = 0 en la ecuacién

de la circunferencia tenemos:
X +(0-2)2=9
x2 =5

xzi\/g

Con lo cual P = (—\/5, O) yQ = (\/5, 0) son los puntos de interseccién que
buscdbamos. Asi, P, Q son nimeros constructibles a partir de Q x Q. La distancia
del segmento de extremos (0,0) y <\/5, O) tiene longitud /5, lo que demuestra

que /5 es un nimero constructible.

Sea K un subcampo cualquiera de R y consideremos el conjunto de todos los
puntos (x,y) en el plano real euclidiano tales que x,y € K. A dicho conjunto lo

llamaremos el plano de K.

Si reemplazamos S por el plano de K, en la definicién 4.1, las rectas constructibles
y las circunferencias constructibles estdn en el plano real euclidiano y, por lo tanto,
tienen representaciones algebraicas. Utilizando geometria analitica elemental y el

hecho que K es un campo, es posible demostrar los siguientes resultados:

Ejemplo. Cualquier recta que pasa por dos puntos distintos del plano de K (esto
es, cualquier recta constructible a partir del plano de K) tiene una ecuacion de la
forma ax + by +c = 0,donde a,b,c € Ky a,bno son ambos ceros. Dichas rectas

las llamaremos rectas en K.

Solucidén. Sean (my,n1) y (my, ny) dos puntos del plano K, con mq, my, ny, 1y € K

De la geometria analitica tenemos la férmula para calcular la pendiente, la cual
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X2 — 11 np —nq m
Y , reemplazando tenemos: ——— = — € K. Puesnp —n; € K
Xy —1 My — My n

y my —my € K, ya que la resta de elemento de K es también un elemento de K.

esp =

m KT . p
Luego — = t pues estamos multiplicando m € K con el inverso de n € K, asi
n

t € K.

Utilizamos la ecuacién de punto y pendiente donde reemplazaremos los datos

para determinar la ecuacién buscada.

y=y=px—x)

y—ny =t(x—mp)

y—tx+tm —n; =0

tx —y+ (ng —tmy) =0
Ahora, consideremos a = t, b = —1y ¢ = (n; — tmy) de donde obtenemos que
ax +by+c=0cona,b,c € K,puest € K, -1 € Kyny —tm; € K, ya que sus

elementos son también elementos de K.

Ejemplo. Cualquier circunferencia que tenga como centro un punto del plano de
Ky como radio la distancia entre dos puntos del plano de K (es decir, cualquier
circunferencia constructible a partir del plano de K), tiene una ecuacién de la forma
x2 + yz +ax+by+c=0,dondeq,b,c € K. Dichas circunferencias las llamaremos

circunferencias en K.

Solucién. Sea (m,n) un punto del plano k, tal que (m,n) es el centro de una

circunferencia y f como radio la distancia entre dos puntos del plano de K.

Por la geometria analitica podemos reemplazar los puntos en la ecuacién de la

circunferencia con centro fuera del origen. Asi
(=P + (y =k =2
(r=m)?+ (g —n)? = £
x? —2mx +m* 4+ y* —2ny +n?® =12
X2+ y? —2mx —2ny+m? +n*—t2 =0
4+ tax+by+c=0

donde a,b,c € Kpuesa= —2m € K,b=-2n€ Kyc=m?>+n>+t> € K.
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Ejemplo. Dos rectas distintas en K que se intersectan (en el plano real), se

intersectan en un punto en el plano de K.

Solucién. Seanr:ax+by+c=0yt:a;x+ by +c; = 0dos rectas en el plano

de K, cona,b,c,a1,by,c1, € K.

Calculamos el punto de interseccion de las 2 rectas, y despejamos y de la recta t.

—aX —C1

y=———— conb #0
by
o om X C1
T
Donde —Z—l € K, pues estamos multiplicando 4; € K con el inverso multiplicativo
1
de by € K. De manera analoga _a € K.

by

Reemplazamos y en la recta r.

ax+b(—a—1x Cl) +c=0

by” by
b(ll bCl .
X b—lx b_l +c=0
aby — bay bcq B
Tx by +c=0

(aby — bay) bl_lx — bclbl_1 +c=0

Donde m = (aby — bay) b; ' y n = beyb; ! + ¢ son elementos de K, pues estamos
multiplicando, restando y sumando elementos de K. Asi, mx —n = 0, donde

n
x=—=uc K.
m

Reemplazamos el valor de x en y:

o om €1

Por tanto, (#,v) con u,v € K es el punto de intercesién en el plano de K.

Si una recta y una circunferencia en el plano de K se cruzan en el plano real,
entonces sus puntos de interseccién no son necesariamente puntos en el plano de

K, este resultado lo veremos maés adelante.
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Definicién 4.4
Diremos que K es un campo constructible, si K en un subcampo de W. Es

decir, K es un subcampo de IR y todo elemento en K es un nthero constructible.

Teorema 4.2
Sea K un subcampo de R. Si una recta en K y una circunferencia en K se

intersectan en el plano real, entonces sus puntos de interseccion estan en el
plano de K o el plano de K(,/7) donde - es un real positivo en K'y K(/7)
es una extension de K de grado 2. Ademas, si K es un campo constructible,

entonces K(,/7) también lo es.

Demostracion. Supongamos que los puntos de interseccién de la recta en K y
la circunferencia en K no estadn en el plano de K. Por la geometria analitica se
sabe que Ax + By + C = 0y x>+ y*> + Ax + By + C = 0 son las ecuaciones
generales de la recta y circunferencia respectivamente. Sean a;x + bjy +¢; = 0
yx% + y? + ax + byy + ¢, = 0 las ecuaciones de la recta y la circunferencia en K

que se intersectan en el plano real. Si suponemos que b; = 0 entonces:

ax+biy+a; =0

biy = —a1x — 1
__4m,._a
YT by
y=mx+n conm,n € K

Reemplazando y por mx + n en la ecuacién de la circunferencia obtenemos

X2+ (mx +n)? +ayx +by(mx +n) +c, =0
x% + m?x% + 2mnx + n> + apx + bymx + bon 4+ ¢, =0

(1+ m?)x* 4+ (2mn + ay + bym)x + (n> + ban + c) = 0

24 (2mn + ap 4+ bym)x (n2 + bon + ¢2)
1+ m?2 1+ m?2

x> +bx+c=0 donde b,c € K

=0

Como existe la interseccién entre la recta y la circunferencia al sacar los puntos de
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—b+vVb%2—4ac __ —btvb—4c
2a - 2

intersecién por medio de la férmula general tenemos x =

pues a = 1, donde b2 —4c > 0.

Si b2 — 4¢c =  un ntimero cuadrado en K, entonces los puntos de interscecién
estdn en el plano de K, pero empezamos suponiendo que los puntos de interseccion
no estan en K. En consecuencia, necesariamente b? — 4c = <y es positivo y 7 no es
un cuadrado en K. Luego, el polinomio f(x) = x? + bx + c es irreducible en K[x]

pues tiene raices

. ~b+ Vb2 —4c  —bE./y
N 2 N 2

Donde, x; = 3(=b+ %) y x2 = 2(=b— /7). Asi, f(x) es al polinomio
irreducible de x; sobre k y, por lo tanto, k (%(—b + \/7)) = K(\/7), 1a cual es

una extension de k de grado 2.

Ahora, la interseccién de la recta K y la circunferencia en K (en el plano real) son

los puntos

p (%(—b + ﬁ),%m(—b +V7) + n) y Q (%(—b — ﬁ),%m(—b —V8) + n)
los cuales estén en el plano K(,/7).

El segmento de extremos (0,0) y (%(—b + ﬁ),O) tiene longitud ’%(—b +/7) ’
Si suponemos que K es un campo constructible, entonces 1(—b + ,/7) es un
ntimero constructible. El Teorema 4.1 implica que ,/ es constructible. Asi,

K(y/v) ={a+by/v|abe K} esun campo constructible. O

Corolario 4.2
Sea K un subcampo de RR. Si dos circunferencias en K se intersecan en el

plano real, entonces sus puntos de interseccion estdn en el plano K o en el
plano de K(,/7), donde v es en real positivo en Ky K(,/7) es una extension
de K de grado 2. Ademas, si K es un campo constructible, entonces k(,/7) lo

es.

Demostracién. Sean

x2+y2+a1x+b1y+c1:0 y x2+y2—f—a2x—|—b2y—}—(12:0,
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Las dos circunferencias que se intersecan en el plano K. Para poder determinar los

puntos de interseccién, por la geometria analitica realizamos:

Ay tax+byto=0—x>+y* +ax +bhy+c =0

(a1 —ap)x + (b1 —b2)y + (c1 —c2) =0

Obteniendo asi la ecuaciéon de una recta. Por tanto, el problema se reduce a la
interseccion en el plano real de una recta y una circunferencia, ambas en K. Por el

teorema anterior se concluye el resultado. O

Corolario 4.3
Si a es un real positivo constructible, entonces /a es constructible.

Demostracién. Como Q es un campo constructible y a es constructible, entonces
Q(a) es un subcampo de W. Podernos suponer que /& ¢ Q(a). Ahora,
(0,%(0& - 1)> es un punto en el plano de Q(a) y 3(a + 1) > 0 es un nimero
2 2
positivo en Q(a) Lo que implica que x> + (y —a— 1)) = (%(oc + 1)) es una
circunferencia en el plano de Q(«). Calculemos los puntos de interseccion de la

circunferencia con la rectay = 0

Donde (v/&,0) y (—+/&,0) son los puntos de intersecion, los cuales estan en el
plano de Q(a)(v/a) = Q(v/«). Por el Teorema 4.2 concluimos que 1/« es un ntimeo

constructible. O

Una conclusiéon inmediata que obtenemos a partir de este resultado es:
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Corolario 4.4
Si K es un campo constructible y « € K es un niimeo positivo, entonces K(«)

es un campo constructible.

Ejemplo. Q(+/3) es un campo constructible.

Solucién. Dado que 3 € Q es constructible, entonces por el corolario anterior
tenemos que Q(v/3) es un campo constructible. Puesto que V3 € Q(V3)
obtenemos Q(v/3)(v/v/3) = Q(V/3).

Se puede observar que utilizando el criterio de Eisenstein, para p = 3 el

polinomio p(x) = x* — 3 es irreducible en Q[x]. Asi, [Q(v/3) : Q] = 4 = 22.

Observacion. El Teorema 4.2 y sus Corolarios naturalmente son validos si
reemplazamos el campo K por Q. Asi, podemos obtener campos constructibles

a partir de Q como sigue: Si y; € QT y /71 ¢ Q, entonces [Q(,/71) : Q] =2y
Q(1/71) es un campo constructible. Ahora, si v, es un namero positivo en Q (/1)

y /72 € Q(/71).entonces [Q(/71,/72)) : Q(v/71)] =2y Q(/71,/72)) es un

campo constructible.

Podemos continuar con este proceso y encontrar k reales positivos 1, . .., ¥ tales

que Q(\/71,--.,/Yk) €s un campo constructible.

Lema 4.1
Sea F un campo constructible. Si E C R es una extensioén de F de grado 2,

entonces existe un real positivo d € F tal que E = F(1/d). Por lo tanto, E es

un campo constructible.

Demostracion. Como [E : F] = 2, existe una base {1, a} de E como espacio vectorial
sobre F. Por lo tanto, E = F(1,a) = F(a). Nuevamente, dado que E es una
extension de F de grado 2, existe q(x)=x? + bx + ¢ € F[x] el polinomio irreducible
de a sobre F. Ahora, &« = % (—b—l— \/m> On = % <—b - \/M)

Dado que « es un ntiimero real positivo constructible, implica que el discriminante
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b* — 4c es un real positivo y constructible. Asi d = /b2 — 4c, entonces por el
Corolario4.2, E = F(a) = F (\/H) es un campo constructible. O

Teorema 4.3
Un ntimero real « ¢ Q es un ntimero constructible, si podemos encontrar

una sucesion finita de campos Fy = Q, Fy, ..., Fy talesquea € F, Fy C F; C

-+ CF CRy|[F:F_1] =2paratodoi € {1,...,k}.

Demostracién. Supongamos que Fy = Q, F, ..., F son campos tales que o € F,
FFCFH C--CFCRylF:F_ 4] =2paratodoi € {1,...,k}. Como Q
es un campo constructible, por el Lema 4.1, F; lo es. Utilizando nuevamente el
Lema 4.1, F, es un campo constructible. Continuando con el mismo argumento,
obtenemos que F es un campo constructible y, por lo tanto, & € F; es un niimero

constructible. 0

Corolario 4.5
Si a es un real constructible y a ¢ Q, entonces a se encuentra en alguna

extension finita K de Q, donde [K : Q] = 2" para algan r > 1.

Demostracién. Del Teorema 4.3, existe una sucesion finita de campos Fy = Q,
Fi,... F talesquea € F,Fp CF C --- C Fr C Ry [F;: Fi_1] = 2 para todo
ie€{l,...,k}. Dado que

[Fk . Q] = [Pk . Fk—l] ----- [Fz . Fl] [Fl . Q]
y cada término del producto es 2, obtenemos que [F; : Q] = 2~ O
Ejemplo. & = v/2 es un nimero constructible.

Solucién. Notemos que a? = {4/5 y a* = /2. Por el criterio de Eisenstein,

p(x) = x® — 2 es el polinomio irreducible de & sobre Q. Asi, [Q(a) : Q] = 8.
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Claramente, Q(a) = Q (a*, 4%, &) y como a* € Q (a?), tenemos que

Luego, [Q (a*) : Q] = 2, pues p(x)=x*> —2 € Q es el polinomio irreducible de
a*=1/2, el cual tiene grado 2. Por el criterio de Eisenstein, q(x) = x*—2esel
polinomio irreducible de a* sobre Q. Luego, [Q (#?) : Q] = 4 y necesariamente
[Q (a?) : Q (a*)] = 2. Como p(x) = x8 — 2 es el polinomio irreducible de a sobre
Q, entonces [Q(a) : Q] = 8y, por lo tanto, [Q(x) : Q (a?)] = 2. Concluimos que

8 . .
& = v/2 es un nimero constructible.

Teorema 4.4
Si a ¢ Q es un real constructible, entonces [Q(«) : Q] es una potencia de

2. En consecuencia, si [Q(«) : Q] no es una potencia de 2, entonces « no es

constructible.

Demostracion. Si « es constructible, entonces de acuerdo al Corolario 4.5 existe
una extension finita K de Q tal que « € Ky [K : Q] = 2" para algun r > 1. Pero
Q(a) C K. Luego, [K: Q] = [K: Q(«)][Q(«) : Q] = 2", de donde necesariamente
[Q(«) : Q] es una potencia de 2. O

4.3 Insolubilidad de los tres problemas geométricos
clasicos
4.3.1 Duplicar un cubo

Dado un lado de un cubo, no siempre es posible construir con regla y compds

el lado de un cubo cuyo volumen sea el doble del volumen del cubo original.
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Capitulo 4. Construcciones con Regla y Compas

Consideremos un cubo de lado igual a 1. Asi, su volumen es 1. Ahora, deseamos
construir el lado de un cubo de modo que su volumen sea igual a 2. Luego, el lado
de dicho volumen debe ser v/2. Por el criterio de Eisenstein p(x) = x*> — 2 es el
polinomio irreducible de v/2 sobre Q, sabemos que la dimensién de la extensién
[Q(V/2) : Q] es el grado del polinomio irreducible de v/2, entonces [Q(+/2) : Q] = 3.
Por el Teorema 4.4, v/2 no es constructible, pues la dimensién de la extensién no es

un multiplo de 2. Por tanto, el problema de la diplicacién del cubo no es posible.

4.3.2 Cuadratura de un circulo

Dado un circulo no siempre es posible construir con regla y compds un cuadrado

que tenga la misma 4rea del circulo dado.

En efecto, consideremos un circulo de radio 1. Asi, su drea es 7r. Deseamos
construir un cuadrado de lado /7, para poder obtener un cuadrado con la misma
area del circulo dado. Supongamos que tenemos [Q(+/77) : Q] = 2, 1o que implica
que existe un polinomio p(x) € Q de grado dos tal que p(1/71) = 0, pero si este
hecho sucede, implica que /7 es algebraico. Por la teoria de ntimeros algebraicos
se sabe que al multiplicar dos ntimeros algebraicos obtenemos un nuevo nimero
algebraico, entonces /7 - /T = 7t implica que 7 es algebraico, lo que es una
contradiccion pues conocemos que 7 es tracendente. Entonces suponer que /7t
es algebraico es erroneo. Por tanto, podemos concluir que /7t no es constructible.

Con lo cual este problema es insoluble.

4.3.3 Trisecar un dngulo

Existen dngulos que no son posibles de trisecar con regla y compas.
Demostraremos que es imposible trisecar un dngulo de 60°.
Consideremos un sistema coordenado cartesiano rectangular en el plano y una
1 V3

circunferencia de ecuacién x? + y?> = 1. El punto Q = (5, T) que pertenece a la

circunferencia es constructible, ya que sus coordenadas lo son.
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4.3. Insolubilidad de los tres problemas geométricos cldsicos

Figura 8: Triseccion del angulo

Fuente: Labra, A. & Suazo, A, 2011.

Consideremos los puntos P = (1,0) y O = (0,0), con estos puntos formamos
el tridngulo POQ), este tridngulo es equildtero, pues la longitud de los segmentos
OP = OQ = PO = 1, luego el coseno del &ngulo POQ es % y de esto obtenemos
que el angulo POQ es 60°. Para construir un dngulo de 20°, necesitamos construir

un segmento de longitud cos (20°).

De las identidades trigonométricas se conoce que cos (30) = 4 cos® (6) — 3 cos (6).
Considerando 6 = 20° y reemplazando en la identidad trigonométrica obtenemos
4 cos® (20°) — 3cos (20°) = 5 de donde a« = cos (20°) es una raiz del polinomio
p(x) = 8x® — 6x — 1, el cudl se obtuvo al reemplazar a en 4 cos® (§) — 3 cos (6) es
decir 4a% — 6a = % y multiplicando por 2 se obtiene 84> — 6a — 1 = 0. Luego p(x)
es el polinomio irreducible de & = cos (20°). Con lo cual [Q(«) : Q] = 3. Por el
Teorema 4.4 concluimos que a no es constructible, pues 3 no es un multiplo de 2,

lo que implica que es imposible trisecar un dngulo de 60°.
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