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RESUMEN

Los métodos multipasos son herramientas muy importantes al momento de analizar y resolver
sistemas de ecuaciones diferenciales, pero muchas de las veces no se abordan y se centran en
el uso de métodos cldsicos para resolver estos sistemas. Con el propésito de describir y analizar
la propagacion del virus COVID-19. Se emplean métodos multipasos para mejorar la precision
y eficiencia computacional de las simulaciones. La metodologia implementada fue de enfoque
mixto, es decir, cualitativo y cuantitativo; es de caracter cualitativo, puesto que vamos a entender
la teoria de existencia y unicidad de soluciones para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias; y es
de tipo cuantitativo, ya que haremos uso de algoritmos y andlisis numérico de los modelos para
observar el comportamiento de la enfermedad. La implementacion practica se lleva a cabo mediante
la simulacién de escenarios especificos de propagacién del virus, considerando diversas variables
como tasas de infeccién, periodos de incubacién y recuperacién. Se realizan comparaciones
detalladas entre los modelos SIR y SEIR, evaluando su capacidad para predecir la evolucién
de la enfermedad. Los resultados obtenidos demuestran la eficacia de los métodos multipasos
en la simulacién numérica de estos modelos epidemiolégicos. Ademds, se presentan algunas

demostraciones que son valiosas para entender la matematica aplicada.

Palabras clave: <MATEMATICA>, <ANALISIS NUMERICO>, <ECUACIONES
DIFERENCIALES>, <SIMULACION NUMERICA>, <MODELOS MATEMATICOS>.
0230-DBRA-UPT-2024
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ABSTRACT

Multi-step methods constitute crucial tools in the analysis and resolution of systems of differential
equations. However, often they are overlooked in favor of classical methods to solve these systems.
To describe and analyze the spread of the COVID-19 virus, multi-step methods are used to improve
the accuracy and computational efficiency of the simulations. The methodology employed was of a
mixed approach, incorporating both qualitative and quantitative elements. Qualitatively, the study
engages with the theoretical framework concerning the existence and uniqueness of solutions for
Ordinary Differential Equation. Quantitatively, the investigation uses algorithms and numerical
analysis of the models to observe the behavior of the disease. The practical implementation is
carried out by simulating specific scenarios of virus spread, considering several variables such
as infection rates, incubation, and recovery periods. Detailed comparisons are made between
the SIR and SEIR models, assessing their capacity to predict the evolution of the disease. The
results obtained demonstrate the effectiveness of multi-step methods in the numerical simulation
of these epidemiological models. Furthermore, some valuable demonstrations are presented for

understanding applied mathematics.

Keywords: <MATHEMATICS>, <NUMERICAL ANALYSIS>, <DIFFERENTIAL
EQUATIONS>, <NUMERICAL SIMULATION>, <MATHEMATICAL MODELS>.

“Lic. Marfa Eugem’h’Camach;)), Mgs.
0601609597
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INTRODUCCION

En el vasto mundo de las matemdticas y la ciencia, nos enfrentamos a problemas que a menudo no
pueden ser resueltos de manera analitica precisa. La complejidad de las ecuaciones involucradas
o la presencia de fendmenos altamente no lineales pueden dificultar la obtencién de respuestas
exactas. En estas situaciones desafiantes, la aproximacién numérica emerge como una herramienta

exitosa para abordar y resolver estos problemas.

La aproximaciéon numérica engloba varios métodos, cada uno con sus propias ventajas y
aplicaciones. Entre ellos se encuentran el método de Euler, los métodos tipo Runge-Kutta y otros
mas. Cada método esta disefiado para tratar diferentes tipos de problemas y tiene un nivel especifico

de precision (Euler, 1769).

Dentro de estos métodos se encuentran los multipasos, algoritmos empleados para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias mediante aproximaciones numéricas. Para utilizar un método
multipasos, es necesario contar con un nimero conocido de valores iniciales, utilizados como

condiciones iniciales para comenzar la aproximacion.

Este documento se enfoca en los métodos multipasos, especificamente en los esquemas del método
de Adams-Bashforth, Adams-Moulton y del predictor-corrector. Cada uno de estos métodos varia
en la forma en que combinan las soluciones anteriores para obtener la solucién en el intervalo de
tiempo actual. La mejora en la aproximacién depende del grado del método y puede proporcionar

aproximaciones mads precisas y eficientes (Gonzilez, et al. 2021).

El objetivo de este trabajo es profundizar en tres métodos multipasos para comprender mejor la
aproximacion numérica de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se pretende exponer
por qué estos métodos pueden ser una alternativa valiosa frente a los métodos de aproximacién
convencionales. Esta investigacion busca ser un recurso de consulta y referencia para estudiantes

de matemaéticas, proporcionando orientacion y claridad en la comprensién de estos métodos.

El Capitulo 1 del documento se centra en la problemdtica que motivé esta investigacion,
delineando los objetivos y la justificacion de este estudio en el dmbito del Andlisis Numérico y su

aplicacion practica. El Capitulo 2 aborda el fundamento matematico esencial para comprender



los métodos multipasos, mientras que el Capitulo 3 describe la metodologia utilizada en este trabajo.

El Capitulo 4 presenta los resultados de simulaciones numéricas realizadas con los métodos
Adam-Bashforth, Adam-Moulton y Predictor-Corrector para diferentes valores del paso de
discretizacion k. El propésito es determinar la eficacia de cada método en sistemas de ecuaciones
diferenciales derivados de los modelos SIR y SEIR. Se compararan y analizaran los resultados
para discernir cudl método es mds adecuado para obtener soluciones precisas en estos sistemas de

ecuaciones.

Finalmente, el Capitulo 5 ofrece conclusiones derivadas de este trabajo y recomendaciones para

investigaciones futuras en este campo de estudio.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

El curso de Andlisis Numérico de la carrera de Matemadticas en la ESPOCH se enfoca
principalmente en los métodos clasicos para la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias,
como el método de Euler, Taylor y Runge-Kutta. Aunque estos métodos son altamente efectivos
en la resolucidn de ecuaciones o sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, son simples
de implementar y son adecuados para EDOs o sistemas de EDOs simples o en casos donde la

precision no es critica.

En este sentido, los métodos multipasos surgen como una alternativa valiosa y eficiente para la
resolucion de sistemas de ecuaciones ya que requieren la informacién de varios pasos anteriores
para calcular la solucién en un nuevo paso. Lo que implica la necesidad de almacenar informacién
histérica de multiples puntos. Por esta cualidad, tienden a ser mds precisos en comparacién con los

métodos de un paso. Esto es especialmente cierto para problemas donde la precision es crucial.

No obstante, la carencia de informacion detallada y accesible acerca de la resolucién de EDOs o
sistemas de EDOs a través de métodos multipasos en el entorno académico como su implementacién
y optimizacion en aplicaciones précticas. La falta de claridad en aspectos clave, como la estabilidad,
la consistencia, la determinacion de criterios de convergencia y la adaptacion del método a sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias mas complejas, por ejemplo, sistemas de ecuaciones
provenientes de la epidemiologia como son los modelos SIR y SEIR. Por lo tanto, abordar este
problema de falta de documentacién se vuelve esencial para aprovechar todo el potencial que

los métodos multipasos podria ofrecer en diversas areas de investigacion y aplicaciones tecnoldgicas.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Realizar una investigacién documental de caracter teérico-practico sobre la aplicacion numérica de

los métodos multipasos que a su vez serdn usados para aproximar las soluciones del modelo SIR



(Susceptibles, Infectados, Recuperados) y SEIR (Susceptibles, Expuestos, Infectados, Recuperados),
los cuales serdn implementados en Python, para asi poder comparar los resultados a través del
andlisis del error obtenidos al aplicar estos métodos, para finalmente generar un documento que

sirva de guia para entender la aplicacion de estos métodos.

1.2.2. Objetivos especificos

1. Comprender e implementar los métodos multipasos: Método Explicito de Adams, Método

Implicito de Adams y Método Predictor-Corrector.

2. Usar el lenguaje de programacion Phyton para simular los modelos SIR y SEIR mediante los

métodos multipasos.

3. Analizar e interpretar los resultados obtenidos.

1.3. Justificacion

En la Facultad de Ciencias de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo, se ha identificado
una carencia de recursos detallados sobre los métodos multipasos en la carrera de Matematicas,
especialmente en lo concerniente a sus aplicaciones y su papel en la resolucién de problemas reales

en campos como la Epidemiologia.

Los métodos multipasos ofrecen una herramienta invaluable para resolver Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (EDOs) que carecen de soluciones exactas. Destacan por sus mejoras en precision y

estabilidad, aspectos cruciales en la aproximacion de soluciones.

Este documento se propone como un estudio profundo de los fundamentos de los métodos
multipasos, analizando su consistencia, estabilidad y convergencia. El objetivo es contrastar los
conceptos tedricos con su aplicacién prictica, ofreciendo una vision clara y detallada de estos

métodos.

Ademés, este trabajo busca llenar un vacio en la informacién disponible para los estudiantes,
proporcionando un material complementario que abarque métodos numéricos alternativos para la
resolucién de EDOs. Se pretende que este recurso sea de utilidad para aquellos que buscan ampliar

sus conocimientos mas alla de los métodos convencionales.



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

Este capitulo proporcionard las bases matematicas necesarias para comprender en profundidad el
funcionamiento de los métodos multipasos y eficiencia en la resolucién de EDOs. Exploraremos
los conceptos fundamentales y las herramientas matematicas clave que sustentan los métodos
multipasos, estableciendo asi el terreno sélido desde el cual abordaremos su andlisis y aplicacién

en las secciones posteriores.

2.1. Interpolacién Polinomial

La interpolacién polinomial es un método fundamental en matemadticas y Andlisis Numérico que se
utiliza para aproximar una funcién desconocida sobre la base de conjunto discreto de puntos o de
datos conocidos. Se explorard, de manera resumida, la interpolacion polinomial y sus aplicaciones
practicas. Se establecerdn los conceptos basicos y las metodologias fundamentales detrds de esta

técnica, brindando asi una base sélida para comprender su enlace con los métodos multipasos.

La interpolacién polinomial nos permite encontrar un polinomio que pase con precision entre
los puntos dados, lo que puede ser de gran valor para estimar variables intermedias o predecir el
comportamiento de las mismas en ausencia de datos especificos. Por lo tanto, nos permitird hallar
un polinomio que no solo pase por cada uno de estos puntos, sino que también proporcione una

representacion continua entre ellos.

En particular, estudiaremos la interpolacién de Lagrange, la cual es una técnica que estima una
funcién en puntos intermedios mediante la construccién de un polinomio que pase exactamente por
esos puntos; examinando su formulacién matematica, sus ventajas y limitaciones; asi, al comprender

y dominar este método, pasaremos a abordar los métodos multipasos.

2.2. Interpolacion de Lagrange

El problema de la interpolacién puede plantearse de una de las maneras siguientes:

1. Dado un conjunto de puntos {x; | 0 <i < n} y sus datos correspondientes {y; | 0 <i <n}, se

busca encontrar el polinomio p,(x) de grado menor o igual a n, tal que

pn(xi) =y, 0<i<n.



2. Dado un conjunto de puntos {x; | 0 <i <n} y una funcién continua f(x), se requiere encontrar

el polinomio p,(x) de grado menor o igual a n, tal que
pn(x) = f(x), 0<i<n.

Es importante tener en cuenta que en el primer caso se desea ajustar un polinomio a los datos,
mientras que en el segundo caso se espera aproximar una funcién predefinida mediante el uso del

polinomio de interpolacion.

Aunque estos dos casos son, en esencia, diferentes, podemos tratar el primero como un caso
particular del segundo, considerando y; = f(x;) para cada i, por lo tanto, la mayor parte del

contenido de esta seccidn se presentard en términos del segundo caso del problema.

De hecho, es bastante sencillo demostrar que ambas variantes del problema poseen una solucién

Unica. Ademds, esta demostracién nos proporciona el método para construir el polinomio resultante.

2.2.1. Base de Lagrange

Sea el conjunto de puntos {x; | 0 <i < n} distintos. Definimos n+ 1 polinomios /; parai =0,...,n
por

2.1)

l( ) _ ()C—X())(X—xl)...(x—xi_])(x—xi_'_l)...(x_xn)
i (xi_xo)(xi_xl)"‘(xi_xi—l)(xi_xi-i-l)"‘(Xi—xn)

Vemos que el numerador de la expresion (2.1) resulta ser un producto de n términos (x —x;) y
por ende es un polinomio de grado n; mientras que el denominador es una constante. Todo esto
implica que: el polinomio /; tiene grado n; [; evaluado en x; es igual a cero sii # kcon 0 <k <n;;

evaluado en x; es igual a uno.
2.2.2. Error en la Interpolacion de Lagrange

La férmula general para el error de interpolacion de Lagrange estd dada por:

(n+1) n
fltn (g [1x—x) (2.2)

E0 =%

Donde E (x) representa el error de interpolacién, f"+1)(£) denota la (n+ 1) -ésima derivada de la
funcién f(x) en algdn punto & dentro del intervalo de interpolacion, n es el grado del polinomio

interpolante, y x; son los nodos de interpolacion.

La cota superior del error de interpolacién de Lagrange se puede expresar como:
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M, L
\E(x)| < (n ++11)! H ’x—xi| (2.3)

i=0

Donde M es el valor médximo de la (n+ 1)-ésima derivada de f(x) en el intervalo de interpolacién.

Esta cota proporciona una estimacion méxima del error de interpolacidon, lo que significa
que el error real serd menor o igual que este valor. Este andlisis es fundamental para determinar la
precision de la interpolacion de Lagrange y seleccionar adecuadamente el nimero de nodos y el

grado del polinomio.

Finalmente, la cota del error nos brinda un control preciso sobre la exactitud del polinomio
interpolante. Permite tomar decisiones informadas sobre la seleccién de nodos y el grado del

polinomio, lo que tiene un impacto directo en la fiabilidad de nuestras predicciones.

Ejemplo 2.1. El objetivo es determinar el polinomio interpolador de Lagrange que pase por los

puntos: (0,1); (1,2); y (2,3). Ademds, se calculard el error y su respectiva cota.

El polinomio de interpolacion de Lagrange para estos puntos se define como:

2
P(x) = ;)yiL,-(x),

donde y; son las coordenadas y de los puntos dados, mientras que L;(x) se define como:

X=X
Li(x) = L.
' };[l.xi—xj

Para los puntos dados, se pueden calcular Ly(x), L (x) y Ly (x) de la siguiente manera:

(x—1)(x—2)
L) ={0-1)0=2) ~ SRR
 (x=0)(x—-2)
Li(x) = EEE —x% 4 2x,
_ (x=0)(x—1) 1 1
L0 =G pa 1) 2" 2

Por lo tanto, el polinomio de interpolacién de Lagrange es:

1 3 1 1
P(x) :1‘<2x2—2x+1>+2‘(—x2+2x)+3- <2x2—2x> =x+1.

Para calcular el error, consideramos que la funcién original a aproximar es f(x) = x>+ 1. Por lo

tanto, el error de interpolacion es:

E(x)=f(x)—Px)=x*+1—(x+1)=x*—x.



Por ejemplo, el error en x = 1.5 es 0.75.

Para calcular la cota del error de interpolacién utilizando la férmula:

70 =Pl < e T

se necesita conocer la cuarta derivada de f(x) = x*>+ 1. Dado que la cuarta derivada es cero, M3 = 0.

Por lo tanto, utilizaremos la férmula de la cota del error de Lagrange:

VO ) ) 201

donde x, x| y x2 son los puntos de interpolacion y z es un valor en el intervalo cerrado [xq,x2].
Si se busca calcular la cota del error en el punto x = 1.5, se necesita encontrar un valor z en el
intervalo [0,2]. Se puede tomar un valor maximo para la cuarta derivada, M4 = 2. La cota del error

seria aproximadamente 0.03125 parax = 1.5.
2.3. Problema de Cauchy

Sea Q un abierto no vacio de R x R™ y f: Q — R™ una funcién. Denotamos || - || una norma

cualquiera sobre R™, puesto que, todas las normas sobre este espacio son equivalentes.

Definicion 2.1 (Problema de Cauchy o de valor inicial). Dada una ecuacion diferencial de primer

orden
X (1) = f(t,x), 2.4)
para (¢,x(t)) € Q, y un punto (tp,xo) € Q, el correspondiente problema de Cauchy es la bisqueda

de soluciones x tales que
x(to) = xo.
Denotamos el problema de Cauchy de manera siguiente
xX(t) = f(t,x),
X (t()) = X.
Resolver un problema de Cauchy implica encontrar una funcién que satisfaga tanto la ecuacioén

diferencial establecida como la condicién inicial proporcionada.

Definicion 2.2. Supongamos que f : Q — R™ es una funcién continua. Si (fy,x9) € Q y x es una
funcién definida en un intervalo abierto / que contiene a fy y con valores en R™, entonces x es

solucidén de (2.4) si y solo si cumple con las siguientes condiciones:

1. Paratodot €1, (1,x(t)) € Q.
2. xescontinuaen /.

t
3. Paratodot €1, x(t) :x0+/ f(s,x(s))ds.
0]



2.4. Ecxistencia y unicidad local de un problema de Cauchy

La existencia y unicidad de un problema de valor inicial para una ecuacién diferencial ordinaria es
fundamental ya que permite analizar la influencia de las condiciones iniciales en la solucién de
las ecuaciones diferenciales, y como la garantia de existencia y unicidad juega un papel crucial
en la modelizacién y resolucién de EDOs o sistemas de EDOs. A continuacidn, enunciaremos un

teorema cldsico sobre existencia y unicidad de soluciones de un problema de valor inicial.

Teorema 2.1 (Teorema de Cauchy-Lipschitz). Sean f € C(Q) donde Q es un abierto de R x R™, y
(to,x0) € Q. Supongamos que f es una funcion lipschitziana con respecto a la variable x sobre una
vecindad de (ty,xo), es decir que existe una vecindad de (ty,xo) en Qy K > 0 tal que para todos

(t,x) y (t,y) en esta vecindad

1F () = f (£, 9) || < Kl}x =yl (2.5)

Entonces tenemos las propiedades siguientes

Existencia: Existe T >0y x & C'([to— T,to+T];J) solucién del problema de Cauchy

xl(t) = f(t,x),
x(t9) = xo.
Unicidad: Si y es otra solucion del problema de Cauchy arriba, ella coincide con x sobre un

intervalo de interior no vacio subconjunto de [to — T,to+ T|.
Demostracion. La demostracion se encuentra en (Schatzman, 2002) paginas 363-365. O

Ejemplo 2.2. El problema de Cauchy x'(r) = 4 +x(¢) con condicién inicial x(0) = 1 verifica las
hipétesis del Teorema 2.1. En efecto, la funcién x — f(x) = 4+ x es continua con primera derivada
continua para todo x € R y por ende es lipschitziana. Y la tdnica solucién del problema de Cauchy

es la funcién x(7) = 5¢' — 4 definida para todor € R

Ejemplo 2.3. El problema de Cauchy x’(r) = 3x(r)*/? con la condicién inicial x(0) = 0 no cumple

2/3

las condiciones del Teorema 2.1. Esto se debe a que la funcién x — x/~ no es lipschitziana en el

entorno de x = 0, y su derivada, x — x'(z) = xl%’ tiende hacia infinito cuando x se acerca a 0.
2.5. Meétodo de Runge - Kutta 4

Los métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordinarias se dividen en dos clases
principales: los métodos de un paso, que utilizan un tnico valor inicial en cada paso, y los métodos

de varios pasos, basados en varios valores de la solucidn. Esta seccién se centra en la explicacion

9



detallada del método de Runge-Kutta.

El método de Runge-Kutta de cuarto orden, comtinmente conocido como RK4, desempefia un
papel fundamental en la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). Este método fue
desarrollado en la década de 1900 por los matemaéticos alemanes Carl Runge y Martin Wilhelm
Kutta (Kutta, 1901), quienes derivaron su férmula y lo introdujeron en la comunidad cientifica. Por
esta razon, el método lleva sus nombres en reconocimiento a su contribucién a la resolucién

numérica de EDOs.

El método de Runge-Kutta es una técnica iterativa empleada para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias. Es ampliamente utilizado en la aproximacién numérica de soluciones de EDOs,
dividiendo el intervalo de tiempo en pequefios pasos y calculando las soluciones aproximadas de

manera iterativa en cada uno de ellos.

Este método exhibe un alto nivel de precisién y estabilidad, dado que su error global es de orden 4*
(Dautray, 2000). Esto implica que al disminuir el tamafio del paso h, lograremos obtener una solucién
ain mads precisa y exacta. Ademds, el RK4 supera en precision a otros métodos numéricos de
menor orden, como el método de Euler o Taylor puesto que este método elimina la necesidad de
calcular y evaluar derivadas, pero a su vez su error de truncamiento local es mds alto que el de los

métodos de Euler o Taylor.

El método de Runge-Kutta de orden 4 se obtiene a partir de una construcciéon algo mas general que

del método de Runge-Kutta de orden 2. Tiene la forma

1
Xn+1 :xn—i-g(K] + 2Ky +2K;5 +K4), X0 :x(to), (2.6)
con
K, = hf(tmxn),
h K
K, = hf(tn‘i‘iaxn“‘?l) >
h K>
K= (gt ),
K, = hf(tn+h,xn+K3),
paracadan=0,1,...,N — 1. Y mediante el desarrollo de Taylor en / encontramos, para f € C*(Q),
que O(h%).
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El método de Runge-Kutta, por tanto, es un método de cuarto orden. Requiere cuatro evaluaciones
de la funcién f por paso. Su deduccién puede encontrarse en la seccidn I1.2 de (Flannery, et al. 1992).
Cabe notar que la mayoria de textos de Analisis Numérico no explican la deduccién del esquema
de Runge-Kutta 4. Pero se puede encontrar detalladamente este método en el capitulo II de (Heirer, et
al. 1992). Es importante tener en claro el uso del método de Runge - Kutta 4 puesto que nos ayudara
mads adelante a entender y simular de manera correcta los modelos SIR Y SEIR a través de los
métodos multipasos ya que vamos hacer uso de este método como un inicializador para calcular las

aproximaciones numéricas y asi estimar una respuesta para las EDOs sujetas a estudio.
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CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

El capitulo se enfoca en el desarrollo de un marco metodoldgico destinado a examinar y evaluar
métodos multipasos utilizados en la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias,
en particular, los epidemiolégicos SIR y SEIR. Estos modelos son fundamentales en el campo
de la epidemiologia para comprender y predecir la propagacién de enfermedades infecciosas. El
objetivo principal de este trabajo es analizar y comparar la eficacia de diferentes métodos multipasos
en la simulacién precisa de la dindmica de estas enfermedades, considerando la variabilidad de
parametros y condiciones iniciales. El marco metodoldgico propuesto abarcard desde la seleccién
y aplicacién de los métodos numéricos hasta la interpretacion de los resultados, contribuyendo
asi a la mejora de la comprensién de los métodos multipasos para la aproximacién numérica de

soluciones de EDO ’s.

3.1. Descripcion de enfoque, alcance, diseiio, tipo, métodos, técnicas e instrumentos de

investigacion empleadas

El presente trabajo presenta un marco metodolégico que se fundamenta en una combinacién de
enfoques cuantitativos y cualitativos. Se revisardn documentos, articulos y libros para detallar
los métodos multipasos para asi entender el funcionamiento de los mismos. A lo largo de este
capitulo, se detallaran cada uno de los pasos y procedimientos que se seguirdn en la investigacion.
Asimismo, se optard por el uso del software matematico Python para realizar las simulaciones y

gréificas que ayudaran a entender el funcionamiento y los algoritmos de los métodos multipasos.

El Trabajo de Integraciéon Curricular se desarrollé empleando una metodologia de enfoque mixto
que abarca tanto aspectos cualitativos como cuantitativos. Este enfoque se justifica por la necesidad
de explorar la teoria de existencia y unicidad aplicada a sistemas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias que permita garantizar el uso de métodos numéricos para aproximar numéricamente las
soluciones. De igual manera nos centraremos en el andlisis matematico y numérico detrds de los
métodos multipasos para asi poder obtener la maxima precisién en las simulaciones de los modelos

epidemiolégicos SIR y SEIR.

Para este trabajo, utilizaremos un enfoque de estudio descriptivo, ya que nos concentraremos en la

simulacion de los modelos SIR y SEIR mediante la aplicacién de métodos multipasos. Esto nos
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permitird analizar la propagacion de la enfermedad y hacer predicciones sobre su comportamiento
futuro. Ademads, el objetivo del trabajo es también contribuir al desarrollo del conocimiento
en matemaéticas aplicadas, especificamente en el andlisis numérico y su breve enlace con la
epidemiologia, con el propdsito de ayudar a quienes deseen ampliar su comprensioén en estos

campos.

Teniendo en cuenta lo antes mencionado a continuacién, se enunciardn las etapas que se seguirdn

para una correcta ejecucion de este trabajo de integracién curricular:

e Identificacion del problema y objetivos: Resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias
y sistemas de EDO “s, implementacién de los modelos SIR y SEIR en Python, andlisis de los

errores entre los métodos a aplicar.

e Revision de la literatura: Revisar informacion referente a los métodos multipasos como su
resolucién numérica, resolucién de los modelos SIR y SEIR, teoria sobre la existencia y unicidad

de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales.

e Seleccion de los métodos multipasos a aplicar: Método de Adams-Bashforth, Método de

Adams-Moulton y Método predictor-corrector.

e Implementacién de los métodos multipasos: Se utilizard el software Python para programar los
métodos desde cero, se tendrd en cuenta los errores de truncamiento y estabilidad de los métodos

para asegurar la precision y convergencia de la solucién.

o Analisis de los resultados: Se comparan los resultados obtenidos por ambos métodos utilizando
los siguientes criterios: nimero de iteraciones, el tiempo de ejecucién, mejor aproximacion a la
solucién exacta y cudl es mds eficiente en términos de tiempo y recursos computacionales. Estos
resultados serdn en funcién a los valores obtenidos al analizar la cota del error de los métodos

multipasos o a su vez en las graficas resultantes de la simulacién en Python.

e Conclusiones y recomendaciones: Se evaluard la efectividad de los métodos multipasos
aplicados y se discuten las limitaciones. Se propondrin recomendaciones para futuras
investigaciones, como la aplicacién de otros métodos numéricos o la resolucion de problemas

mds complejos.

Finalmente, se hard uso del software Python en su versién 3.9 el mismo que es facil de aprender y
con una sintaxis legible que brindan funcionalidades adicionales y aceleran el proceso de desarrollo.

Todas estas funciones ayudardn a una correcta simulacion de los modelos SIR y SEIR para asi tener
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una correcta interpretacion de los datos, ademds de asi poder analizar de manera mds clara el error

de los métodos al ser simulados.
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CAPITULO IV
4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

En esta seccion, se presentardn dos modelos objeto de estudio junto con los métodos utilizados
para simularlos numéricamente, lo que permitird evidenciar sus diferencias. Se analizard el
comportamiento de cada modelo en relacién con sus variables, con el objetivo de identificar cudl de
ellos exhibe una mayor estabilidad. Posteriormente, se llevardn a cabo simulaciones utilizando los

métodos de Adams-Bashforth, Adams-Moulton y el método predictor-corrector.
4.1. Métodos multipasos

Los métodos multipasos son algoritmos del andlisis numérico empleados en la resolucién
de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). Se distinguen por su capacidad para utilizar
informacién de varios pasos previos para calcular la solucién en el siguiente. A diferencia de
los métodos de un solo paso, que se basan dnicamente en la informacién del paso anterior, los
métodos multipasos aprovechan los resultados de multiples pasos previos. La féormula general de

un método multipaso es:
S

Yn+1 :yn+hZBif(tn—ivyn—i)~ (47)
i=0

Donde, y, es la aproximacién de la solucién en el paso; y,+1 es la aproximacion de la solucién en
el siguiente paso; & es el tamaiio del paso; k es el nimero de pasos anteriores utilizados; f; son

coeficientes dados; f(z,y) es la funcién que define la Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO).

La idea detrds de los métodos de Adams es aproximar la integral anterior mediante la interpolacién
polinomial de f en los puntos: 11—y, 425, ..., In, Si €l método es explicito se denominan métodos
de Adams-Bashforth. Entonces, podemos generalizar a los métodos multipasos de Adams mediante

la integral:
Int1

i) =)+ [ £e5(0)d() @8)

In

4.1.1. Método de Adams - Bashforth

El método de Adams-Bashforth es un método numérico utilizado para resolver ecuaciones

diferenciales ordinarias (EDOs) en el campo del andlisis numérico. Su nombre se debe a los
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matemadticos John Couch Adams y Peter Bashforth que demostraron y enunciaron sus férmulas en
el siglo XIX. La contribucién de Bashforth consistié en mejorar y generalizar el método de Adams,

lo que llevé a la formulacion final del método de Adams-Bashforth.

Se debe tener en cuenta que es un método explicito, lo que significa que la solucién en cada paso se
calcula directamente a partir de los valores en pasos anteriores, por lo cual el método puede sufrir
de inestabilidad si no se elige adecuadamente el tamafio del paso. En general, cuanto mayor sea el

orden, mayor serd la precision.

Con el pasar del tiempo, el método de Adams-Bashforth ha sido objeto de mejoras por parte
de otros matematicos e investigadores en el campo del andlisis numérico y se han desarrollado
versiones de mayor orden y se han abordado sus limitaciones y problemas de estabilidad, el método
de Adams-Bashforth se utiliza ampliamente en la solucién numérica de ecuaciones diferenciales

ordinarias en diversas dreas, como la fisica, la biologia, la ingenieria y la economia.

Teniendo en cuenta la informacion anterior vamos a obtener la formula de Adams - Bashforth de 3

pasos, mismo que tiene un error de truncamiento local O(h?).

Para derivar nuestra férmula de Adams-Bashforth de 3 pasos, necesitamos interpolar f en
tres puntos especificos: t,41—s, ty+2—s, ..., 1, Utilizando un polinomio de grado s — 1, y luego

procederemos a integrar este polinomio.

Ahora entonces el polinomio de interpolacién para f(7,y(T)) que pasa por 3 puntos:

(tn—van—Z)v (tn—lafn—l) y (tnafn) es el siguiente:
P3(T) = fn72 'Ln72(f) +fn71 'Lnfl (T) +fn Ln(T) (49)

Posteriormente, utilizaremos la interpolacion de Lagrange, considerando el tamafio del paso como

h=t, —t,_1. De esta manera, obtendremos los polinomios interpolantes.

El polinomio L,_>(7) se obtiene de la siguiente manera:

(Tt (t—t) (T te)(T—ty)  (T—tp)(T—t) 1
L) = (th2—ta1)(ta2—1n) (l‘n—z—l‘;ﬁll) (i —t) 212 =gz (T ) (T 1).
h 2h

(4.10)
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Para el polinomio L,_;(7):

Loi(7) = (T—ta2)(T—1.) (T—th2)(T—1y) (t—ty2)(T—1y)
nl B (tn—l _tn—Z)(ln—l _[n) - (tn—2 _tn—1> (ln—l _tn> B h2
h 2h
_ —%-(r—tn_Z)(r—t,,). @.11)

Mientras que para el polinomio L, (7) se obtiene:

o (t=t)(t—te)  (T—tp2)(T—teir (Tt 2)(T—tp1)
La(7) T e —to)—ta 1) (e —1n) (b1 —1) 2h2
2h h
- zihz.@_t,,,z)(r_tn,l). (4.12)

Ahora vamos a reemplazar estos polinomios en:

Ing1 Int1

Wiy =30+ [ FE3E)-d(E: 30+ [ P@)-d).

I 1
Ahora obtendremos la integral para el método de Adams-Bashforth de 3 pasos.

Ing1

Yn+1 ZYH+ / [fn—Z ‘Ln—Z(T) +fn—1 ’Ln—l(T) +fn ‘Ln(T)} 'd(T) (4-13)

I
Luego,

Int1 Int1 In+1

yurt =3t oz [ Laa(®)-d(©)+for [ Lia(®)-d@+ - [ L(@)-d()

th tn th
Debido a la alta complejidad de la integral actual, realizaremos un cambio de variable adecuado.

Para eso, vamos a definir

0<u<l. (4.14)

Tal que,
T=t,+uh, dt=hdu. (4.15)

Considerando lo mencionado anteriormente, procederemos a definir los cambios de variable
siguientes:

T—ty=hu T—ty_1=h+hu; T—t,_2=2h+hu (4.16)

Ahora los polinomios de Lagrange en funcién de u se expresaran como sigue:

El polinomio L,_»(u) se expresa asi:

b

1
L, »(t) = 2—}12(1—51,1)(7:—[") = Thz(h—l—hu)(hu) =50 (h*u+h*u?)
—_——
h~+hu hu
Wou WP u o u(u+1) 1
_ _u w _uetrl) Ly 4.17
2}%4_ o 5+5 5 2u(u+ ) (4.17)
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Ahora el polinomio L, (u):

1 1 1
L, (1) = —ﬁ(r—tn_z)(r—rn) T (2h + hu) (hu) = ﬁ(zhzwhzﬁ)
2h+hu hu
2 2
= — hzu+hi:—Zu—uzz—uz—Zu:—u(u—i—Z). (4.18)

S

Mientras que el polinomio L, (u) sera:

(2h+hu)(h+hu)  F(u+2)(h+hu)  (u+2)(h+ hu)
2h? N 2hit N 2h

L,(t) = T—ty2)(T—t—1 =

2h-+hu h+hu

_ (u—|—2)2]'i%(u+1):(u—i—2)2(u+1) ;(Hl)(ﬁz)' (4.19)

TER

Al resolver la integral previa mediante la sustitucién de los valores del cambio de variable, es
esencial recalcar la necesidad de ajustar los limites de integracién. En consecuencia, el limite
superior serd u = 1 y el limite inferior serd u = 0. Con estos nuevos limites establecidos,
procederemos al célculo de las integrales. Asi se ve que

Int1

1
/Ln_z(r)dr — h-/Ln_zu ) du
0
1
1
= h/ —u(u+1)d
0
1
/u—l—l
0
= 2/14 +u)d
0
1

1
/uZ-du—F/u-du
0

0

NS

([

h (4.20)

B‘u‘ l\)ﬁk‘
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Continuamos con la siguiente integral

Int1 1
/L,H(r) dt = h/L,,,l(u) du
tn 0

h 4.21)

La dltima integral se expresard como:

1
1
= h/E(LH—l)(u—i-Z) du
0
1
h 2
= 5/(14 +3u+2)du
0
1 1 1
= 5 /uzdu+/3udu+/2du
0 0 0
23
= —h 4.22
B (4.22)

Finalmente tenemos la férmula de Adams - Bashforth de 3 pasos:

v = vt foa(on) 4 hor (<) 47 (Bon)

h
Yn+1 = yn"‘ﬁ(sfn—Z_ 16fn—1 +23fn)~ (4.23)
Error de truncamiento local

En el Anélisis Numérico, el error de truncamiento local surge de la aproximacién o eliminacién de
términos o valores en una férmula o expresion matemadtica. Comprender este error es crucial para
evaluar su impacto en la precision en cada paso del algoritmo. A continuacién, presentaremos la

demostracién del error de truncamiento en el método de Adams-Bashforth de 3 pasos. Tenemos
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entonces que:

h
Yn+1 = yn+ﬁ(5fn—2_16fn—l+23fn)a
2 h3 h4

Yomn) = y) 4y () + " () + 3P () + 5y

4) 5
5 e (xn) +O(R). (4.24)

Ahora recordemos que el error de truncamiento es la diferencia entre la solucién aproximada

obtenida mediante Adams-Bashforth de 3 pasos y la solucidn exacta de la ecuacion diferencial:

€n+1 :y(anrl) — Yn+1- (4-25)

Ademas,

Y(Xn) = Yu- (4.26)

Teniendo eso en consideracion, obtendremos:

h? W h*
$0on) =yt = ¥0n) () + ) 7y ) + 529 () + 008
5 16 23

— | Yn + Ehfth - Ehfnfl + Ehfn

h? h h*
= hy/(xn) + 7y//(xn) + 7y(3)(xn) + 7)7(4) (xn) + O(hs)

2 6 24

5 4 23,

- Ehfnfz + ghfnfl - Ehy (Xn)- (4.27)

Ahora, utilizando la serie de Taylor, expandiremos f,—1 y f,—2. Por lo tanto:

/ 7 h 3 w 4
faet = f =Ry —h) = () =y () + 55 () = 2y )

4
faca = f(n—2h,y(x, —2h)) = ¥ () — 2hy" (x) + 2079 (x,) — §h3y(4> (%)

Sabiendo eso, vamos a tener:

12 [ n
Y(Xnt1) =Yur1 = hy (%) + ?y/,(xn) + gy( )(xn) + 247
4
= Y )~ 20 ) 4 205 1) — 3 )

W)+ o)

2 h3

+ %h [)’/(xn) - hy”(x,,) + %ym(xn) -
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3 xn)+§h2 ) 3,3 (xn)+gh4y(4)(xn)
~ ) — ST+ ) — ok ) — D)
e sy_ 2,4 @) 5, 4.4)
Y(Xnt1) = Yns1 = ﬂy (x2) +O(R”) — §h Y (%) + §h Y (%xn)
e sy L@
= )+ 00) 4 1 )
= 290w +00r)

3
= gh“y<4) (xn) +O(R).
Y, por tltimo, el error de truncamiento local se expresa como sigue
3,44 5
enil = gh Y (xn) +O(R). (4.28)

De hecho, la deduccién revela que el método de Adams-Bashforth de orden 3 exhibe una cuarta

potencia de precision, identificando el exponente al que se eleva la variable A.
4.1.2. Método de Adams - Moulton

El método de Adams-Moulton es una extension del método de Adams-Bashforth, siendo una
variante explicita que incorpora informacién previa, similar a su predecesor. A diferencia de
Adams-Bashforth, este método utiliza tanto informacién pasada como futura para calcular la

aproximacion, lo que aumenta la precision en la solucién de ecuaciones diferenciales.

Su principal fortaleza radica en su precision, especialmente al emplear intervalos de tiempo mas
grandes, lo que implica resolver una ecuacién mediante iteraciéon o métodos numéricos para
obtener la solucién. Sin embargo, este atributo también puede considerarse una debilidad, ya
que la necesidad de resolver una ecuacién implicita en cada paso incrementa la complejidad

computacional.

A pesar de este inconveniente, el método es ampliamente utilizado en andlisis numérico y
tiene aplicaciones diversas en ciencias e ingenieria, donde se enfrentan problemas con ecuaciones

diferenciales.

Asimismo, vamos a deducir la férmula del método de Adams-Moulton de 3 pasos a partir de la

integral que define la mayoria de los métodos de Adams, la cual posee un error de truncamiento
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local de O(h*).

Entonces, comenzaremos interpolando el polinomio que pasa por 4 puntos:

(tn72;fn72)> (tnflafnfl)a (tnafn)a (thrl,fnJrl)'

El polinomio de interpolacién resultante es:
P4(T> = fn72 Ln72(T) +fnfl Lnfl (T) +fn Ln(T> +fn+l Ln+l (T) (429)

Abhora, avanzaremos con el proceso utilizando la interpolacién de Lagrange, considerando nuestra
definicién de 4 como h = t, —t,_;. Utilizando esta definicion, calcularemos los siguientes
polinomios:
El polinomio L, »(T) se expresa asi:

(T—=ta-1) (T = 1a) (T —tn41)
(tan — I ) (tnfz - tn) (tnfz - thrl)

(T—ta 1) (T—12)(T —tnr1)
(tn72 - tnl) (tn72 - tn) - (thrl - tn72)
—_————— —/—

Ln,Q(T) =

h 2h 3h
_ _(T_tnfl)(f—fn)(f—fnﬂ)
B 613
= _@ (T_t’l—l)(f_tn)(f_tn-i-l)' (4.30)

Abhora el polinomio: L,_;(7)

(T —tn2)(T —tn) (T — tut1)
(tn—l - tn—Z)(tn—l _tn)(tn—l _tn—H)
(T—ta2) (T = 1) (T~ tuy1)
— (ta—2 —tn1) (tn—1 —tn) — (tnt1 —ta—1)
—_———— Y—m—

L, 1 (’L’) =

h h 2h
_ (t—th2) (T =) (T —tat1)
B 2h3
- (T—ty—2)(T— 1) (T —tys1)- (4.31)

2n3
Mientras que para el polinomio L, (7) se obtiene:

(T—ta2)(T—ty1)(T —tut1)
(tn - tnfl)(tn - tnfl)(tn - thrl)
(T —ta2)(T—ta—1)(T —tnt1)
- (tnfz - tn) - (tnfl - tn) - (thrl - tn)
—_— —— Y——

L,(t) =

2h h h
= _(T_tn—Z)(T—ln_l)(T_tn+])
B W
1
T (T =ty 2)(T =t 1)) (T —tus1). (4.32)
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Ademas, para el polinomio L, (7):

(T—ta2)(T—ta-1)(T—1n)
(thrl - tan)(tn+l _tnfl)(trﬁl - tn)
(T—tw2)(T—ta1)(T—1n)
— (tn—2 —tns1) = (tn—1 — tns1) (tnt1 — 1)
~——

Ln+l(T) =

3h 2h h
_ (=)t —ta) (T 1)
B 6i3
1
= (T—th2)(T—th1)(T—1y). (4.33)

613
Una vez obtenidos los polinomios, los reemplazamos en la integral siguiente:

Int1
Ynt+1 = Yn+ Py(7) dt (4.34)

Asi, nuestra integral para el método de Adams-Moulton de 4 pasos queda expresada como:

Int1

Yn+1 :yn+ [fn—Z Ln—Z(T)"i_fn—l Ln—1(7)+fn Ln(T)+fn+l Ln—i—l(f)] dt (435)

fn
Luego, separamos la integral:

tht1 Tnt1

Yn+1 = Yn +fn—2 Ln—Z(T) dT+ﬁ1—l Ln—](T) art

[ll t’l
Int1 In+1

+ fa L,(T)dT+ fui1 L,1(7)dT.
ta tn
De igual manera al caso de Adams - Moulton vamos a realizar un cambio de variables como en la
demostracién anterior para dejar todo en funcién de u. Para lograrlo, definiremos:
T—t,
h )

u= 0<u<l.

Tal que,
T=t,+uh, dt=hdu.

Considerando lo mencionado anteriormente, procederemos a definir los cambios de variable
siguientes:

T—ty=hu T—ty_1=h+hu, 7T—t,_p=2h+hu.

Considerando estas modificaciones en las variables, obtendremos:

Para el polinomio L,_(u) se observa:

Lia(D) = —grr (=t ) =) i)

h+hu hu —h+hu

_ —#-(thhu)(hu)(—thhu)
= cul-i) (4.36)
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Mientras que para el polinomio L, (u):

1
Loa(®) = gz (T 2) (=) )
2h-+hu hu —h+hu
_ (2h+ hu)(hu)(—h+ hu)
B 2m
_ —%u(u—{—Z)(l—u). (4.37)

Ademds, para el polinomio L,(«) vemos que:

Ly(t) = _ﬁ'(T_tn—l)(f_tn—l)(f_tn—s-l)

2h-+hu h+hu —h-+hu

Ly(u) = 2;3 (2h+ hu)(h+ hu)(—h + hu)
_ éu(u+2>(u+1). (4.38)

Una vez realizado el reemplazo, podemos proseguir con la resolucién de las integrales previas.
Ademds, es necesario ajustar los limites de integracion. Por consiguiente, el limite superior serd
u =1y el limite inferior serd u = 0.

A continuacidn, procederemos con el calculo de las integrales:

Tn1 1
Ly o(t)dT=h / Lo (1) du

In

4.39
24 (4.39)
Continuamos con la siguiente integral:
Int1 1
/ Loi(t)dt = h/ Lo (u) du
ty 0
1
= h/ ——u(u+2)(1 —u)du
0
5
=——h. 4.40
24 (440)
Para la integral a continuacién tenemos:
tnt1 1
L(t)dt=h /Ln(u) du
In 0
1
1 2
) /5 (u+2)(1 —u?) du
0
19
=—h 441
24 (441
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Y para la dltima integral observamos que:

Int1

Ln—H (T) dt=h /Ln+] (M) du

i

3
- §h’ (4.42)

In

Y(u+2)(u+1) du

O\M—‘

Por lo tanto, tenemos la férmula de Adams - Moulton de 3 pasos es:

v =t ua (agh) ot (—mh) 45 (5o0) +5n (3)),

Yn+1 = (fn anfl + 19fn+9fn+l)- (4~43)

Error de truncamiento local

Del mismo modo que en el caso explicito del método de Adams-Moulton, también se evidencia
un error en los cdlculos del algoritmo. No obstante, debido a la mayor precisién inherente de este
método, este error tiende a reducirse. A continuacion, se presentard la demostracion del error de

truncamiento en la férmula del método de Adams-Moulton de 3 pasos. Tenemos por ende que:

Yn+1 = yn“‘%(fan_anfl+19fn+9fn+1)
h? n
Y1) = y) +hy (o) + 2" () + -y ()
h4 ) hS

E— 4 —_

(5) 6
54 v (x,) 4+ O(h°). (4.44)

_l’_

Ahora recordemos que el error de truncamiento es la diferencia entre la solucién aproximada

obtenida mediante Adams-Moulton de 3 pasos y la solucién exacta de la ecuacién diferencia

€n+1 Z)’(xn+1) — Yn+l1 (4.45)
Ademas,
V(%) = Yu (4.46)
Consecuentemente, vamos a tener:
, R, ’ 3 h 5 6
n —Yn - n h n ~ n —_ n A n TAN n h
Y(Xnt1) = Ynt1 Y () Y () + 2" () + ¢ () + 57 (x )+120y (xn) +O(h”)
1 5 19 3
- yn+ﬁhfn72—ﬂhfn—1+ﬁhfn+§hfn+1
h? n? h* nw
_ / woon A ) n 4 () 6
)+ hy (xq) + 5V (xn) + e (xn) + 27 (xn) + 107 (xn) +O(R°)

1 5 19 3
— — —hf,_ —hfy—1—=—hf,—=h .
M 24 o 2+24 fu—1 24 Jn 3 St
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Abhora, utilizando la serie de Taylor, expandiremos f,_1, f,—2 y fa.+1. Por ende:

h? I ht
Joor = [l —hy(x,—h)) =y (xa) — hy" (xa) + Ey(3) (xn) — gy(“) (xn) + ﬁy(S)(xn)
4 2
facr = Fl— 20y = 20)) =5 (50) = 20" () - 20°5 ) () — 2059 () + 508 ()
W, w o, W s
fn+1 = f(xn +haY(xn +h)) = y,(xn) +hy//(xn) + Ey( )(xn) + gy( )(xn) + ﬁy( )(xn)'
Con lo anteriormente expuesto, llegamos a
s et = )+ ) 4 oy )+ 2 ) 29 )+ 00
YXn+1) = Yn+1 = NY (Xp 3 Y Xn 6 Y Xn 24)’ Xn 120)’ Xn
1 4 2
— ot [y’m) =20y () + 2%y () — 2 () + 3h“y<5>(xn>}
Sl e+ @ ey @y B ) 19,7
+ 24h [y (xn) — hy" (xn) + 3 Y (%n) 6 () + 24)’ (xn) 24hy (xn)

3,1 oy ) e * o)
- gh Y(xn)+hy (xn)‘{'?y (xn)‘{'gy (xn)‘l'*y (xn) .

, W, s K G s 1
Vo) =yt = BHa] + 507 ) + "o ) + 57 () + 550 () +0() — o5

3 1 5 1
_ S ) 6y _ 15,05 > 315,09 _ 15,09
y(anrl) Yn+1 120)’ (xn)+0(h) 36h y (xn)+576h y (xn) 64h y (xn)
_24-80425-45 5 .
= 5350 Py (x,) +O(h”)
_ 19 5 45 6
=~y (xXn) +O(R°).

Y, finalmente, el error de truncamiento local se expresa como sigue
en1(h) = =2 1Y) () +O(1°). (4.47)

La deduccidn revela que el método de Adams-Moulton de orden 3 presenta una precision de quinta

potencia, indicando el exponente al que se eleva la variable & para este método.
4.1.3. Método Predictor - Corrector

Al discutir este método, es fundamental comprender por qué se denomina predictor-corrector. Su
nombre radica en la combinacién de un paso de prediccién explicito (Adams-Bashforth) y un paso

de correccién implicito (Adams-Moulton), lo cual mejora la precision de nuestra aproximacion
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numérica. A continuacién, describiremos cémo opera el método:

Paso de predicciéon (predictor): En la etapa predictiva, emplearemos el método de
Adams-Bashforth para obtener una aproximacion inicial de la solucién en un punto determinado, lo
que nos permitird estimar el valor de la solucién en el punto siguiente.
Prediccién
/
Yntl = Yapi (4.48)

Como observamos y,, | va a “predecir” la soluci6n en el siguiente punto utilizando y, 1 como la

informacion previa .

Evaluamos: f (.11, )

Paso de correccion (corrector): Después de evaluar con la prediccidén anterior podemos
hacer uso del método de Adams-Moulton para asi mejorar la aproximacion realizada en el paso de
prediccién. Es por esto que se llama paso de correccidén ya que se “corrige” la prediccion inicial

para obtener una aproximacién mds precisa.

Cuando hablamos de la convergencia y estabilidad de este método debemos tener en cuenta de la
eleccion adecuada de los métodos predictor y corrector, asi como de los pasos de tiempo utilizados
para la aproximacién. Sin embargo, la precision y eficiencia del método pueden variar dependiendo

de la naturaleza de la EDO y las condiciones a las que esté sujeta la EDO.
4.2. Modelo SIR

El modelo fue creado originalmente para estudiar la propagacion de enfermedades como la fiebre
tifoidea, la peste bubdnica y la viruela. La idea detrds del modelo es que los individuos pueden
cambiar de un grupo a otro a medida que la enfermedad se propaga. Los individuos en el grupo S
pueden convertirse en individuos en el grupo / si son infectados por la enfermedad. Una vez que
un individuo es infectado, pasan al grupo / y pueden transmitir la enfermedad a otros individuos

susceptibles.

Existen limitaciones a este modelo puesto que el modelo SIR asume que una vez que una persona
se recupera, se vuelve inmune permanentemente, lo cual puede no ser cierto en el caso de
ciertas enfermedades. Ademds, asume que todos los individuos de una poblacion son igualmente

susceptibles a la enfermedad y que no hay variaciones en la tasa de transmision en diferentes partes
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de la poblacion, lo que puede afectar la precision de las predicciones y conclusiones derivadas del

modelo.

Como este modelo se basa en la teoria de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias se puede

describir al modelo SIR a través de un sistema de EDOs:

s _ —BSH)I()

dT — N
dar ﬁS(;y(f) —yl(t) - (4.49)
R =yt

Donde:
S(t) es el nimero de individuos susceptibles.
I(t) es el nimero de individuos infectados.

R(t) es el nimero de individuos recuperados.

Los pardmetros en estas ecuaciones son los siguientes:

B es la tasa de transmision de la enfermedad.

7Y es la tasa de recuperacién de la enfermedad.

4.3. Modelo SEIR

El modelo SEIR (Susceptible-Expuesto-Infectado-Recuperado) es un modelo matematico utilizado
para describir la propagacion de enfermedades infecciosas en una poblacién. Este modelo se basa
en la teorfa de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y utiliza cuatro variables de estado:

susceptibles (S), expuestos (E), infectados (1) y recuperados (R).

La diferencia clave entre el Modelo SIR y el Modelo SEIR es la adicién de la variable de estado
E, que representa a los individuos que han sido expuestos a la enfermedad pero que atin no han
desarrollado sintomas y no son contagiosos, es decir describe la evolucién de la variable E describe

como aumenta el nimero de individuos expuestos a medida que se infectan con la enfermedad.

De igual manera que el modelo SIR, esté también se puede modelar a través de EDOs por lo cual el

sistema de ecuaciones del modelo SEIR es el siguiente:
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§'(1) = =BS()I(1)/N,
E'(t) = BS(1)I(t)/N — oE(1),
I'(t) = oE(1) = vI(1),

R'(t) = vI(1).

(4.50)

Donde:

S es el nimero de individuos susceptibles a la enfermedad.
E es el nimero de individuos expuestos a la enfermedad.

I es el nimero de individuos infectados con la enfermedad.

R es el nimero de individuos recuperados de la enfermedad.

Los pardmetros en estas ecuaciones son los siguientes:

B: La tasa de transmision de la enfermedad, es decir, la probabilidad de que un individuo
susceptible se infecte cuando entra en contacto con un individuo infectado.

o: La tasa de transicion de los individuos expuestos a la categoria de infectados. Esto depende del
periodo de incubacién de la enfermedad, es decir, el tiempo que tarda un individuo en pasar de la
categoria de expuestos a la categoria de infectados.

7: La tasa de recuperacién de los individuos infectados. Esto depende de la duracién de la

enfermedad y de la eficacia de los tratamientos.

4.4. Simulacion

La enfermedad del Covid-19 es producida por el virus SARS-CoV-2, la manera mas comtn de
cOmo se transmite es de persona a persona a través de pequefias particulas liquidas expulsadas por
una persona infectada al hablar, toser o estornudar y el contagio se da cuando las personas inhalan

el virus ya se ha por las mucosas de los ojos, la nariz o la boca.

La mayoria de los casos de COVID-19 son leves a moderados y no requieren hospitalizacion. El
tiempo de recuperacion varia de una persona a otra y depende de diversos factores, como la edad,
el estado de salud general y la gravedad de los sintomas. Ademds, es importante tener en cuenta

que las personas reaccionan de manera diferente al virus y al tratamiento del mismo.

Para nuestra simulacién vamos a tener en cuenta el modelo SIR y SEIR, ambos modelos

ayudan a comprender como se propagard una enfermedad infecciosa en una poblacién determinada
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y como diferentes intervenciones pueden afectar esa propagacién. Por lo tanto, se podrdn tomar
mejores decisiones al conocer como posiblemente la enfermedad avance para que el sistema de

salud elija de manera correcta de cémo combatir al virus.

Al ajustar los pardmetros del modelo, como la tasa de infeccién o la tasa de recuperacion,
es posible simular diferentes escenarios y evaluar el impacto de medidas de control, como el
distanciamiento social, el uso de mascarillas o la implementacién de campafias de vacunacidn.
Ademds, es importante tener en cuenta que estos modelos sirven Gnicamente como una guia ya que

en la vida real existen muchos més pardmetros que no pueden ser contemplados en una simulacién.

Teniendo en cuenta lo antes mencionado mds adelante se mostrardn los pardmetros que
se utilizaran para realizar la simulacién, para la simulaciéon haremos uso de los métodos multipasos
que nos servirdn para obtener la més precisa aproximacién numérica de las EDO que conforman

tanto el modelo SIR con el SEIR.
Entonces las ecuaciones que serdn utilizadas para la simulacién corresponden a:

Adams - Bashforth de 3 pasos

h
Yn+rl =Yn+ E(anfZ —16f,—1+ 23fn)

Adams - Moulton de 4 pasos
h
Yn+1 =Yn + ﬁ(fn—Z - an—] + 19fn +9fn+])
4.4.1. Parametros de la simulacion

Para nuestra simulacién se usaron datos reales, mismo que fueron recabados de articulos
relacionados al Covid-19 mismo que se encuentran en las referencias de este documento, los

parametros presentados a continuacién seran tanto para el modelo SIR y SEIR:
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Tabla 1-4: Datos de simulacién para el modelo SIR.

Parametros de simulacién

Simbolos Valor Dimensién

N 508 090 Por dia

So 303 767 Por dia

B 0.29 Sin dimensién

Y 0.37 Sin dimensién

Fuente: Algadi H., 2022.
Realizado por: Muiioz B., 2023.

Tabla 2-4: Datos de simulacién para el modelo SEIR.

Pardmetros de simulacion
Simbolos | Valor Dimensién
N 100 000 Por dia
R 268 Por dia
B 1 Sin dimensién
% 0.2 Sin dimension
c 0.1428 | Sin dimensién

Fuente: Gutierrez J., 2020.
Realizado por: Muiioz B., 2023.

Resultados del modelo SIR

Ambos modelos usan datos que fueron seleccionados para una simulacién que se ajuste a nuestro
modelo y, ademds, se utiliz6é un tamafio de paso 22: 0.1, 2: 0.2 y h: 0.3, a continuacién, observaremos

como se comporta el modelo SIR bajo las condiciones antes mencionadas.
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Susceptibles
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Ilustracion 1-4: Poblacién de Susceptibles mediante métodos multipasos con
h=0.1.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

Susceptibles
200000 41 —8— Adams Bashfort 3
I Adams Moulton 3
" Predictor-Corrector
180000 1
= j
S 160000 4
m
e
& i
140000 4+
|
II
120000 1
e
0 25 50 FE] 100 125 150 175 200
Tiempao (dias)

Tlustracion 2-4: Poblacion de Susceptibles mediante métodos multipasos con
h=0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Susceptibles
200000 4 | —&— Adams Bashfort 3
Adams Moulton 3
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1
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Ilustracion 3-4: Poblacién de Susceptibles mediante métodos multipasos con
h=0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

Observamos que en la curva perteneciente a los infectados se comportan de manera similar al ser
aproximada a través de los tres métodos multipasos, esto debido a que usan informacién en comiin
durante las iteraciones hasta llegar a la aproximacion mds precisa. Por otro lado, la poblacién de

susceptibles pasa rdpidamente a formar parte de los infectados esto debido a los parametros antes

mencionados.
Infectados
300000 —8— Adams Bashfort 3
Adams Moulton 3
250000 4 Predictor-Corrector
200000 1
| =
=]
& 150000 -
e
&
100000
50000 -
|} -
] 20 40 &0 an 100
Tiempao (dias)

Ilustracién 4-4: Poblacion de Infectados mediante métodos multipasos con 2 = 0.1.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Infectados
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Tlustracion 5-4: Poblacién de Infectados mediante métodos multipasos con 2 = 0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

Infectados
00000 1 =8 Adams Bashfort 3
1 Adams Moulton 3
250000 +—¢ Predictor-Correctar
1
T
200000 1w
= -
2 -
& 150000 4=
= 5
&
100000 4
50000
D -
0 50 100 150 200 250 300
Tiempao (dias)

Ilustracion 6-4: Poblacion de Infectados mediante métodos multipasos con 7 = 0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

En este caso podemos observar que de manera rapida la poblacién de infectados desciende ya que al
tener una tasa de recuperacion alta la poblacién se recupere en menor tiempo, ademds observamos
que las gréficas producidas por los métodos multipasos son similares y esto gracias a la correcta
eleccion tanto de predictor (Adams-Bashforth de orden 3) y corrector (Adams-Moulton de orden

3).
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Recuperados
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Ilustracion 7-4: Poblacién de Recuperados mediante métodos multipasos con
h=0.1.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Ilustracion 8-4: Poblacion de Recuperados mediante métodos multipasos con
h=0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Ilustracion 9-4: Poblacion de Recuperados mediante métodos multipasos con
h=0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

De igual manera en estds graficas podemos observar como las curvas son similares, pero cuando
usamos un tamaiio de 4 mas pequefio pareciera que las curvas se sobreponen, la curva de recuperados

asciende de manera casi inmediata a causa de su pardmetro de recuperacion rapido.
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Tlustracion 10-4: Modelo SIR mediante el método de Adams Bashforth 3 con
h=0.1.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 11-4: Modelo SIR mediante el método de Adams Bashforth 3 con
h=0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 12-4: Modelo SIR mediante el método de Adams Bashforth 3 con
h=0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

En las graficas anteriores la poblacién N se comporta de manera esperada por los pardmetros de
simulacion usados, haciéndonos notar que cuando nuestro 2 = 0.1 se obtiene una grafica méas

precisa.

37



Adams Moulton 3

400000 -
320000 -
300000 -

250000 1 -
—— Susceptibles

200000 4 —— Infectados
—B— Recuperados

non

Poblac

150000 -
100000 -
50000 4

ﬂ_

0 20 40 B0 a0 100
Tiempa (dias)

Tlustracion 13-4: Modelo SIR mediante el método de Adams Moulton 3 con 2 =0.1.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 14-4: Modelo SIR mediante el método de Adams Moulton 3 con 2 = 0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 15-4: Modelo SIR mediante el método de Adams Moulton 3 con & = 0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

Observamos que al usar el método de Adams-Moulton de orden 3 las graficas son similares al
método de Adams-Bashforth esto porque al formar parte del método de predictor-corrector utilizan

y almacenan informacién similar.
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Tlustracion 16-4: Modelo SIR mediante el método de Predictor-Corrector con
h=0.1.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 17-4: Modelo SIR mediante el método de Predictor-Corrector con
h=0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

Pradictor-Corrector

400000 -
350000 -
300000 -
250000 -
—— Susceptibles

200000 - —— Infectados
—— Recuperados

1on

Poblac

150000 -

100000 -

50000 4

ﬂ-

T T T
o 50 100 150 200 250 300
Tiempao (dias)

Tlustracion 18-4: Modelo SIR mediante el método de Predictor-Corrector con
h=0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

Finalmente, el método de predictor-corrector nos dio la mejor aproximacion ya que tomo

informacién de pasos anteriores para asi garantizar la mas optima de las aproximaciones.
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Resultados del modelo SEIR

De manera similar se utilizé un tamafio de paso 2: 0.1, 2: 0.2 y & : 0.3, a continuacion, observaremos

cémo se comporta el modelo SEIR bajo las condiciones antes mencionadas.
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Iustracion 19-4: Poblacion de Susceptibles mediante métodos multipasos con
h=0.1.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Ilustracion 20-4: Poblacién de Susceptibles mediante métodos multipasos con
h=0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 21-4: Poblacién de Susceptibles mediante métodos multipasos con
h=0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

Podemos observar que si reducimos el tamaiio de nuestro 4 las iteraciones son mds cercanas por lo
cual se reduce el error y aumenta el grado de precision al aproximar el modelo. Por otro lado, la
poblacién de susceptibles pasa rdpidamente a formar parte de los infectados ya que el pardmetro de

contagio es alto.
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Ilustracién 22-4: Poblacion de Expuestos mediante métodos multipasos con
h=0.1.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Ilustracién 23-4: Poblacion de Expuestos mediante métodos multipasos con
h=0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 24-4: Poblacién de Expuestos mediante métodos multipasos con
h=0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

De manera similar al hacer uso de un % reducido ganamos precisién ya que el método de
predictor-corrector es muy similar a los métodos de Adams-Bashforth y Adams-Moulton. Ademas,
observamos como la curva de expuestos genera un pico aproximadamente en 30,564.0981 con

t =29.40 lo que nos indica el periodo de incubacion, durante el cual las personas expuestas se
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vuelven infectadas.
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Tlustracion 25-4: Poblacién de Infectados mediante métodos multipasos con

h=0.1.

Realizado por: Muinoz, B., 2023.
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Tlustracion 26-4: Poblacion de Infectados mediante métodos multipasos con

h=0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Ilustracién 27-4: Poblacion de Infectados mediante métodos multipasos con
h=0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

De manera similar observamos que la diferencia entre métodos multipasos no es grande y esto es
gracias a la eleccién de los mismo, como se todo Adams-Bashforth de orden 3 como predictor y
Adams-Moulton de orden 3 como corrector, juntando la informacién de ambos logramos que el
método de predictor-correcto gane la suficiente precisiéon. Y como en la curva de expuesto, aqui

también, se muestra un pico de infectados en 18,843.3171 con ¢t = 33.60.
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Ilustracion 28-4: Poblacion de Recuperados mediante métodos multipasos con
h=0.1.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Ilustracion 29-4: Poblacién de Recuperados mediante métodos multipasos con
h=0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Ilustraciéon 30-4: Poblacion de Recuperados mediante métodos multipasos con
h=0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

Gréficamente observamos que los métodos multipasos se comportan de manera similar esto gracias
a la seleccién de predictor y corrector, como contra parte de la grafica de infectados aqui vemos
como la poblacién se recupera ridpidamente puesto que nuestro pardmetro de recuperacion era

también un poco alto.
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Tlustracion 31-4: Modelo SEIR mediante el método de Adams Bashforth 3 con
h=0.1.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 32-4: Modelo SEIR mediante el método de Adams Bashforth 3 con
h=0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 33-4: Modelo SEIR mediante el método de Adams Bashforth 3 con
h=0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

En las graficas anteriores vemos como el método de Adams-Bashforth de orden 3 modela todo el
sistema SIR, mostrandonos como la poblacién N se comporta bajo los pardmetros de simulacion,

dandonos asf la gréfica esperada.
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Tlustracion 34-4: Modelo SEIR mediante el método de Adams Moulton 3 con

h=0.1.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 35-4: Modelo SEIR mediante el método de Adams Moulton 3 con

h=0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 36-4: Modelo SEIR mediante el método de Adams Moulton 3 con
h=0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

Al hacer uso del método de Adams-Moulton de orden 3 también se comporta de manera similar

puesto que los 2 métodos usan 3 iteraciones anteriores con el fin de mejorar precisién y reducir el

error.
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Tlustracion 37-4: Modelo SEIR mediante el método de Predictor-Corrector con
h=0.1.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 38-4: Modelo SEIR mediante el método de Predictor-Corrector con
h=0.2.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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Tlustracion 39-4: Modelo SEIR mediante el método de Predictor-Corrector con
h=0.3.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.

Finalmente, el método de predictor-corrector usa las aproximaciones generadas tanto por el predictor
(Adams-Bashforth 3) y corrector (Adams-Moulton 3) para asi ofrecernos la solucién més exacta

del modelo SIR.
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4.4.2. Andlisis de error de los métodos multipasos

Para el analisis del error asociado a los métodos multipasos, vamos a centrarnos especialmente
en los métodos de Adams-Bashforth de orden 2, Adams-Moulton de orden 1 y el método
predictor-corrector. Estos métodos, utilizados ampliamente en la préctica, requieren una
comprension sélida de su error numérico.

Vamos hacer uso de la ecuacién f(z,y) =t —y con la condicién inicial de y(0) = 1, cuya solucién

exactaes y(t) =t+ 1 —2-e'. Entonces la gréfica de esta ecuacion exacta seria:

Solucion Exacta para fit, yl=t—y
12 4
11 -1
10 1
0.9 1
0.8 1
0.7 1
I}':.:II} I}IEE I}ISI} I}_:"E llilﬁll} 1.':.'5 1I5|]I 1':"5 2".I]|}
Tiempo

Ilustracién 40-4: Solucién exacta para f(t,y) =t —y.

Realizado por: Muioz, B., 2023

Debemos tener en cuenta que el método de Adams-Bashforth de 2 pasos posee un orden de
convergencia p = 2, lo que significa que el error global en la solucién es proporcional a h%, donde
h es el tamafio del paso. En términos simples, si se reduce el tamaio del paso a la mitad, el error
global disminuira en un factor de aproximadamente %, lo que indica una convergencia bastante

rapida.

Mientras que el orden de convergencia del método de Adams-Moulton de 1 paso es p =1, lo que
significa que el error global en la solucién es proporcional a /. Es decir que, si reducimos el tamafio
del paso a la mitad, el error global disminuird en aproximadamente la mitad, lo que indica una

convergencia menos rapida que el método de Adams-Bashforth de 2 pasos.
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Grafica del error

A continuacién, se mostrard los resultados de aproximar la ecuacion f (¢,y) =t — y a través del
método de Adams-Bashforth (Predictor) y Adams-Moulton (Corrector) asi como también, el error

producido después de su aproximacion.

Tabla 3-4: Error de Métodos Multipasos.

Error de Métodos Multipasos

h | Adams-Predictor | Adams-Corrector | Solucién Exacta | Error

0.5 0.713061 0.713061 0.713061 0.00000
1 0.803265 0.708980 0.735759 0.02678
1.5 0.980510 0.911607 0.946260 0.03465
2 1.280147 1.238669 1.270671 0.03200

Fuente: Propia.

Realizado por: Muiioz B., 2023.

Finalmente, para el error local de los métodos debemos tener en cuenta que:

El error para el método de Adams-Bashforth de Orden 2 es:

— 1 S5h
P = 23ty wn) = F b i)+ 5V (&), (4.51)
donde: 5 € [tnfhthrl]
El error para el método de Adams-Moulton de Orden 1 es:
_ 1 —h?
LI — [ f s was) + Fl-1wa )]+ =0 (), (4.52)
donde: 1 € [ty—1,tp41]
Y reorganizando las ecuaciones tenemos:
— 3) ©)
Wntl =~ Wy YY) | V(S 21 6 3
=h ~h|— . 4.
; B e = L4 Fl(3) (453)

Y asumiendo que:
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12 wy 1—W2
YI(E) ~ : L

Dt Pt 4.54

Entonces el error de truncamiento local en base a la ecuacién f(f,y) =t —y sera:

Tabla 4-4: Error de Truncamiento Local (ETL).

Error de Truncamiento local de métodos multipasos

h | Adams-Predictor | Adams-Corrector | Error ETL

0.5 0.713061 0.713061 0.00000 | 0.00000
1 0.803265 0.708980 0.02678 | 0.03143
1.5 0.980510 0.911607 0.03465 | 0.02297
2 1.280147 1.238669 0.03200 | 0.01383

Fuente: Propia.

Realizado por: Muiioz B., 2023.

Es decir, el andlisis del error revela que tiene un orden de convergencia de 2, lo que significa que el
error disminuye de manera cuadrética al reducir el tamafio de paso. Sin embargo, la estabilidad

puede ser un problema si los tamafios de paso son muy grandes.

Asf entonces tenemos nuestra grafica del error vs paso de discretizacion:

Error vs Paso de Discretizacion
—&— Adams-Bashforth
Adams-Moulton
-0 Pradictor-Corrector
1073 1
-

5
i

107* 1

107" 1

102 2x107F Ix10 =107 6x10°F
Tamano de Paso de Discretizacion

Ilustracion 41-4: Error vs Paso de Discretizacion.

Realizado por: Muiioz, B., 2023.
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La gréfica muestra como el método de predictor-corrector es mds preciso y estable ante los métodos
de Adams y Moulton y también, tenemos el método de Adams-Moulton de orden 1 que a pesar de su
simplicidad, tiene un orden de convergencia de 1, lo que, significa que el error disminuye de manera
lineal al reducir el tamafio de paso. La ventaja radica en su mayor estabilidad en comparacién con

Adams-Bashforth.
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CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

e La aplicacién de los métodos multipasos, nos ayud6 a observar, analizar y comparar la
complejidad de cada uno por separado con el fin de encontrar el método mas efectivo ya
que el método de Adams-Bashforth como Adams-Moulton mejoran en su aproximacién acorde
al tamafio de paso A, es decir si reducimos 4 el error también lo hard y de manera similar si

aumentamos el tamano de / el error se incrementara.

e Es necesario usar un método de un solo paso o tradicional, para calcular suficientes

aproximaciones iniciales de la solucién para asi poder usar los métodos multipasos.

e [os métodos de Adams-Bashforth y Adams-Moulton por separado no son tan precisos ni
estables, pero combinados en el método predictor - corrector se eliminan las fallas para encontrar

la aproximacién mds precisa.

e Ambos modelos para el COVID-19 tienen similares caracteristicas que podrian ser utilizados al
momento de manejar un brote agresivo de un virus o una pandemia, ya que al poder predecir
como podria ser su comportamiento se podrdn tomar mejores decisiones para la poblacién y

ayudar al sistema de salud de un pais.

5.2. Recomendaciones

e Para futuras investigaciones si se estdn trabajando con EDOs rigidas, se sugiere optar por métodos
implicitos como el método de Gear, ya que son mds estables y pueden manejar relaciones de

paso de tiempo mds grandes sin deteriorar la precision.

e Para implementar y experimentar con los métodos multipasos, recomendamos utilizar bibliotecas
numéricas como SciPy en Python puesto que se evita programar enteramente los métodos

multipasos.
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