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RESUMEN

En el contexto de aplicaciéon de la matemdtica, el modelado de sistemas fisicos es un tema de
interés y un desafio persistente tanto para los aprendices como para los docentes, por lo tanto
el objetivo de la presente investigacion fue describir de forma detallada la justificacién teérica
del modelado matematico cinemético de un robot manipulador de cuatro grados de libertad. La
metodologia del presente trabajo fue desarrollada bajo un enfoque cualitativo, utilizando un disefio
de investigacién documental. Debido a que se recolecté informacién sobre el problema a tratar a
través de fuentes bibliogréficas veridicas como lo son articulos cientificos y libros. Ademas se
detall6 las caracteristicas mds importantes de la investigacion tales como definiciones y la obtencién
analitica de las ecuaciones. A través de estos aspectos metodoldgicos se logra la cristalizaciéon de
un documento referencial sobre el modelado matemético cinemaético, cuyo resultado fundamental
queda plasmado en tres capitulos: el primero, la descripcién del sistema donde se especifica los
componentes y estructura del robot quedando predeterminada una configuracién de un robot
manipulador de cuatro grados de libertad con articulaciones rotacionales; el segundo, el modelo
geométrico plantea las ecuaciones de cada sistema de referencia con respecto a sus articulaciones;
el tercero, modelo cinemadtico que describe analiticamente la trayectoria espacial del robot como
una funcién del tiempo y en particular por las relaciones entre la posicién y orientacién del
extremo final del robot con los valores angulares de las articulaciones. Este material servird como
instrumento alternativo para la ensefianza y aprendizaje de una aplicacion de la matemdtica. Se
concluye que a través de este documento referencial se pueda contribuir al desarrollo de trabajos en

esta drea y a la contextualizacién matemadtica de los mismos.

Palabras clave: <MODELADO GEOMETRICO>, <MODELADO CINEMATICO>, <ROBOT
MANIPULADOR>, <GRADOS DE LIBERTAD>, <JACOBIANA>.
0203-DBRA-UPT-2024
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ABSTRACT

In the context of mathematical application, the modeling of physical systems is an interest topic
as well as a challenge for both, students and teachers; thus, the aim of the current research was
to describe in detail the theoretical justification of the mathematical kinematic modeling of a
robot which manipulates four degrees of freedom. The methodology of the current research had
a qualitative approach and used a documental design, since the information about the problem to
be studied was gathered from reliable bibliographic sources such as scientific papers and books.
In addition, the most important characteristics of the research like definitions and the analytical
obtention of equations were detailed. Through the use of these methodological aspects, it was
possible to obtain a referential document on the kinematic and mathematical model, its main
result evidences three chapters: The first one has to do with the description of the system which
specifies the components and structure of the robot, predefining a configuration for a four degree
of freedom robot with rotational joints; in the second one, the geometric model proposes the
equations of each referential system; regarding its joints, the third one has to do with the cinematic
model which analytically describes the spatial trajectory of the robot as a time function and
particularly the relationship existing between the position and orientation of the end of the robot
with the angular values of the joints. This material will be used as an alternative instrument for the
teaching and learning of a mathematical application; thus, it is concluded that by means of this
referential document, it is possible to contribute to the development of work in this area and to their

mathematical contextualization.

Keywords: <GEOMETRIC MODELING>, <KINEMATIC MODELING>, <MANIPULATOR
ROBOT>, <DEGREES OF FREEDOM>, <JACOBIAN>.
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INTRODUCCION

El conocer, entender y aplicar la matemética brinda la posibilidad de desarrollar la habilidad
de razonamiento l6gico y de resolucién de problemas de la vida real. El modelado matemadtico
proporciona un marco formal para comprender y explicar sistemas fisicos complejos del mundo
real. Al representar sistemas mediante ecuaciones matemadticas, se pueden identificar relaciones y
patrones subyacentes que de otro modo podrian ser dificiles de percibir; facilitando la investigacién

cientifica y el desarrollo tecnolégico.

La construccién de modelos matemaéticos es un proceso crucial que comienza con la idenificacién
clara de un fenémeno o sistema a estudiar, seguido por la formulacién matematica de relaciones
entre variables clave. Esta formulacion da lugar a la construccion de ecuaciones o algoritmos los

cuales son validados, ajustados y utilizados para simular y analizar el comportamiento del sistema.

Un sistema fisico se comporta conforme el un conjunto de condiciones presentes, es decir que
existen varias posibilidades de actuacién, el predecir este comportamiento ayuda mucho a la
toma de decisiones ya sea de recursos o de acciones a efectuar. Con la ayuda del modelado y
la simulacién se puede plantear sistemas para predecir el comportamiento de los mismos. Esto
resulta de gran ayuda dado que, una vez que se ha validado el modelo matemadtico propuesto se
puede implementar el sistema real y comprobar su funcionamiento, o bien se lo puede simular
para estimar la salida del sistema ante una determinada entrada, sin tener que ir al sistema fisico a
obtener su respuesta real, también es posible utilizar el modelo para disefiar estrategias de control

del sistema (Mendoza, 2022, pag. 6)

Es importante tener en cuenta que solo se pueden construir modelos fiables, que se aproximan a la
perfeccion, debido a que siempre se mantiene un margen de error al plantearlos, la exactitud del
modelo matematico respecto al sistema fisico casi nunca es alcanzada y depende en gran medida de
la complejidad de las ecuaciones que se utilizan para describirlo. Un mismo sistema fisico puede
ser representado por varios modelos matemadticos. Esta aproximacién serd mejor en la medida que
se hagan menos simplificaciones, o lo que es lo mismo, se considere un mayor nimero de variables
involucradas en el sistema fisico, lo cual conlleva ineludiblemente a una mayor complejidad de las

ecuaciones del modelo matematico en cuestion (Torrealba et al., 2006, pag. 122).



En la robdtica el modelado matematico es fundamental debido a su capacidad para representar
precisamente los sistemas mecdnicos, eléctricos y de control que componen a los robots. Estos
modelos matematicos permiten simular y predecir el comportamiento de los robots bajo ciertas
condiciones, lo que facilita el diseno eficiente, la optimizacién de sus movimientos y la planificacién
de tareas. Al revisar el estado del arte se puede encontrar trabajos donde se introducen el uso de
varias metodologias, técnicas y herramientas para establecer los modelos y optimizar el desempefio
de los robots, de manera particular, los robots manipuladores. Por lo general, los sistemas de
ecuaciones diferenciales, si estdn bien formulados, dan resultados bastante precisos, pero requieren
de mucho trabajo computacional ya que sus expresiones tienen un alto contenido de no linealidad.
Es por ello, que en aplicaciones robdticas, es de especial interés la eficiencia computacional a
efectos de hacer simulacién y control de la dindmica del mecanismo. Esto ha llevado a invertir
grandes esfuerzos en el desarrollo de algoritmos que permitan implementar dichas acciones,
manejando tiempos de procesamiento consistentes con los esperados del mecanismo en cuestiones
de tiempo real. Sin embargo, el presente trabajo no estd orientado hacia la implementacién préctica

de los modelos matematicos obtenidos.

En la actualidad se estd trabajando mayormente en el desarrollo de metodologias alternas a las
clasicas para enfrentar el problema del modelaje de robots, asi como en la biisqueda de soluciones
que permitan implementar las metodologias cldsicas de manera mds expedita; sin embargo, ya no
se trata sobre estas metodologias propiamente, y a esa direccién es la que apunta esta investigacion.
El presente trabajo estd concebido como un instrumento referencial para ser usado en cursos de
Modelado de robots manipuladores, o aplicaciones de Geometria y Algebra Lineal. Al momento,
existe poco material bibliografico de apoyo donde se muestre de manera detallada, clara y sencilla
los fundamentos de la obtencién del modelado matematico de sistemas robdéticos, sobre todo
para la imparticién de asignaturas relacionadas con el drea. En este sentido, la intencién de este
trabajo es contribuir a llenar este espacio que muchas veces es dejado a un lado por los docentes
e investigadores del drea. En otras palabras, con miras a sentar una referencia documental para
investigaciones futuras, en este trabajo se describe la justificacion tedrica del modelado matematico

cinemdtico de un robot manipulador de cuatro grados de libertad.

Segin (Reza, 2010, pag 59), el modelado matematico cinematico es crucial y esencial para la
construccién del robot, en este caso, del manipulador de cuatro grados de libertad, puesto que,
describe la relacién geométrica entre los distintos eslabones y articulaciones del robot, permitiendo

calcular la posicion y orientacion del extremo del manipulador en funcién de las posiciones de las



articulaciones.

Para el cumplimiento de los objetivos se llevard a cabo la documentacion necesaria y relevante que
se debe conocer para el modelado matemético a desarrollarse en base a los requerimientos del
sistema. Tomando en cuenta la cinematica directa e inversa, velocidad cinematica, velocidad en el
extremo terminal, la matriz jacobiana y sus singularidades. Una vez hallada las singularidades
del sistema se plantea determinar como serd el movimiento del mismo, los maximos y minimos
alcances en base a la descripcion de los resultados de cdlculos del modelado matemético cinemdtico

obtenido usando la metodologia de Denavit Hartenberg.

El documento referencial obtenido fue construido con una metodologia de enfoque cualitativo ya
que se busca profundizar en el planteamiento del modelado matematico cinemaético de un robot
manipulador de cuatro grados de libertad, con un disefio de investigacién documental. Bajo las
bibliografias de (Carrasco, 2019), (Lopez, 2008) y (Ruiz Otalora et al., 2022) se plantea el
modelado Geométrico, Cinematico y Dindmico, este tltimo consta de simulaciones y aplicaciones
directas a la Fisica, por lo que no se ha visto éptimo la inclusién a la presente guia de justificacién
tedrica. Se consolidd a través de tres capitulos que describen de manera detallada la justificacién
teodrica del modelado matematico cinematico de un robot manipulador de cuatro grados de
libertad, titulados de la siguiente manera: Capitulo I. Descripcion del Sistema, donde se especifica
en qué consiste el manipulador robético: su estructura fisica y componentes, ademads de ciertas
definiciones matemadticas que ayudan a su respectiva descripcidn; Capitulo II. Modelo Geométrico
en el cual se visualiza el marco referencial del robot, sus componentes y las ecuaciones del sistema
mediante la posicion de sus variables y finalmente el Capitulo III. Modelo Cinemdtico, dividido en
subtemas como Cinematica de posicion directa e inversa en el cual se describe analiticamente la
trayectoria del extremo final del manipulador en funcién de sus articulaciones y las variables de
posicidén y orientacion; Cinemadtica de velocidad directa e inversa que describe el movimiento del
extremo final los cuales resultan de la composicién de las velocidades lineales y angulares del

robot.

Finalmente este trabajo se consolid6 a través de cinco capitulos que se describen de la siguiente
manera: el primer capitulo se inicia enmarcando el problema de investigacion, se define el
planteamiento del problema, se describe sus principales caracteristicas para el desarrollo de la
investigacion, se plantea los objetivos general y especificos con la finalidad de tener una guia de

como se llevo a cabo el estudio del tema planteado, se efectua la justificacién que fundamenta el



problema de investigacién. En el segundo capitulo se expone los aspectos fundamentales del tema
de estudio sustentados en bases bibliograficas de articulos, libros y tesis. En el tercer capitulo se
describe el marco metodolégico donde se especifica el enfoque, disefio, técnicas e instrumentos
de investigacion que se utilizaron. Luego, en el cuarto capitulo se expone el marco de andlisis e
interpretacion de resultados en el que se presenta cdmo se organizé el documento referencial que se
propone. Finalmente en el quinto capitulo se muestra las conclusiones y recomendaciones de la

investigacion realizada.



CAPITULO I
1. PROBLEMA DE INVESTIGACION
1.1. Planteamiento del problema

El problema principal al que se enfrentan estudiantes e investigadores para desarrollar trabajos
aplicados a robots manipuladores es la poca informacién acerca de la obtencion del modelo
matemaético; habitualmente hacen uso de modelos basicos y los adaptan a las caracteristicas del
sistema fisico que van a desarrollar, sin embargo este modelo no es el que mds se aproxima al
sistema real y resulta que en su aplicacion fisica es necesario efectuar correcciones de forma y de

modelado.

El funcionamiento de los robots manipuladores de varios grados de libertad donde se requiere el
andlisis de su desempefio dentro del espacio articular no siempre cumple con las expectativas a las
cuales se genera y visualiza su creacién y simulacién, sin embargo existe la seleccidén correcta
del sistema y las herramientas matemadticas las cuales nos permitiran describir y previsualizar su

maximo y minimo alcance.

Para solventar el poco material de apoyo que muestre de manera aplicada, clara y sencilla los
fundamentos de la obtencién del modelo matemaético de sistemas robéticos, se pretende dejar
como referencia didactica para investigaciones futuras, este trabajo en el cual se describe de
manera detallada mediante herramientas matematicas, especificamente del Algebra Lineal y la
Geometria Analitica ,la obtencién del modelado matemdtico cinemaético directa e inversa de un
robot manipulador de cuatro grados de libertad con cuatro articulaciones rotacionales, que permiten
establecer un intervalo de dngulos sometidos a objeto de estudio dentro de las diversas metologias

disponibles para el presente trabajo.
1.2. Objetivos
1.2.1. Objetivo general

Describir de forma detallada la justificacion tedrica del modelado matemético cinemético de un
robot manipulador de 4 grados de libertad, mediante la generacién de una guia que servird de apoyo

para investigaciones futuras en esta rama.



1.2.2. Objetivos especificos

1. Realizar una revisién bibliografica de la estructura fisica de los robots manipuladores y de

modelos matematicos utilizados en estos robots.

2. Seleccionar la estructura fisica del robot manipulador de cuatro grados de libertad del cual se

obtendra el modelamiento matematico.

3. Desarrollar la justificacion tedrica del modelado matemético donde se especifique en qué consiste
el manipulador robético: su estructura fisica y componentes, Modelo Geométrico, Cinematico y

finalmente el sistema de ecuaciones diferenciales que lo caracterizan.

4. Elaborar la guia que presenta la justificacion tedrica del modelo matematico.
1.3. Justificacion

El presente trabajo de integracién curricular surge porque existe la necesidad de realizar una
investigacion de tipo documental acerca del modelado de sistemas robéticos debido a que contamos
con poca informacién lo que impide un crecimiento tecnolégico y académico el cual atenta con la
educacién tedrica y practica de los estudiantes al no poder interactuar con sistemas fisicos, por lo
que se busca generard un documento guia acerca del modelado Matematico Cinematico de un robot

manipulador de cuatro grados de libertad.

La carrera de Matematica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo no dispone de
documentos guia los cuales describan a detalle el andlisis y obtencién de la cinemadtica directa e
inversa del robot en cuestion, por lo que se plantea la necesidad de crear una guia de estudio la cual
es afin a asignaturas como Algebra Lineal, Geometria y Métodos Numéricos vistas y estudiadas

dentro del pénsum de estudios.

Esta guia se presenta el andlisis cinemadtico directo e inverso de un robot manipulador de cuatro
grados de libertad, con 4 articulaciones rotacionales. El modelado matemadtico y su andlisis fue

ajustado a la configuracién de construccién y a su ubicacidn espacial especifica.

El presente trabajo de integracién curricular estd dirigido hacia los estudiantes de la carrera de

Matemadtica y afines para el estudio de casos similares e investigaciones dentro de esta rama.



1.4. Hipétesis o pregunta de investigacion

1.4.1. Hipétesis

Se puede generar una guia de estudio acerca del modelado matematico cinematico de un robot

manipulador de cuatro grados de libertad.

1.4.2. Pregunta de investigacion

Como se puede disefiar una guia didéctica adecuada la cual permita describir de manera matemadtica
la obtencién del modelado matematico cinemdtico de un robot manipulador de cuatro grados de

libertad?



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

2.1. Referencias Teoricas

Dentro de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo en la Carrera de Matematica no se ha
podido encontrar documentos guias acerca del modelado de robots sin el uso de metodologias
cldsicas como programas que facilitan la obtencion de ecuaciones sin un enfoque mateméatico

descriptivo.

En (Carrasco, 2019, pag. 18) se manifiesta que la falta de técnicas de aprendizaje, metodologias
didécticas y el desconocimiento de la tecnologia actual son factores limitantes al momento de
la investigacion y aprendizaje acerca del modelado y funcionamiento de robots y esto es una
realidad, ya que al momento de la recoleccién de informacidn, es dificil encontrar los fundamentos

matematicos de muchas de las ecuaciones ya planteadas.

Esta problematica no significa que el modelado de robots se debe obtener mediante las metologias
clasicas, mds bien lo que se desea plantear es el avance de los sistemas robdticos asi como la
necesidad de incrementar las nuevas tecnologias para su mejor funcionamiento, por lo que se deben
utilizar nuevas metodologias, fundamentos matematicos, disefios de control e implementacion los

cuales nos permitan aplicar distintas resoluciones dependiendo del estudio del robot manipulador.

Los robots manipuladores son herramientas disefiadas para realizar tareas de manipulacién o
manejo de objetos. Se encuentran fabricados con barras rigidas que estdn conectadas a través de
distintas articulaciones que permiten el movimiento y la firmeza del brazo robdtico. Cabe recalcar
que poseen una estructura firme, compuesta por secuencias estructurales rigidas que denominamos

eslabones.



Antebrazo
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Figura 1-2 : Morfologia Basica de un Robot Industrial

Fuente: (Carrasco, 2019).

Cuentan ademds con distintas articulaciones las cuales son prismdticas y rotacionales. El
movimiento de cada articulacién puede ser de desplazamiento y de giro. Cada uno de los
movimientos independientes que pueden realizar las articulaciones con respecto a la anterior,
se denomina grado de libertad (GDL). La estructura de este tipo de robots estd compuesta por
una serie de eslabones unidos por articulaciones, las cuales son de tipo lineal y se clasifican en:
articulacién prismadtica que trata de deslizamiento y traslacién y articulacién rotacional la cual un

eslabén gira de acuerdo a un eje.

Articulacion prismética Articulacion rotacional

Figura 2-2 : Distintos tipos de articulaciones para robots.

Fuente: (Ordofiez et al., 2015).
2.1.1. Sistemas robéticos

Se puede pensar que un sistema fisico robdtico, se presenta como un conjunto de cuerpos rigidos
conectados entre si por cualquier tipo de sus articulaciones (pueden ser prismaticas o rotacionales)
ya que, si se desea configurar cualquier otro tipo de articulacién son siempre resultantes de las
dos anteriores. Existen 72 configuraciones de manipuladores robdticos ya que cada articulacion
(P) o (R) y los ejes de dos articulacines adyacentes pueden ser paralelos (||), ortogonales () o

perpendiculares (L) (Reza, 2010, pag. 8)



Existen una serie de sistemas de ejes principales que, por ser mds utilizadas en la industria poseen

denominaciones universalmente aceptadas. Estos sistemas fisicos bdsicos son el robot cartesiano,

cilindrico, esférico, SCARA y angular.

2L, % B

Robot cartesiano Robot cilindrico Robot estérico o polar

5 2

Robot SCARA

Figura 3-2 : Sistemas fisicos para robots manipuladores

Robot angular o antropomérfico

Fuente: (Mora, 2018).

La configuracién de un robot se refiere a la posicidn y orientacidn relativa de sus componentes,

como eslabones y articulaciones. Esta configuracion determina cémo el robot puede moverse y

posicionar sus partes méviles en el espacio. La siguiente tabla resume estas configuraciones y

presenta sus ventajas y desventajas.

como robots cartesianos,

(x,,2).

movimientos lineales.

e Comunmente
utilizado en entornos

industriales.

Configuracion | Descripcion Ventajas Desventajas
e Precision en
movimientos e Limitado en
rectilineos. movimientos
Utiliza coordenadas o . curvilineos.
e Simplicidad y facilidad
rectangulares para ., .
de comprension | ® Requiere  estructuras
describir la posicién en , .
al  momento  del mas complejas
el espacio tridimensional. )
Cartesiano modelado. para realizar tareas
Comin en sistemas con .
que involucren
movimientos lineales, | ® Precision en L.
movimientos

curvilineos 0 en
entornos con espacio

limitado.
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Se basa en coordenadas

e Eficiente para tareas

e Menos

preciso  en

. p e o movimientos lineales
o 1 . con simetria cilindrica.
cilindricas, con un radio,
puros.
un dngulo azimutal y | ¢ Combina movimientos
: . . Puede  experimentar
. una coordenada axial. lineales y rotacionales. p
Cilindrica ) . .
,Util para sistemas con singularidades cn
) o e Adecuado para ert f .
simetria cilindrica, como ciertas conliguraciones
) manipuladores con limit 4
manipuladores con brazos que Iimitan su rango de
) brazos rotacionales. imient
rotacionales, (¢, §,z). MOvIMIento.
e Ideal para manipulacién
de objetos.
e Flexibilidad en
movimientos
rotacionales.
Puede utilizar
e Adecuado para
coordenadas cilindricas o o )
aplicaciones que | o Dificultad para
cartesianas, destacando ) ) » o .
requieren orientacién movimientos lineales
sistemas con rotacién . .
especifica, como precisos.
Rotacional alrededor de wun eje .
soldadura o ensamblaje. ] )
fijo. Adecuada para e Singularidades en
brazos robéticos | ® Movimiento de giro ciertas configuraciones.
con articulaciones amplios y continuos.
rotacionales. (x . S
(a.B.p) e Flexibilidad en 1la
orientacién del efector
final.
e Menos restricciones en

el espacio de trabajo.
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Emplea
esféricas, con un radio,
un 4ngulo azimutal y
un 4dngulo de elevacion.
Angular 3
Util para sistemas que
involucran movimientos

angulares, como cdmaras

o sensores, (¢, f3,7).

coordenadas | o

e Eficiente para tareas

que necesiten rotacion.

Ideal  para tareas
que involucran
movimientos

angulares, como

seguimiento de objetos
0 posicionamiento de

SE€nsores.

Combina rotacién y

elevacion.

Puede ser menos
intuitivo para ciertos

usuarios.

Menos eficiente en

movimientos lineales.

Puede  experimentar
singularidades en

ciertas configuraciones.

Requiere técnicas

adicionales para
la planificacion de

trayectorias.

Tabla 1: Descripcion, ventajas y desventajas de las distintas configuraciones de robots

manipuladores.

Fuente: (Céceres, F, 2023.)

El robot manipulador de cuatro grados de libertad motivo de estudio del presente trabajo es

una representacion de un sistema fisico, que mediante la tabla anterior se ha seleccionado una

configuracion de cuatro articulaciones rotacionales debido a sus ventajas siendo la mas 6ptima

para brazos robéticos en espacios de trabajo para el movimiento de objetos, en comparacién de los

otros tipos de configuraciones. Los los eslabones se caracterizan por encontrarse en un sistema de

referencia tal como la posicidn de la base, que se encuentra fija en el plano superior horizontal por

lo que la problematica se centra en el desconocimiento de la posicién y orientacién apta bajo las

ventajas de esta configuracion.

2.1.2. Conceptos basicos

Dada la problematica de cémo establecer los ejes de referencia para cada articulacién presente en

el robot se presenta la matriz de transformacién homogénea.

Definicion 2.1. Una matriz T es de transformacion homogénea de dimension 4 x 4 que representa

la transformacién de un vector de coordenadas homogéneas de un sistema de coordenadas a otro.
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. R3x3  p3xi

fixz wixi

Donde, R3x3 que corresponde a una matriz de rotacidn; una submatriz ps,; que corresponde al
vector de traslacion; una submatriz fj«3 que representa una transformacién de perspectiva, y una

submatriz w x| que representa un escalado global.

2.1.3. Modelo Geométrico

En (Lépez, 2009, pag. 25) este sistema fisico se puede simplificar al analizar s6lo el movimiento
en un plano en vez del movimiento en el espacio. Al tomar el sistema de coordenadas de referencia
X0, Y0,Zy el efector final tendré su posicién definida por un vector del tipo (x,y,z). Es importante
mencionar que cuando el robot se encuentra en su espacio de trabajo el vector final sera del tipo

(0,y,7) porque no habria desplazamiento en el eje X perpendicular al plano.

De esta manera el efector final se cancelard y el sistema quedard en 3 grados de libertad, que
es un sistema correcto, sin embargo para el presente trabajo bajo las referencias, se establece no
cancelar el eje del efector final, el cual no reduce los grados de libertad del sistema, definiendo las

ecuaciones de la siguiente manera:

L
[ q3 -:,,,
n Y %
I3
v = N\Z3
a - } s
a3 o
Ly ;

Figura 4-2 : Representacion simbdlica del brazo robético de 4 GDL

Fuente: [Carrasco, 2019.]
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Punto Oy: (0;0)
Punto O;: (licos(q1) ; lisen(q1))
Punto O,: (Icos(q1) + hcos(q1 + q2); Lisen(q1) + lasen(q1 +q2))

Punto O3: (licos(q1) + heos(q1 + q2) + eos(q1 + q2 + q3); Lisen(q) + hsen(q1 + q2) +
lysen(q1 +q2+q3))

Punto Og4: (licos(q1) + heos(qr + q2) + eos(qr + q2 + q3) + lacos(q1 + g2 + 3 + qa);
lisen(q1) +lsen(q1 +q2) + sen(q1 + g2 +q3) +lasen(q1 +q2 + g3 +q4))

Generando las ecuaciones geométricas para un robot de 4 gdl rotacional:

1. Posicién en el eje X:

x = (licos(q1) +lacos(q1 +q2) +1zcos(q1 + g2 + q3) + lacos(q1 + g2+ q3 + q4) 2.1

2. Posicion en el eje Y:
y = lisen(q1) + bsen(qi +q2) +lzsen(q1 + g2+ q3) +lasen(qi + 2 + g3 +q4))  (2.2)

3. Posicién en el eje Z: Para conseguir la perpendicularidad con respecto a la superficie de trabajo

se trabaja con una restriccion mds: (90° —g;) + (180° — g2) + (180? — g3) + (90° — g4) = 360°.
2= f(491,92,93,94) (2.3)

2.1.4. Modelo Cinematico

Como se establece en (Lopez, 2008, pag 88), el disefio de un robot empieza con la cinematica del
mismo, la cual trata del estudio analitico del movimiento de la descripcidn del sistema del robot con

respecto a un eje de coordenadas de referencia fijo sin considerar las fuerzas externas que lo originan.

Los dos planteamientos mds importantes de la cinemética del robot manipulador de cuatro grados
de libertad es la obtencién del modelo cinematico directo que consiste en la entrada de pardmetros
de los elementos y los desplazamientos en las articulaciones para conocer y verificar la posicion y
orientacion final del sistema, y el modelo cinemadtico inverso que mediante la posicién y orientacion

final se determina el desplazamiento de las articulaciones.

Cinematica directo de posicion Previamente a la definicion de matriz de transformacién

homogénea, se procede a colocar sistemas de coordenadas en cada una de las articulaciones. Esta
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cinemdtica serd de gran ayuda para poder expresar el movimiento del brazo robot de 4 GDL de tal

manera que con los dngulos de las 4 articulaciones se pueda determinar la posicion y orientacién.

En (Ruiz Otalora et al., 2022 pag. 26) permite encontrar una matriz de transformacién Ag
que relaciona tanto la posicién y orientacion del extremo del robot con respecto a un sistema

coordenado de referencia fijo, que por lo general es la base.

Esta relacién se hace por medio de transformaciones homogéneas, en donde se asocian cada uno
de los sistemas de coordenadas de los eslabones, a través de transformaciones, compuestas de
traslaciones y giros basico con lo que el problema se reduce a encontrar las transformaciones

necesarias para pasar desde el sistema de referencia hasta el extremo del robot.
4 14243 44

Donde A(l), A2 A3, A;‘ son las matrices de transformacién de cada articulacion.

Cinematica inversa de posicion Para el presente trabajo bajo las referencias, se establece un

sistema no lineal Of') de tres ecuaciones con tres incognitas.

Fy LCL—14(8153 — C1CoC3) 4+ 1 C1Cr — 138153 + 3C1 G2 C3
0; = Fy| = | 181+ 14(C183 +CoC381) + LGSt + G183+ 3CC38) (2.5)
F, Sy + 13C38) + +14,C35;

Donde F;, F, y F; son funciones diferenciables dentro del intervalo de las posibles soluciones.

Bajo las referencias se plantea la solucién del sistema mediante en método de Newton-Rhapson

considerando la iteracion:

qi+i q1 F
giil = || V(@10 @21iq34) " | B (2.6)
q3+i q3 F3

Cinematica directa de velocidad Para realizar el estudio de la cinematica del manipulador, se

continua con el célculo de las velocidades en el extremo terminal lo cual resulta de la composicién
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de las velocidades lineales y angulares de los eslabones de la cadena cinemética.

X(g) = J(g)oxs ¥ d6x1 2.7

Donde X?q) es el vector estado de velocidad del efector final, dado por
X = oy 0.0,0.]" 2.8)

Donde los tres primeros elementos representan la velocidad lineal del extremo terminal y los tres

tltimos elementos representan las velocidades angulares (@, o, @;).

Se plantea la construccién de la matriz jacobiana, la cual bajo las referencias solamente se
construyen mediante las derivadas de cada funcién y el cdculo empirico de sus dngulos, por lo que
en este trabajo se plantea una resolucidn analitica a la obtencién de la matriz jacobiana bajo las
siguientes ecuaciones:

—

4 B . .
V=Y V=@ x1)-q)+ (@ Xt q2) + (B x13-q3) + (B X185 - q4) (2.9)

4
w=Y Wi=(0-q)+(Z-q)+(2-q3) + (5 qa) (2.10)

Cinematica inversa de velocidad En las principales bibliografias como lo son (Carrasco, 2019),
(Ruiz Otalora et al., 2022 ) y (Torrealba et al., 2006) se presenta la ecuacion de la cinematica
inversa, la cual es la siguiente:

q4><1 :J(l *X(

5 @.11)

q)éxl
Sin embargo, no su resolucion, por lo que se establece en este trabajo la existencia de la matriz

pseudoinversa.

Definicion 2.2. Existencia de la matriz pseudoinversa Sea J(q) oxa € Muxy tiene pseudoinversa

por la izquierda si y solo si el rango de J(,), , =n'y se calcula:

+ — —1
T s = Uigions T@6xa) ™ Taans 2.12)

Una vez hallada la matriz pseudoinversa de dimension 4 x 6, de la ecuacion 2.11, se obtiene la

siguiente ecuacion:

64X1 - J(tl)étxo *X(q)ﬁxl (2‘13)

Dando paso a la obtencién de los valores de las articulaciones mediante operaciones de matrices.
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2.1.5. Singularidades

En (Reza, 2010.) y (Ruiz Otalora et al., 2022 ) mencionan que las singularidades son aquellas
configuraciones que limitan el movimiento del robot manipulador debido a que orresponden
a configuraciones desde/hacia las que el elemento terminal no puede trasladarse o rotar en
alguna o algunas direcciones del espacio y, finalmente representan configuraciones en las que se

requieren velocidades articulares no acotadas para obtener velocidades finitas del elemento terminal.

Con el procedimiento que (Ruiz Otalora et al., 2022 ) plantea, se determina que la configuracién del
sistema contribuye a la configuracién juntamente con su funcionamiento y alcances. Finalmente, las
singularidades representan configuraciones a partir de las cuales ciertas direcciones de movimiento
pueden ser inalcanzables asi como usualmente (mds no siempre) corresponden a puntos en
los limites del espacio de trabajo del manipulador, es decir, a puntos de maximo alcance del
manipulador o también corresponden a puntos en el espacio de trabajo del manipulador que pueden

ser inalcanzables bajo perturbaciones de los parametros de los eslabones (Reza, 2010, pag. 363).
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CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

3.1. Descripcién del enfoque, alcance y diseiio de la investigacion

El presente trabajo de titulacioén fue desarrollado bajo un enfoque cualitativo y un disefio de
investigacion documental, utilizando la perspectiva de (Barbour, 2013, pag. 16) la presente
investigacion pretende acercarse al fendmeno o sistema real, entender, describir y explicar el
mismo analizando documentos o huellas similares de las experiencias o interacciones relacionadas
con el modelado matemadtico cinemdtico de un robot manipulador de cuatro grados de libertad para

una descripcion detallada y su justificacién tedrica.

En base a este contexto se busca indagar en los aspectos esenciales del modelado matemadtico
cinemadtico de un robot manipulador de cuatro grados de libertad a partir de una recoleccién y
anélisis de informacidn de libros, articulos cientificos y tesis relacionados con el tema principal del

presente trabajo.

Tomando como referencia lo que menciona (Escudero y Cortez, 2018, pag. 20) acerca de la
investigaciéon documental que es aquella estrategia que tienen como objetivo revisar y reflexionar
sistematicamente las realidades tedricas de diferentes fuentes y campos de la ciencia, examinando e
interpretando sus datos, usando métodos e instrumentos que ayudan a lograr resultados que apoyen
la creacidn cientifica. De esta manera la investigacién documental guia el proceso de recopilacion,
analisis y seleccion acerca del tépico de modelado matematico cinematico de un robot manipulador

de cuatro grados de libertad, con la finalidad de una utilizacién contextualizada del mismo.

Los aspectos mencionados en parrafos anteriores permitieron consolidar el documento referencial
sobre la justificacion teérica del modelado matematico cinematico de un robot manipulador de
cuatro grados de libertad que servird como guia para quienes deseen conocer sobre el tema y la

aplicacion de la matematica en la robdtica.
Los métodos y técnicas empleadas para alcanzar el propdsito de la investigacion se resumen en tres

procesos: La revision documental, el proceso de seleccion y andlisis, y finalmente el desarrollo del

documento referencial; los cuales se describen a continuacion.
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La revisién documental permite que se investigue, identifique, recopile y seleccione trabajos
disponibles en repositorios académicos del internet, relevantes para la investigacién sobre el

modelado matemético cinemadtico de un robot manipulador de cuatro grados de libertad.

El proceso de seleccion y andlisis de contenidos idéneos sobre el modelado matemadtico cinematico

de un robot manipulador de cuatro grados de libertad contribuye a su justificacion tedrica.

El desarrollo del documento referencial como una guia o instrumento alternativo para la ensefianza

y aprendizaje de una aplicacién de la matemdtica contempla tres etapas para su contextualizacion:

a) La etapa uno es la pre-escritura se lleva a cabo gracias a la seleccién de bibliografia
conjuntamente con la lectura reflexiva en el que los libros de (Ordoiiez et al., 2015), (Reza,
2010), (Sciavicco et al., 2009) constituyen las bases para la justificacion tedrica del modelado

matemdtico cinemético de un robot de cuatro grados de libertad.

b) La segunda etapa que es la redaccion con la escritura digital del documento guia, de los libros
mencionados se conserva el orden de presentacién de los contenidos como un instrumento
para el aprendizaje primero muestran una descripcion del sistema, luego se presenta el sistema
geométricamente, para finalmente plantear los modelos que se obtienen del sistema, esto permite
establecer un orden a seguir para que cada temario sea consiguiente del anterior y facilite el

entendimiento del documento.

¢) Latercera etapa es la de revisién del documento que consiste en una depuracion final del mismo.

Las herramientas tecnoldgicas utilizadas para la investigacion son:

e Internet como principal fuente de informacion destacando buscadores como Google Académico

y el Repositorio de la ESPOCH.
e Ordenador como medio para la sistematizacién de la informacion y redaccién del trabajo.
e Software LaTeX como aplicacion para la transcripcion del trabajo de titulacion.

De esta manera se obtiene el documento referencial guia sobre la "Justificacion tedrica del modelado
matemadtico cinemadtico de un robot manipulador de cuatro grados de libertad” con el fin de aportar

al aprendizaje e investigacién de estudiantes y docentes.
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CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

4.1. Resultado

Establecido el tipo de investigacién documental con enfoque cualitativo y disefio documental se
genera como resultado un docuemnto referencial guia de estudio titulado Justificacion tedrica
del modelado matemadtico cinemadtico de un robot manipulador de cuatro grados de libertad” el
cual ha sido realizado en base a las siguientes bibliografias: (Carrasco, 2019) y (Reza, 2010)
con los que fue posible definir y establecer los sistemas fisicos para la seleccion del robot objeto
de estudio, asi como las configuraciones del brazo robético; (Lépez, 2008) fue la bibliografia
principal para el desarollo del modelo Geométrico del sistema, a pesar de no encontrar informacion
especifica con la misma configuracion seleccionada para este trabajo, detalla la configuracion
cartesiana que se toma como referencia para el espacio del eje extra; en (Cuya Solari et al.,
2012), (Reza, 2010), (Ruiz Otalora et al., 2022 ) y (Torrealba et al., 2006) se contempla el
planteamiento de la cinematica directa de posicidn, en su mayoria hacen uso del algoritmo de
Dehavit Hartenberg para obtener los pardmetros de cada una de las articulaciones rotacionales
que a partir de estos pardmetros se forman las matrices de transformacién homogénea de cada
una de las articulaciones, al mismo tiempo que de todo el sistema, la cual es fundamental para el
planteamiento de las ecuaciones del efector final con respecto a la base. De igual forma se plantea
para la cinemadtica inversa de posicién solo se encuentra el planteamiento de una ecuacién sin mas
detalle ya que se enfocan en realizar los cdlculos mediante Software como Matlab u Octave, por lo
que el aporte se evidencia en el desarrollo analitico donde la articulacion del efector final se cancela
al tomarlo como posisicon cero o inicial, quedando asi el sistema no lineal de tres ecuaciones con
tres incognitas que determinan el valor de las articulaciones y al obtener este sistema, se lo resuelve

mediante el método de Newton-Rhapson detallado apropiadamente en el documento referencial.

Para el planteamiento de la cinemdtica de velocidad las bibliografias més relevantes fueron
(Ordoiiez et al., 2015), (Reza, 2010), (Sciavicco et al., 2009) gracias a que se muestra la
construccién de la matriz Jacobiana mediante dos métodos, el método analitico y el método
diferencial; esto se adapta al manipulador de cuatro grados de libertad y se obtiene la cinemética
inversa de velocidad que plantea hallar la matriz inversa de la Jacobiana para el caculo de cada

articulacion.
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El funcionamiento de este tipo de sistemas robdticos se puede predecir antes de realizar una
simulacién, gracias al cdlculo de singularidades de la matriz del sistema para lo cual se ha tomado
como referencia lo descrito en la bibliografia de (Reza, 2010) y (Ruiz Otalora et al., 2022 )
determinando asi el funcionamiento y las limitaciones del robot manipulador de cuatro grados de

libertad.

Todo esto se documenta para finalmente plasmarlo en un documento referencial guia acerca de
la justificacién tedrica del modelado matemadtico cinematico de un robot manipulador de cuatro

grados de libertad.

4.1.1. Estructura del documento referencial guia

El documento referencial guia se estructura conforme la bibliografia base de estudio con la

informacidn recopilada y los intereses de la investigacion de la siguiente manera:

1. Descripcion del sistema

1.1. Componentes y estructura de un robot

1.1.1. Representacién simbdlica de los robots
1.1.2. Configuraciones bésicas de robots manipuladores
1.1.3. Grados de libertad y espacio de trabajo

1.1.4. Sistemas robdéticos

1.2. Conceptos basicos
2. Modelo Geométrico
3. Modelo Cinematico

3.1. Cinematica de Posicion

3.1.1. Cinematica Directa de Posicién

3.1.2. Cinematica Inversa de Posicién
3.2. Cinematica de Velocidad

3.2.1. Cinematica Directa de Velocidad

3.2.2. Cinematica Inversa de Velocidad

3.3. Singularidades
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Los tres capitulos se resumen a continuacion:

Capitulo I. Descripcion del sistema.- En este capitulo se contempla la descripcion del sistema el
cual hace referencia a los componentes y estructuras de un robot, su representacién simbdlica, sus
grados de libertad y sistemas robdticos. Asimismo, se contempla conceptos basicos necesarios
para poder describir el movimiento del robot, tal como las coordenadas homogéneas, matrices

homogéneas, y la explicacion de como se obtiene su modelado.

Capitulo II. Modelo Geométrico.- Este capitulo detalla la obtencién del modelado geométrico del
sistema fisico del robot manipulador de cuatro grados de libertad con las respectivas herramientas

en base a los conocimientos de la asignatura de Geometria.

Capitulo III. Modelo Cinematico.- El dltimo capitulo contempla la obtencién del modelado
cinemdtico directo e inverso de posicion en el cual hace mencidn al algoritmo de Denavit Hartenberg,
asi como el modelado directo e inverso de velocidad en el que se procede a hallar la matriz Jacobiana
la cual hara referencia a la relacién de las velocidades lineales y angulares, y finalmente con el

célculo de sus singularidades, y por ende, su éptimo funcionamiento.
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CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

El modelado bajo las metodologias cldsicas no permite a lectores e investigadores el entendimiento
de la obtencién de las ecuaciones que describen el sistema fisico de un robot manipulador de
cuatro grados de libertad por lo que se logré describir de forma detallada la justificacién tedrica del

sistema fisico ya mencionado, la cual servird para estudiantes e investigadores.

Gracias a la revision bibliografica de fuentes confiables como libros, tesis y articulos se logra la
elaboracién del documento referencial guia para la justificacién teérica del modelado matemético
cinemadtico y la correcta seleccion del sistema fisico donde se tomé en cuenta sus configuraciones
de cuatro articulaciones rotacionales predeterminadas como son la ubicacién de su base en el
plano horizontal superior y la divisién de sus grados de libertad, se puede confirmar que ha sido

satisfactorio el desarrollo debido al cumplimiento de los objetivos planteados.

Lo que se pretende es la obtencion de un material de apoyo el cual pueda ser comprendido cémo se
logra describir cualquier sistemas fisico y de robots de manera matemadtica para saber su obtencién

y funcionamiento.

En la elaboracién del documento referencial guia, se puede notar que en el Capitulo III existe mds
informacion ya que es el que describe el sistema fisico y se comprueba su funcionamiento, sin
embargo, el Capitulo II fue el que mds tiempo se invirti6 ya que al intentar describir posiciones
mediante visualizaciones de una estructura que se establece por conveniente, no plantea un

resultado general como lo que se busca en el docuemnto referencial.
Se espera que este documento referencial gufa de estudio se use como inspiracién para mas trabajos

de integracion curricular para beneficio de los estudiantes de la Carrera de Matematica en la

ESPOCH.
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5.2. Recomendaciones

Como se menciona anteriormente, este documento referencial guia puede ayudar a la generacion de
mads trabajos de integracion curricular, se recomienda a los lectores estudiantes revisar los demads
sistemas fisicos que existen, ya que como menciona (Sciavicco et al., 2009, pag. 89)) existen 72

configuraciones dadas para este tipo de robots.

El documento referencial guia contiene algunas definiciones que dentro del pénsum de estudios
anteriores no se revisaron, se recomienda tanto al sector estudiantil como sector administrativo de
la Carrera de Matemitica complementar con mds definiciones acerca de Algebra Lineal ya que
en Matemadtica aplicada es sumamente fundamental si lo que se desea es seguir encaminado por

asignaturas afines.
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Prefacio

La siguiente guia de estudio esta orientada a dar una idea més clara y concisa sobre
el modelado matemaético cinematico de un robot manipulador de cuatro grados de
libertad, en el mismo se indica su forma, caracteristicas, componentes asi como también
las ecuaciones matematicas especificas para su resolucién, dando la posibilidad de auto
aprendizaje y que se ponga en practica las materias afines a esta temética que se encuentran
contempladas en la malla curricular de la carrera de Matematica de la Escuela Superior

Politécnica de Chimborazo (ESPOCH).

Tiene la finalidad de facilitar el estudio del modelado cinemético matematico de un robot
manipulador de manera clara, precisa y con la fundamentacién matemética adecuada
que servira a los estudiantes y al sector Docente de la ESPOCH como principales
beneficiarios, utilizando un lenguaje de f4cil lectura e interpretacién para su entendimiento
con conceptos basicos sobre las estructuras utilizadas, dando como origen al proceso

ensefianza-aprendizaje.

Su contenido es de tres médulos, que incluyen teoria y definiciones, destacando los

aspectos matemadticos mds importantes. Los médulos contienen los siguientes tratados.

1. Descripcion del sistema: se revisa la estructura de los robots, tipos y algunos conceptos

bésicos necesarios para los diferentes modelados.

2. Obtencién del modelo geométrico del robot manipulador de cuatro grados de libertad:

se establece el modelado geométrico del manipulador robético seleccionado.

3. Obtencién del modelo cinematico directo e inverso para el robot manipulador de cuatro

grados de libertad: se construye el modelado cinematico de los robots manipuladores.



Capitulo 1

Descripcion del sistema

Los robots en su mayoria son utilizados en la industria, puesto que ayudan en trabajos
repetitivos o de riesgo; uno de los robots de mayor usabilidad y operatividad son los
manipuladores gracias a su capacidad para realizar tareas que resultarian complejas para
los seres humanos.

Las précticas de manipulacién robética que primero tuvieron éxito fue la transferencia de
material, en los que el robot se limitaba a asistir a una prensa para descargar y transferir o
apilar la pieza acabada.

En este primer capitulo se expone la configuracion del manipulador, como se define cada

una de sus partes, y algunos preliminares de asignacion.

1.1. Componentes y estructura de un robot

1.1.1. Representacion simbélica de los robots

Los brazos robéticos se construyen y disefian con estructuras flexibles y se personalizan
con articulaciones adaptables que pueden realizar una amplia gama de movimientos y
funciones que simulan un brazo humano. Su principal caracteristica es realizar funciones
que aceleran actividades, tareas y funciones que requieren una actividad repetible y
precisa en un entorno humano seguro.

Los robots manipuladores se componen de eslabones conectados por articulaciones en

una cadena cinematica. El la figura 1.1 se puede observar la morfologia del brazo robético.
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Elemento 2

Articulacion 2

Elemento 1 - i T . e
_ Articulacién 3
Xo Elemento 3
Articulacion 1-7
e Articulacion 4
Elemento 0 -
""""""" -~ Elemento 5

Elemento 4

Figura 1.1: Morfologia de un brazo robético de 4 grados de libertad.

Fuente: [Torrealba, R., et al., 2006]

Nota 1. Las articulaciones suelen ser rotacionales (rotativas) o lineales (prismaéticas).

Una articulacion rotacional es como una bisagra y permite la rotacién relativa entre dos
eslabones. Una articulacién prismatica permite un movimiento lineal entre dos eslabones.
Se utilizara la convencion (R) para representar las articulaciones rotacionales y (P) para las

prismaéticas, su representacion simbdlica se muestra en la Figura 1.2

Rotacional Prismatica

S EmaCa =
3D %

Figura 1.2: Representacion simbdélica de las articulaciones del robot

Fuente: [Reza, N. & Jazar, 2010]

Cada enlace representa la interconexién entre dos eslabones, sean /; el eslabén y ;1 el
eslabon siguiente, el eje de rotacién de un enlace rotacional es el eje z; por el que se desliza
una junta prismatica si la articulacién es la interconexién de los eslabones i e i + 1. Las

variables de articulacién, denotadas por 6; para una articulacién rotacional y d; para las
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prismaéticas, representan el desplazamiento relativo entre eslabones adyacentes.

Definicién 1. Un eslabdn es un cuerpo rigido que compone un robot; también son llamados

"brazos".

Puede tener un movimiento relativo con respecto a todos los demads eslabones. Desde el
punto de vista cinemdtico, dos 0 mds miembros conectados entre si de forma que no puede

producirse ningtin movimiento relativo entre ellos se consideran un tnico eslabén.

Definiciéon 2. Una articulacién es una pieza que proporciona movimiento a todas las

partes del robot, pudiendo expresarse mediante una sola coordenada.

Un eje de articulacion se produce por la rotacion relativa de eslabones conectados alrededor
de una linea.

Una coordenada de articulacién es aquella que describe la posicion relativa de dos
eslabones conectados. Es un dngulo para una articulacién rotacional y una distancia
para una articulacién prismatica.

Estas coordenadas de articulacion se dividen en activas las cuales son controladas por un
actuador, y las pasivas que son funciones de las coordenadas activas y de la geometria de

los brazos del robot.

Definicién 3. Las articulaciones de la cadena cinematica de un robot entre el antebrazo y

el efector se denominan mufieca.

Definicién 4. El efector final es la parte instalada en el extremo del manipulador, es
equivalente a la mano humana, podria ser de tipo mecdnico el cual manipula el objeto que

sostiene antes de ser movido por el brazo del robot manipulador.

1.1.2. Configuraciones bdsicas de robots manipuladores

La estructura de un robot estd compuesta por una serie de eslabones unidos por
articulaciones de tipo rotacional o prismaéticas, dichos movimientos quedan definidos
por: Las coordenadas cartesianas (x, 1, z), coordenadas cilindricas («, ¢, z), coordenadas
esféricas (w, B, p) y coordenadas angulares («, B, y). En la figura 1.3 se presentan las cuatro

configuraciones bdsicas con tres ejes de posicionamiento que pueden ser seleccionadas.
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Carteafana

"’
L ]
3L 8.

L fdrica C._:_}

Figura 1.3: Configuraciones bésicas de robots industriales con 3 ejes de posicionamiento

Fuente: [Carrasco, P. et al., 2019]

1.1.3. Grados de libertad y espacio de trabajo

El nimero de articulaciones determina los grados de libertad (GDL) del manipulador.

El espacio de trabajo de un manipulador es el volumen total conllevado por el
efector final a medida que el manipulador ejecuta todos los movimientos posibles.
El espacio de trabajo esta limitado por la geometria del manipulador, asi como las

restricciones de las articulaciones.
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El espacio de trabajo se divide en un espacio de trabajo accesible y un espacio de
trabajo diestro. El espacio de trabajo accesible es el conjunto de puntos alcanzables por el
manipulador, mientras que el espacio de trabajo diestro consiste de aquellos puntos que

el manipulador puede alcanzar con una orientacién arbitraria del efector final.

Nota 2. Es importante aclarar que las articulaciones deben trabajar hasta menos de los

360°.

Nota 3. Se debe tomar en consideracion que las articulaciones prismaticas y rotacionales

determinan los grados de libertad.

1.1.4. Sistemas robéticos

Generalmente, un robot se conecta mediante articulaciones (P) o (R) ya que, si se desea
configurar cualquier otro tipo de articulacion son siempre resultantes de las dos anteriores.
Existen 72 configuraciones de manipuladores industriales porque cada articulacion (P) o
(R) y los ejes de dos articulacines adyacentes pueden ser paralelos (||), ortogonales () o

perpendiculares (_L).

Dos ejes de articulacion ortogonales se cruzan en un dngulo recto, mientras que dos ejes de
articulacion perpendiculares estan en dngulo recto con respecto a su normal. Dos ejes de
articulaciéon perpendiculares se vuelven paralelos si un eje gira 90° sobre la normal comun.
Dos ejes perpendiculares se vuelven ortogonales si la longitud de su normal comtin tiende

a cero.

De los 72 manipuladores posibles, los importantes son: R || R || P (SCARA), R-R L R
(angular), R = R L P (esférica), R || P I P (cilindrica), P - P F P (cartesiana). Su

representacion grafica se la puede observar en la figura 1.4

Robot SCARA es un tipo de robot que tiene un brazo flexible en el plano horizontal o XY,
pero rigido en la direccién vertical o eje Z.
Tiene dos eslabones, dos juntas de revolucién y una tnica junta prismatica. Los eslabones

y la base estdn conectados por las juntas de revolucién orientadas en el mismo eje.

Robot angular es uno de los maés utilizados en los procesos de fabricacién. Se utilizan
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P

L Robol cartmsiano Robot cilindrico Robol osldrico o polar J
s ! ¢

Robot SCARA Robot angular o antropomdriico

Figura 1.4: Sistemas robéticos més importantes

Fuente: [Acosta, A., 2022]

para realizar operaciones mas complejas ya que el brazo del robot consta de al menos tres

articulaciones de giro con un drea de trabajo esférica.

Robot esférico también conocido como robot polar, utilizan el sistema de coordenadas

polares tridimensionales &, 0 y ¢.

Robot cilindrico tiene un rango de movimiento cilindrico ya que consta de una articulacién
de revolucién y dos articulaciones prismaticas.

En enlace de revolucion estd situada en la base del brazo y permite la rotaciéon de los
eslabones en torno al eje del robot.

Las dos articulaciones prismaéticas se utilizan para ajustar el radio y la altura del drea de

trabajo cilindrico del robot.

Robot cartesiano Esta compuesto por tres articulaciones prisméticas. Por tanto, la
herramienta se limita al movimiento lineal. El nombre de cartesiano se deriva del sistema

de coordenadas cartesianas tridimensionales, que consta de los ejes X, Yy Z.

El espacio de trabajo representa la parte del entorno a la que puede acceder el efector final
del manipulador. Su forma y volumen dependen de la estructura del manipulador y de la

presencia de limites mecénicos en las articulaciones.

La estructura cartesiana ofrece una muy buena estabilidad mecanica. La precisién

de posicionamiento de la murieca es constante en todo el espacio de trabajo. Se trata del
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volumen delimitado por una tuberia paralela rectangular, tal como se representa en la
figura 1.5. Frente a una gran precision, la estructura tiene poca destreza, ya que todas las
articulaciones son prismaéticas. La direccién de aproximacién para manipular un objeto es
lateral. Por otro lado, si se desea aproximarse a un objeto desde arriba, el manipulador
cartesiano puede realizarse mediante una estructura de pértico, como se ilustra en la
Figura 1.6. Esta estructura permite disponer de un espacio de trabajo de gran volumen y
manipular objetos de grandes dimensiones y peso, ademds que como se trabaja de otra

perspectiva permite cdlculos inversos con respecto a sus posiciones.

N

A\

\‘_

Figura 1.5: Manipulador cartesiano y su espacio de trabajo

Fuente: [Sciavicco, L., 2011]

Figura 1.6: Manipulador del portico.

Fuente: [Sciavicco, L., 2011]
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1.2. Conceptos basicos

El Algebra lineal es una rama fundamental ya que en casi en todas las etapas del modelado,
es necesario realizar operaciones matriciales y vectoriales que involucren el movimiento

de traslacion y rotacién de un cuerpo rigido en el espacio.

Generalmente en las bibliografias seleccionadas no se mostré definiciones matematicas,
por lo que se resalta esta necesidad. A continuacién se describe deficiones de matriz
de transformacién homogénea, como se construye para la configuracién seleccionada y

preliminares para el modelado geométrico y cinemético.

Definicién 5. Una coordenada homogénea es una representacion matemadtica de un punto

en un espacio proyectivo.

Mientras que las coordenadas cartesianas tradicionales (x, y, z) se utilizan para describir
puntos en un espacio euclidiano tridimensional, las coordenadas homogéneas afiaden una

dimensién adicional que permite la representacion conjunta de traslacién y rotacion.

Ejemplo. Sea p (x,y,z) un vector en coordenadas cartesianas en un espacio tridimensional,

se lo puede representar como coordenadas homogeneas de la siguiente manera:

X

y

—

p(x,y,z) =

Donde x, y, zy w € R. La relacién esencial en coordenadas homogéneas es que dos
vectores proporcionan la misma ubicacién en el espacio si difieren solo por un factor

escalar no nulo. Para este caso w # 0

Definicién 6. Una matriz T es de transformacién homogénea de dimension 4 x 4 que
representa la transformacién de un vector de coordenadas homogéneas de un sistema de

coordenadas a otro.

T— R3x3  p3x1

fixs Wix1
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Asi pues, se puede considerar que una matriz homogénea se haya compuesta por cuatro
submatrices de distinto tamafio: una submatriz Rz«3 que corresponde a una matriz de
rotacién; una submatriz p31 que corresponde al vector de traslacion; una submatriz fi.3
que representa una transformacién de perspectiva, y una submatriz wi .1 que representa

un escalado global.

Se considera la transformacién de perspectiva nula y el escalado global unitario, la matriz

homogénea T resultara de la siguiente forma:

R
T — 3x3  P3x1 (1.1)

0 1

Esta ecuacion representa la orientacién y posiciéon de un sistema OUVW rotado y
trasladado con respecto al sistema de referencia 0XYZ. Esta matriz sirve para conocer
las coordenadas (px, py, pz) del vector p en el sistema 0XYZ a partir de sus coordenadas

(pu, pv, pw) en el sistema 0XY Z:

Px Px
Py T Py
Pz Pz

Nota 4. La rotacién de un marco de referencia sobre el eje x un dngulo 6 se calcula con la

matriz de rotacion R, ¢ sobre el eje y con la matriz R, 4 y finalmente en el eje z con R, .

10 0]
Ryp=10 ¢ —s
0 s ¢
[ c 0 s_
Ryg=10 10 (1.2)
| —s 0 c|
-c —8 O-
R.g=1|s ¢ 0
_0 0 1_

Una matriz de transformacién homogénea se puede aplicar para:
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1. Representar la posicién y orientacion de un sistema girado y trasladado OUVW con
respecto a un sistema fijo de referencia oxyz, que es lo mismo que representar una

rotacion y traslacion realizada sobre un sistema de referencia.

2. Transformar un vector expresado en coordenadas con respecto a un sistema OUVW, a

su expresion en coordenadas del sistema de referencia OXYZ.

3. Rotar y trasladar un vector con respecto a un sistema de referencia fijo 0XYZ.

Cabe sefialar que la multiplicacién de n x n matrices de transformacién homogéneas se
denomina composicién, que permite transformar las coordenadas de puntos en un marco

de referencia, a lo largo del cual n x n se giran y desplazan entre si.

Esto facilita la definicién de objetos en el espacio utilizando coordenadas cartesianas. Sin
embargo, definir la orientaciéon de un objeto en el espacio es un poco mas complicado,
para lo cual se utiliza la notacién de Euler, la notacién de balanceo-cabeceo-guifiada o la

notacién de eje/angulo.

En el anélisis de un manipulador robético se debe asignar un marco de referencia a cada
eslabon que conforma su cadena cinematica en la figura 2.1. El primer marco representa la

base del manipulador y eldltimo su efector final.

Aunque los marcos pueden asignarse arbitrariamente es aconsejable seleccionar un
convenio para la localizacion de los marcos, esto favorece el modelado del manipulador y
la eficiencia computacional. La convencién fundamental para la asignacién de marcos de

referencia es la de Denavit y Hartenberg (DH).

Para el modelado cinemadtico es necesario aplicar el convenio DH de forma tal que se
describa el robot en funcién de los pardmetros estaticos de los eslabones y las variables
de cada articulacién. Estas variables pueden ser de desplazamiento o de rotacién. La

modelacién se divide en cinco partes:

1. Modelo cinematico directo de posiciéon: determina la posicién del efector final a partir

de las variables de articulacion.

2. Modelo cinemaitico inverso de posicién: determina el valor de las variables de
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articulacién en funcién de la posicién del efector final deseada. Su solucién puede
obtenerse mediante una relaciéon matematica explicita o por medio de procedimientos

numeéricos iterativos.

Los métodos numeéricos tienen el inconveniente de que su convergencia no siempre

estd garantizada.

3. Modelo cinemitico directo de velocidad: determina la velocidad del efector final a
partir de las velocidades de las variables de articulacién. Para obtener este modelo
se debe definir la matriz jacobiana del manipulador. Esta puede considerarse como
la versién vectorial de la derivada ordinaria de una funcién escalar o mediante

procedimiento analitico.

4. Modelo cinemaitico inverso de velocidad: Determina las velocidades de las variables
de articulacion a partir de la velocidad del efector final deseada. Este modelo es facil de
obtener si se calcula la inversa de la matriz jacobiana. En caso de que la matriz jacobiana

sea no cuadrada, debera utilizarse la denominada pseudoiversa.



Capitulo 2

Modelo Geométrico

En la seccién 1.1.4 se observo que existen 72 configuraciones de robots manipuladores.
Para el presente trabajo se toma de referencia un robot manipulador de 4 grados de libertad
con las siguientes configuraciones: 4 articulaciones rotacionales donde tres son de posicién

y una de orientacién, que posee las siguientes caracteristicas:

1. Base: Es la parte fija del robot que proporciona estabilidad y soporte al sistema. No

tiene grados de libertad y acttia como punto de referencia para el resto del brazo.

2. Articulacién 1 (g7 ): Es la primera articulacién del brazo y permite el movimiento de
rotacién en un eje vertical u horizontal Esta articulaciéon controla el movimiento de

elevacion o descenso del brazo.

3. Articulacién 2 ( g7 ): Se encuentra en el extremo de la articulacién q; y permite el
movimiento rotacional en un plano horizontal. Esta articulacién controla la rotacion del

brazo hacia los lados o hacia adelante y hacia atrés.

4. Articulacién 3 ( g3 ): Se encuentra en el extremo de la articulacién g, y permite el
movimiento de rotacién en un eje perpendicular al plano horizontal. Esta articulacion

controla la rotaciéon del brazo en sentido vertical o de inclinacion.

5. Articulacién 4 ( g4 ): Es la tltima articulacién en el extremo del brazo y permite

el movimiento de rotacién del efector final, como una pinza o una herramienta de

16
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trabajo. Esta articulacion controla la rotacién del extremo del brazo para realizar tareas

especificas.

'y r'y
b
v -
2
1
I?l v .. a3 O3
'y Zs
l3
] 243
A ] -
U e
ly
L ] v | TR

Figura 2.1: Representacion simbdlica del brazo robético de 4 GDL

Fuente: [Carrasco, P. et al., 2019]

Definiendo la posicién de los puntos 0, 1, 2, 3 y 4 en funcién de los dngulos g, se obtiene:

Punto Oy: (0;0)
Punto Oq: (llcOS(ql) ; 1153”(‘11))
Punto Oy: (I1c0s(q1) + lacos(g1 + q2); lisen(q1) + lasen(g1 + q2))

Punto O3: (I1cos(q1) + lacos(q1 + q2) + Izcos(q1 + g2 + q3); lisen(q1) + Lsen(q1 + q2) +
Izsen(q1+ g2 +q3))

Punto Os: (l1cos(q1) + lacos(q1 + q2) + Izcos(q1 + g2 + g3) + lacos(q1 + g2 + g3 + q4);
lisen(qy) + lasen(q1 + q2) + Issen(q1 + g2 + g3) + lasen(q1 + g2 + g3 + q4))

Las ecuaciones geométricas de un robot manipulador de 4 grados de libertad (gdl)
rotacional describen la posicién y orientacién del extremo del robot (efector final) en

funcién de las articulaciones.
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En este tipo de robot, generalmente se utilizan coordenadas cartesianas (x,y,z). Las
ecuaciones geométricas pueden variar dependiendo de la configuraciéon especifica del

robot y el sistema de coordenadas utilizado.

Nota 5. La orientacion fija del extremo del robot que puede ser un valor constante ya que
como se puede ver en 2.1 los ejes son ortonormales, es decir que son perpendiculares entre

si (ortogonales con ejes de 90°) y tienen una longitud unitaria (normales).

A continuacién se muestra un ejemplo general de las ecuaciones geométricas para un

robot de 4 gdl rotacional:

1. Posicién en el eje X:
x = (licos(q1) + lacos(q1 + q2) + Izcos(q1 + g2 + q3) + lacos(q1 + q2 + g3 + q4)  (2.1)
2. Posicién en el eje Y:

y = Lisen(qq) + lasen(q1 + g2) + lzsen(q1 + g2 + q3) + lasen(g1 + g2 + g3+ g4))  (2.2)

3. Posicion en el eje Z: Para conseguir la perpendicularidad con respecto a la superficie
de trabajo se trabaja con una restricciéon més: (90° — q1) + (180° — g2) + (180° — g3) +
(90° — gq4) = 360°.

z = f(q1,92,93,94) (2.3)

Nota 6. La funcion f describe la relacion entre los dngulos de las articulaciones y la posicién

en el eje z. Esta funcién se obtiene mediante el andlisis cinemético inverso del robot.

Movimicnto
vertical

Movimiento
rotatorio

Figura 2.2: Movimientos del brazo articulado y ejes rotacionales en los sistemas de

coordenadas

Fuente: [Torrealba, R., et al., 2006]
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Las ecuaciones 2.1, 2.2, 2.3 expresan las coordenadas x,y,z del extremo del robot en

términos de las articulaciones 41, 42, 73, 9a-

Cabe recalcar que este es un método no sistematico que se aplica a robots con pocos grados
de libertad, que utiliza relaciones geométricas para obtener directamente la posicion
del extremo del robot en funcién de las variables articulares. La forma especifica de las
funciones x,y y zen 2.1, 2.2, 2.3 depende de la configuraciéon geométrica del robot y de las
relaciones cinemadticas que se verdn en el proximo capitulo, establecidas entre los angulos

de las articulaciones y la posiciéon del efector final del robot.



Capitulo 3

Modelo Cinematico

La cinemaética del robot estudia el movimiento del mismo con respecto a un sistema de
referencia sin considerar las fuerzas que lo producen. Es decir, que se interesa por la
descripcién analitica de la trayectoria espacial del robot como una funcién del tiempo, y
en particular por las relaciones entre la posiciéon y orientaciéon del extremo final del robot

con los valores angulares de las articulaciones.

Dentro de la cinemética existen dos problemas fundamentales, que son la cinemética

directa y la cinematica inversa.

El problema cinemaético directo consiste en determinar la posicion y orientacién del efector
final del robot, con respecto a un sistema de coordenadas tomado como referencia, al
conocer los valores angulares de las articulaciones y los pardmetros geométricos de los

elementos del robot.

En cambio, el problema cinemético inverso trata sobre la configuracién que el robot debe
de adoptar para alcanzar unas determinadas posicion y orientacion del efector final, como

se muestra en la siguiente figura:

20
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Cinemaética directa

Posicion y

Coordenadas . .,
. orientacion del
articulares
efector
(91,92, -- -, qn) (x,y,2,¢,6,9)

Cinematica inversa

Figura 3.1: Diagrama de relacién entre cinemaética directa e inversa.

Fuente: [Cuya, S. et al., 2012 |

Para el trabajo de la cinematica Denavit y Hartenberg [DENAVIT, 1995] propusieron un
método sistematico para describir y representar la geometria espacial de los elementos
de la cadena cinematica, y en el caso particular de un robot, con respecto a un sistema
de referencia fijo. Este método hace uso de la matriz de transformacién homogénea
para describir la relacién espacial entre dos elementos rigidos adyacentes, reduciendo el
problema a hallar una matriz de transformacién 4x4 que relacione la localizacién espacial

del extremo del robot con respecto al sistema de coordenadas de su base.

3.1. Cinematica de Posicion

3.1.1. Cinemaética Directa de Posicion

Con el modelo predefinido, se determinan las ecuaciones que describen la cinemética
del manipulador, para ello se hace uso de las matrices de transformacién homogéneas.
Dichas matrices poseen la caracteristica de poder reunir en sus expresiones los giros y

movimientos espaciales.

Previamente a la definicién de las matrices de transformacién, se procede a colocar
sistemas de coordenadas en cada una de las articulaciones. Esta cinematica sera de gran
ayuda para poder expresar el movimiento del brazo robot de 4 GDL de tal manera que

con los dngulos de las 4 articulaciones se pueda determinar la posicién y orientacion.
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Conocer la cinematica directa del modelo permite relacionar las coordenadas generalizadas
con las coordenadas cartesianas en la punta del brazo usando como datos los movimientos
realizados en cada uno de los pares cinematicos. Para lograr realizar este calculo se

proponen dos métodos, los cuales son:

Resolucién por métodos matriciales El problema cinemético directo se basa en la
busqueda de una matriz de transformacién que relacione la posicién y orientacién del
extremo del manipulador.

En general, un robot articular de n grados de libertad estd formado por 1 eslabones unidos
por n articulaciones, de manera que cada articulacién-eslabén constituye un grado de

libertad. A cada eslaboén se le puede asociar con un sistema de referencia.

Representaciéon Denavit Hartenberg Denavit-Hartenberg proponen un método
matricial para describir y representar la geometria espacial de los elementos de la cadena
cinemdtica abierta de un robot en particular, con respecto a un sistema de referencia fijo.
Para ello, a cada articulacion se le asigna un sistema de referencia local con un origen en el
punto Q; con sus ejes ortonormales X;, Y;, Z; mostrado en la Figura 2.1.

Para la cinemdtica directa se plantea en términos de encontrar una matriz de
transformacion que relaciona el sistema de coordenadas ligado al cuerpo en movimiento

respecto a un sistema de que se toma como referencia.

La representaciéon de DH, se aplica a robots de cadena cinemaética abierta y consiste en una

serie de reglas para colocar los sistemas de referencia, tal como se describe a continuacién:

e Angulo de articulacién 6;: rotacién requerida del eje x;_; sobre z; 1 para quedar paralelo

a x;, se usa la regla de la mano derecha para conocer el sentido.

e Traslacién de articulacién d;: Es la distancia medida desde el origen del sistemai — 1, a

lo largo del eje z;_1 hasta la interseccién del eje z;_1 con el eje x;

e Largo del eslabén a;: Es la distancia de separacifi entre los origenes de los sistemas de
referencia i — 1 e i medida a lo largo del eje x; hasta la interseccién con el eje z;_1 o la

distancia mds corta entre los ejes z;_1 y z;, cuando estos no se interceptan.
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e Angulo de torsién «;: Es el angulo que separa a los ejes z; y z;_1 medido respecto del x;.

Algoritmo de DH

DHy: Numerar los eslabones desde 1 hasta n (n=4GLD). Se numerard como elemento 0

la base del robot.
DH,: Numerar cada articulacién de 1 hasta 4.

DH3: Localizar los ejes de las articulaciones. Si ésta es rotacional, el eje serd el propio eje

de giro. Si es prismatica, serd el eje a lo largo del cual se produce el desplazamiento.
DHy: Paraide 0 an — 1, situar el eje Z; sobre el eje de la articulacién i + 1.

DHs: Situar el origen del sistema base Op en cualquier punto del eje Zj (eje de la
articulacion 1). Los ejes X e Y se situaran de modo que formen un sistema en el sentido

de las agujas del reloj con Z.

DHg: Paraide 1 an —1, situar el sistema O; en la interseccién del eje Z; con la linea
normal comtin a Zi — 1y Z;. Si ambos ejes se cortasen se situaria O; en el punto de corte.

Si fuesen paralelos se situaria en la articulacion i + 1.

DHjy: Situar X; en la linea normal comtn al eje Z;_; y Z;. Si los ejes se cortan se sittia
perpendicular al plano formado por Z;_1 y Z;. Situar X; en la linea normal al eje Z;_1, lo

corta y apunta hacia afuera de él.
DHyg: Situar Y; de modo que forme un sistema dextrégiro con X; y Z;.

DHa: Situar el sistema O, en el extremo del robot de modo que Z,, coincida con la

direcciéon de Z,,_1 y X, seanormala Z,_1y Z,.

DH;p: Obtener g; como el angulo que hay que girar en torno a Z;_; para que X;_1 y X;

queden paralelos.

DHy;: Obtener [; como la distancia medida a lo largo de Z;_, que habria que desplazar

O;_1 para que X; y X;_1 queden en el mismo plano.

DHj,: Obtener a; como la distancia medida a lo largo de X; (que ahora coincidiria con

X;_1) que habria que desplazar el nuevo O;_; para que su origen coincidiese con O;.
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DH;j3: Obtener a; como el 4ngulo que habria que girar entorno a X; (que ahora coincidira

con X;_1 para que el nuevo O,_; sea igual a O;

A partir de las reglas mencionadas, se podrd determinar la siguiente matriz de

transformacién homogénea como ejemplo para las reglas de DH:

cos(0;) —sen(6;)cos(a;) sen(wa;)sen(6;) ajcos(6;)

(
, sen(6;)  cos(a;)cos(8;)  —cos(6;)sen(a;) a;sen(6;)
io1= 3.1)
sen(a;) cos(a;) d;

0
0 0 0 1

Para obtener la cinemdtica directa del robot manipulador mostrado en la Figura 2.1,
se realiz6 la respectiva asignacion de los sistemas de referencia para cada uno de los
eslabones. Partiendo de los parametros de DH se asigné a la base del manipulador un
sistema de coordenadas fijo a la base del manipulador como sistema cero, contando con
todas sus articulaciones rotacionales, siendo 41, 42, 43, 44 las variables de cada articulacién
respectivamente. Se cumplié con el pardmetro de que el eje Z de cada sistema sea

perpendicular al plano en el que se realiza la rotacién [Carrasco, P. et al., 2019].

Partiendo de esto, se calcul6 los pardmetros de DH como se muestra en la Tabla 3.1.

Articulacion | 6; | d; | a; o;
1 g | 0 | Iy | 90°
2 g2 | 0 | I | —90°
3 gz | 0 | Iz | 90°
4 ga | 0 | Ig 0°

Tabla 3.1: Pardmetros DH para el manipulador de cuatro grados de libertad

Luego, se hallan las matrices de transformacion para cada articulacion siguiendo el modelo
de la ecuacion 3.1 reemplazando cada uno de los valores descritos en la Tabla 3.1, para

cada articulacién obteniendo las matrices mostradas en las siguientes ecuaciones:
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1. Primera articulacién: q;

2. Segunda articulacién: ¢,

3. Tercera articulacién: g3

4. Cuarta articulacion: g4

_cos(q1) 0
sen(g1) 0O
0 1
0 0
cos(q2) O
sen(qz) O
0o -1
0 0
-cos(q3) 0
sen(qz) 0O
0 1
0 o0
cos(
sen(

sen(q1)

—cos(q1)
0

0

—sen(qz)

cos(q2)
0

0

sen(qs)

—cos(q3)
0

0

0 0

licos(q1)
lisen(qy)
0
1

Ircos(q2)
Isen(qz)
0
1

I3c0s(q3)
I3sen(qs)
0
1
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(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5

Luego de obtener las matrices de transformacion de cada articulacién, se obtiene el modelo

cinemdtico directo multiplicando cada matriz homogénea para asi poder obtener la del

extremo terminal con respecto al sistema de referencia.

Dando como resultado:

A} = AJAIASAS

(3.6)
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_—C4(5153 — C1C2C3) — C157254 S54(5153 — C1CoC3) — C1C4Ss C351 + C1C,S3
Ca(C1S3+ C2C351) — 515284 —S4(C1S3 + CaS3 + C2C351) — C45$1S2 C25183 — C1Cs
CoS4 + C3C4S, CoCyq — C35,5, 5153
i 0 0 0

11C1 — 14C4(51S3 — C1C2C3) + 1,C1Cy — 135153 4 13C1CoC3 — 14C1 5254
1151 + Z4C4(C153 + C2C3S1) + 1,CyS1 + 13C1S3 + [3C2C351 — 14515754
125 +13C352 + 14CS4 + 14C3C4 53
1

(3.7)

Los datos obtenidos se utilizan como anotacién simplificada considerando que cosi<j<4 =
Ci<i<a y seni<i<a = Si<i<s, donde 1 < i < 4 es la articulacién g;. De la matriz anterior se
obtiene el modelo cinemético directo de posicién para el brazo robético de 4 GDL, donde
la posicion del extremo terminal del robot manipulador la obtenemos extrayendo los 3
primeros elementos de la cuarta columna que representan la posiciéon en el eje X, eje Y y

eje Z obteniendo la siguiente ecuacion:

11C1 — 14C4(S1S3 — C1C2C3) + 1oC1Ca — 135153 + 13C1C2C3 — 14C1 5254
= | 1S1 + 14C4(C1S3 + C2C351) + 1oC2S1 + 13C1S3 + 13C2C351 — 14515254 (3.8)
oSy + 13C357 4 14Cy Sy + 14C3C4 S

Mientras que su orientacion final con respecto a la base esta dada por la matriz de rotacién:

—C4(51S3 — C1C2C3) — C15254 54(51S3 — C1C2C3) — C1CyS C351 + C1C2S3

RG = | C4(C1S3+ CaCs51) — 515254 —S4(C1S3 + CaS3 + CaC351) — C451S2 C28183 — C1Cs
CrS4 4+ C3C4S, CoCy — C35,5, 5153
(3.9)

3.1.2. Cinemaética Inversa de Posicion

El conocimiento de la cinemadtica inversa del brazo mecédnico nos permite obtener,
mediante el conocimiento de la posicién y orientacién deseadas para el efector final, el

valor que deben de tener los angulos entre los eslabones del mecanismo.
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Para la cinematica inversa tendremos una restriccidbn en la cuarta articulaciéon
donde g4 = 0 para asi poder tener una matriz de 3 x 1 con tres incégnitas 41, 2, 43, donde

hallaremos los valores a partir del extremo terminal Ag.

F, 11Cy —14(51S3 — C1CoC3) + [,C1Cp — 135153 + 13C1C2C3
0= |F/| = | 1151 +14(C1S5 + C2C351) + 1,CaSy + 13C1 S5 + 13C2C35: (3.10)
F, 1252 +13C352 + +14C352

Ahora, se cuenta con un sistema no lineal de 3 ecuaciones con 3 incégnitas.

En [Carrasco, P. etal.,, 2019], [Cuya, S.etal,2012] y [Torrealba, R, etal., 2006] nos
plantean las soluciones directas halladas bajo el software Mathlab, sin embargo, como se
desea plantear la justificacion tedrica del modelado matemaético cinematico inverso de

posicion, se plantea la basqueda de las soluciones del sistema 3.11.

Se considera la busqueda de la solucién de un sistema de ecuaciones no lineal de tipo

11C1 - 14(5153 — C1C2C3) + 12C1C2 - 135153 + l3C1C2C3 =0
1151 + 14(C1S3 + C2C351) + 12C2S1 + 13C1S5 + 13C2C3S1 = 0 (3.11)
1,55 +13C35, + +1,C35, =0

Donde Fy, F, y F, son funciones diferenciables dentro del intervalo de las posibles

soluciones.

Para la obtencién de las soluciones existe un método que se detalla a continuacién

Método Newton-Rhapson

Sea f : R" — R" el método Newton-Rhapson consiste en tomar un (4144, §2+i, 43+i) € R”,

es decir, una aproximacioén inicial a la solucién y considerar la iteracion:
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g1+ q F
Qo+il = |92 — U (q1+ir 9241, 93+] - k
g3+ q3 F

La funcién f para este caso es el sistema:

1LC1 — l4(5153 — C1C2C3) + 1,C1Cy — 135153 + [3C1C2C3 =0
1151+ 14(C1S3 + C2C351) + 1bCaS1 + 13C153 4 13C,C351 =0
1,55 +13C35, + +1,C35, =0

(3.12)

que es un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas, por lo que el conjunto de las

aproximaciones se veria representada bajo una terna dentro de un entorno donde se

encuentren las posiciones 41, 42 y g3 las cuales se aproximan entre los pardmetros de

Denavit Hartenberg dados en la tabla 3.1.

La matriz jacobiana de este sistema se obtiene de las primeras derivadas con respecto a

cada articulacién 41, g2, g3, obteniendo asi el siguiente resultado:

1114(S3C% — 535% + C3C2S(2,1)) —1,Cy51 — 1355C1 — 13C,C354
= LC + 14(—5351 + C2C3C1) + ,CyCqy — 1353571 + I3C2C3C4

l1l4C%C352 —[,C1Sy — 13C1C3S, l1l4C1(51C3 + C153C2> —1351C3 — [3C153C,
—1451C3S55 — 1,b5155 — 1351C35> I3C1C5 + l4(C1C3 - 5153C2) —135153Cy
[,Cy + 13C3C, + 14,C3Cy —135,53 — 145,55

(3.13)

Donde C3, 57 y S5.1) son las funciones cos*(q1), sen®(q1) y sen(2 - q1) respectivamente.

Nota 7. Si bien, de la ecuacién 3.12 se puede operar hallando la inversa de la matriz

F
U(q1+ir G241, G3-+i) -1 y realizando el producto con el vector columna de las funciones [F; }

consiste en resolver el sistema de ecuaciones
F

J(q14ir G246, G341) " = | B
F

B
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Donde | seria la matriz de coeficientes y F el vector de constantes.

Nota 8. Es importante que para dar lass primeras aproximaciones hacer referencia a los

pardmetros DH vistos en la cinematica directa de posicion.

3.2. Cinematica de Velocidad

El aporte de cada articulaciéon depende de la posicién del robot para cada instante de
tiempo (). Por tanto, para hallar el modelo cinemético de velocidad es necesario trabajar

partiendo de los pardmetros D-H.

3.2.1. Cinemaética directa de Velocidad

Para realizar el estudio completo de la cinemdtica del manipulador planteado, se continua
con el célculo de las velocidades en el extremo terminal lo cual resulta de la composicién de
las velocidades lineales y angulares de los eslabones de la cadena cinemaética multiplicando

la velocidad en las articulaciones por el Jsx6

X() = J(g)ons * Gox1 (3.14)

KN

Donde X, es el vector estado de velocidad del efector final, dado por
Xy = [0x0y 0w rwyw:] (3.15)

Cuyos tres primeros elementos representan la velocidad lineal del extremo terminal
del robot manipulador a lo largo de los ejes cartesianos y los tres tltimos elementos
representan las velocidades angulares (wywyw;) alrededor de los ejes globales X, Y, y Z.
Partiendo de esto, se dice que el vector de velocidad en las articulaciones esta dado por la

siguiente ecuacion:
q = ldnd2qaa] (3.16)

[Ruiz Otalora et al., 2022.]

Matriz Jacobiana

Se debe establecer las relaciones entre las velocidades en el espacio articular g1, 42, 43,
qs. Para calcular el jacobiano, previamente se calcula la cinemaética directa mediante dos

métodos presentados a continuacién:
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Método Analitico Se trata de considerar el efecto de la velocidad en cada articulacion
(en nuestro caso rotacional) sobre la velocidad lineal 7 y angular @ del extremo, o en

general, de cualquier punto O, de la cadena cinemaética.

Este método es el menos descrito en la bibliografias principales como
[Carrasco, P. et al., 2019], por lo que surge la necesidad de realizar el estudio de

cada articulacién bajo la figura 3.2.

Figura 3.2: Representacion de asignaciones de velocidad lineal 7 y velocidad angular @
Fuente: Elaboracién propia

Realizado por: Caceres, F, 2023.

Donde Z;_; es el vector unitario asociado a O;_1 que se situa en el eje del movimiento de
la articulacién g, basado en los pardmetros DH; ¢, es el vector que va desde el origen del
sistema Op a O; hasta el sistema Os. En la siguiente figura se representa la deduccién de

las ecuaciones

Figura 3.3: Representacion de velocidad de rotacién
Fuente: Elaboracion propia

Realizado por: Caceres, F,, 2023.



3.2. CINEMATICA DE VELOCIDAD 31

Siendo (); la velocidad de rotacién expresada como:

—

Qi =z’1-q; (3.17)

Donde el médulo del vector ) serd g; y la direccién z;” 1 del vector. Este vector origina en el
extremo una velocidad lineal 7; y de rotacion (velocidad angular) @; que son representadas
por:

F= O x il =27 gy x ) (3.18)

—

Zﬁi = Qi = Ziil . qi (3.19)

Ahora, dada la deduccion de las velocidades lineal y angular 7; y @; respectivamente,
y iy Wi
procedemos a construir la matriz Jacobiana con las cuatro articulaciones g4 rotacionales de

la siguiente manera:

G= (G x B-q1) + (E X q2) + (B x B g5) + (55 % 3 4) (3.20)

M-

Il
—

7=

4

=Y @i =(2-q)+ (Zi-q2) +(Z2-q3) + (25 - qa) (3.21)

i=1
Luego, se procede a hallar los vectores Zy, 23, 22, 23 son vectores cuyos elementos se
encuentran en la tercera columna de cada matriz de rotacién hallados gracias a la
construccién de la matriz de transformacién homogénea y, sus componentes, y f1, f,
t3, t1 son vectores de posicién cuyos elementos se encuentran en la cuarta columna de cada
matriz de rotacién entre el eslabén 0, 1, 2 y 3 con respecto a la referencia respectivamente.

A continuacién se halla cada uno de ellos:

e De la ecuacion 1.2c se toma la columna 3 de la matriz de rotacién ya que estamos

partiendo de la base del robot, obteniendo:

0
Zo= |0 (3.22)
1

e Sea la matriz A(l) de la cinemética directa

cos(q1) sen(qi)  lcos(q1)

>
I

( 0

sen(q1) 0 —cos(q1) lisen(q)
0 1 0 0

0 0 0 1
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Se extrae los vectores de las columnas 3 y 4.

S1 hCy
Zy = —C |t = [h% (3.23)
0 0

e A3 se obtiene de la multiplicacién de las matrices intermedias: A} x A?

CiC =51 —(C1S, C1(11+12C2)
GS1 C1 =515 Si1(li+1Gy)

Af = (3.24)
S2 0 ) >S»
| 0 0 0 1 |
Se extrae los vectores de las columnas 3 y 4.
—C152 Cl(ll + lzCz)
Zy=| 515, | = 51(11 + lzCz) (3.25)
G S

e A3 se obtiene de la multiplicaciéon de las matrices intermedias: A} x A2 x A3

C1CCs — 5157 —(C1Sy G351+ C1CeS3 1C1 + 1,C1Cy — 135153 + I3C1CoCs
C1S3 + G G351 —515, C25153 1151 4+ 1,Cr 81 + 13C1S3 + 13C,C35,

3 _

A R C, $:5 Sa(ly + 15C3)

i 0 0 0 1 |

(3.26)
Se extrae los vectores de las columnas 3 y 4.
G351+ G153 1Ci+ 1Ci1Cy — 135153 + 3C1CLC3
Z3 = (25153 ts = | [1S1 4+ 1CaS1 + 13C1S3 + 13C2C354 (3.27)
5253 S2(l2 + 15C3)

° A% se obtiene de la multiplicacién de las matrices intermedias: Atl) X A‘% X A% X A% Aé =

-—C4(5153 — C1G2C3) — C15254 S4(51S3 — C1C2C3) — C1CsSs C3S51 4+ C1CS3
C4(C1S3 4+ CoC351) — 515254 —S4(C1S3 4 CaS3 + C2C351) — C451S2  C51S3 — C1C5
CoS4 + C3C4Sy CCy — C35284 5153
i 0 0 0

(3.28)
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1hCq — l4C4(5153 — C1C2C3) + 1 C1Cy — 135153 + [3C1CoC3 — l4C15254_
151+ Z4C4(C1S3 + C2C351) 4+ 1,Cy81 + 13C153 + 13C2C351 — 14515,54
oSy 4 13C357 + 14C2S4 + 14C3C4 Sy
1

(3.29)

Se extrae el vector de la columna 4

ty = | 1181 + Z4C4(C153 + C2C351) + 1,CrS51 + 13C1S53 + [3C2C351 — 14515254 (3.30)
1,55 + 13C35, + 14CyS4 + 14,C3C4 S,

Después de haber hallado los vectores 2y, 21, 22, 23 y f1, 2, 3, t4 los reemplazamos en la

siguiente matriz:

q1

Ja = | = ) ) ) ) : (3.31)
w 20 Z1 Zy Z3 q3
|94

Se expresan explicitamente todos los elementos resultantes de la matriz jacobiana que

depende de las posiciones articulares, particularmente de ¢1, 42, 43, g4.

14515754 — l4C4(C153 + C2C351) —[,Cy51 — 13C153 — I3C,C3S51 — 154
LC — Z4C4(5153 — C1C2C3) + ,C1Cy — 135153 + [3C1CoC3 — 14C15,5,4
0

o

—_

—C (1252 +13C35; + 14,Cy Sy + Z4C3C452) —(C351 + C]CzSg)(lg + l4C4)
—51(12S2 4+ 13C3S2 4 14C2S4 + 13C3C4S2)  (C1Cs — C25153) (I3 4 14Cy)

[,Co + 13CC3 — 1452854 + 14CoC3Cy —5253(13 + 14Cy)
S1 —C15,
_Cl —5152

0 @)
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—14(C1C4S5 — 515354 + C1C2C354) |
14(C45152 + C15354 + C>C35:54)
14(CaCy — C35,54)

G351+ GG S3
C5153 — C1C3
5253

(3.32)

Método Diferencial Este método consiste en hallar las derivadas del modelo cinemético

directo. Por supuesto este método fue el maas comun ya ue resulta mas sencillo hallar las

primeras derivadas de cada ecuacion.

Mediante la posicién y orientacion se obtiene seis variables x, y, z, «, B, v con respecto a

las articulaciones g1, 42, 43, 44 se expresan de la siguiente manera:

= fx(91,92,93,94)
v = fy(91,92,93,94)
z = fz(q1, 92,93, 94)
& = fu(q1,92,93,94)
B = fp(q1,92,93,94)
v = fr(a1,92,93,q4)

Con lo que se obtienen las siguientes derivadas:

) " Ofx n ny ] " 0f,
X = _— = R z = ———
L og, V= L5, L 5g,
) n afy n a y n afy
h =) == =) = =) =
; 1 qn Zl: a qn Y le i In
Con g, = 4, se obtienen los siguientes resultados:
e Parag;:
d
X = ﬁ(llcl — Z4C4(5153 — C1C2C3) + LC1Cy — 135153 + [3C1CoC3 — Z4C15254) =

14515254 — 14C4(C1S3 + C2C351) — 1,CaS1 — 13C1S3 — 13C2C351 — 1151

(3.33)
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0
y= Tm<l151 + l4C4<C153 + C2C351) 4+ 1,Cy51 + 13C153 + [3C,C351 — 14515254) =

l]C1 — l4C4(5153 — C1C2C3) + lzC1C2 — 135153 + 13C1C2C3 — l4C15254 (3.34)
0

2= 50182 4 15CsS2 4 14CoSy + 4CxCaSz) = 0 (3.35)
e Para gp:
X = aaqzllcl —14C4(S51S3 — C1C2C3) + 1,C1Cy — 135153 + 13C1CoCs — 14C1 5254 =
—C1(12S2 4+ 13C355 + 13C2S4 + 14C3C4Sy) (3.36)

0
y= 372(1151 + 14C4(C153 + CC351) 4 1CaS1 + 13C1 53 + 13CaC351 — 14515254) =

-5 (1252 + 13C35; + 14,Cr Sy + l4C3C452) (3.37)
0
z= 5(1252 +13C35; + 14CaSs + 14C3C4S2) = 1hCy + 13C2C3 — 145954 + 14C2C3Cy
2
(3.38)
e Para g3

d
X = %(11(:1 — l4C4(5153 — C1C2C3) + 1C1Cy — 135153 + [3C1CoC3 — l4C15254) =

—(C3S1 + C1C253) (13 + Z4C4) (3.39)

0
y= 373(1151 + 14C4(C153 + CoC351) 4+ 1CoS1 + 13C1 53+ 13CaC351 — 14515254) =

(C1C5 — C25155) (I3 + 14Cy) (3.40)
zZ= aaqz(lzsz +13C35, + 14C2S4 + 14C3C4Sy) = —S5253(13 + 14Cy) (3.41)
e Para gy
X = 834(11C1 —14C4(51S3 — C1C2C3) + 1,C1Cy — 135153 + 13C1CoCs — 15C15254) =
—14(C1CsSa — 515554 + C1C2C5S34) (3.42)
y= (.;:4(1151 + 14Cs(C1S3 4+ C2C3571) + 12CaS1 + 13C1S3 + 13C2C3S1 — 14515254) =
—14(C451S2 4+ C15354 + C2C351S4) (3.43)

0
zZ = 5(1252 + 13C357 + 14Cp Sy + 14C3C4Sy) = 14(CoCy — C35254) (3.44)
2
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Como se puede observar mediante el método analitico, se obtienen la matriz Jacobiana de
6 x 4 sin embargo, en el presente método solamente se obtiene una matriz de 3 x 4. Esto
sucede debido a que solo arrancamos de la posicién del robot, mds no de su orientacién

con lo que se procede a utilizar una herramienta muy importante dentro de Robética.

Definicién 7. Los dngulos de Euler son tres d&ngulos que describen la orientaciéon de un
objeto en el espacio tridimensional, generalmente representados como rotaciones alrededor

delos ejes x,y, y z.

Figura 3.4: Representacion de los dngulos de Euler en el espacio.

Fuente: [Armesto, A., 2020]

Los dngulos &, B, y representan el movimiento rotacional (para este trabajo) de cada una

de las articulaciones.

Es importante aclarar que como el robot tiene cuatro grados de libertad, no es lo maés
recomendable resolver estos dngulos de manera geométrica, sin embargo en las ecuaciones
3.22,3.23,3.25 y 3.27 especificamente los vectores Zy, Z1, Z, y Z3 representan los movimientos

rotacionales, por lo cual se expresa de la siguiente manera:

e Parag;:

(3.45)

au
I
~ o o
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e Para gp:

e Para g3:

e Para gy

51

G (3.46)

—C15,
Z=| 515, (3.47)
@)}

C351 + C1C, S5
Z3 = (25153 (3.48)
5,53

Para, finalmente construir la matriz con las respectivas derivadas halladas en las ecuaciones

3.33, 3.34, 3.35 con 3.22 para la primera columna; 3.36, 3.37, 3.38 con 3.23 para la segunda

columna; 3.39, 3.40, 3.41 con 3.25 para la tercera columna y finalmente 3.42, 3.43, 3.44 con

3.27 para la cuarta columna, obteniendo de la misma manera la Jacobiana:

14515254 — 14C4(C153 + C2C351) —1,CyS1 — 13C153 — I3C,C351 — 1S5,
11C1 — 14C4(S1S3 — C1CoC3) + 1oC1Ca — 135153 + 13C1C2C3 — 15C1 5254

0
0
0
1

—C1(I2S2 + 13C3S5; + 14CS4 + 14C3C4S2)
—S51(12S2 + 13C352 + 14C2S4 + 14C3C4S2)
[,Cp 4+ I3CyCs — 145754 + [,CrC3Cy
S
_Cl
0

(G351 + C1C255) (I + 1sCy)
(C1C3 — C251S3) (I3 + 14Cy)
—5553(13 + 14Cy)
—C15;

—515;

@)
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—14(C1C4Sy — 515354 + C1C2C3S4)
1,(C45155 + C15354 + C2C35154)
14(CoCy — C35254)

C351 4+ C1C,S53
25153 — C1Gs
5,53

(3.49)
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3.2.2. Cinematica Inversa de Velocidad

La cinematica inversa de posiciéon en [Carrasco, P. et al., 2019], [Ruiz Otalora et al., 2022.]
y [Torrealba, R., et al., 2006] solamente se plantea la ecuacién 3.50, lo que se busca ahora
es detallar cémo, de las velocidades lineales y angulares ya halladas en la ecuacién 3.49 se

puede calcular el valor de las articulaciones que deseen alcanzar las velocidades.

De la ecuaciéon

X(g) = Jigrons * Gax1 (3.50)

Donde X?q) es el vector estado de velocidad del efector final, dado por

OUx

wz

especifica la velocidad del efector final que resultard cuando las articulaciones se muevan

con velocidad X(q) Partiendo de esto, se dice que el vector de velocidad en los eslabones

esta dado por la ecuacién:

g1

q2

q3
74

Jax1 =

El problema inverso de velocidad es el problema de encontrar las velocidades articulares
Jax1 que producen la velocidad deseada del efector final. Cuando el Jacobiano es una

matriz cuadrada de (n x 1) y no singular, este problema se puede resolver mediante

=

_1*X(

q4><1 = ](q) (3-51)

7)6x1

Para manipuladores que no tienen exactamente seis eslabones, el Jacobiano no puede ser
invertido. En este caso habrd una soluci6n a la ecuacién 3.51 si y s6losi X(,), | se encuentra

en el espacio del rango del Jacobiano.
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La matriz de este sistema, es una matriz Jacobiaba J,), ,, por lo que es una matriz no
cuadrada, por lo tanto, no invertible, entonces es importante aumentar el rango de la

matriz 3.49

Definicién 8. El rango de una matriz | es el nimero maximo de columnas (filas
respectivamente) que son linealmente independientes. El rango fila y el rango columna

siempre son iguales.

Nota 9. El nimero de columnas independientes de una matriz | de m filas y n columnas

es igual a la dimensién del espacio columna de |

También la dimensién del espacio fila determina el rango. El rango de | serd, por tanto, un

niimero no negativo, menor o igual que el minimo entre m y n.
J € Myxn — 0 <rango(J) < min {m,n}
Para nuestro caso:

J@)ers € Mmxn — 0 < rango(]) < min {6,4}

—

Nota 10. Un vector X, pertenece al rango de | si y solo si

rango](q) = rungo[](q)|qu)]

A partir de la ecuacién 3.51 se puede resolver para 4»1 € R* una vez que el rango de la

matriz aumentada [J(g) |X?q)] sea el mismo que el rango del Jacobiano ), ,-

Este es un resultado estdndar del dlgebra lineal y existen muchos algoritmos, como
la eliminacién Gaussiana y método de determinantes, para resolver tales sistemas de

ecuaciones lineales.

Eliminacién Gaussiana Se calcula el rango a partir de eliminar todas las filas o columnas
linealmente dependientes. Las transformaciones lineales que se aplican al sistema de

ecuaciones no modifican el rango de la matriz original.

Definicién 9. Una fila o columna v de la matriz J(g) es combinacion lineal de otras dos 14

y up si existen dos ntimeros A y u distintos de 0 tal que v = Auy + puy
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Definicién 10. Decimos que # filas o columnas son linealmente dependientes una de ellas

se puede escribir como combinacién lineal de las n — 1 filas o columnas.

Método de determinantes Se debe buscar la mayor submatriz y calcular su determinante.
Si el determinante es distinto de 0, el rango serd el mismo nimero de filas o columnas que

tenga la submatriz.

Determinantes y reglas estindares Seleccionada ya la mayor submatriz, se calcula el

determinante y se aplican las siguientes reglas l6gicas para conocer su rango:

1. Simas de un elemento de la matriz original es distinto de 0, entonces el determinante

serd distinto de 0, por lo tanto, el rango de la matriz original serd minimo 1.

2. Sila dimensién de la submatriz es n x n y el determinante de la submatriz es distinto

de 0, el rango de la matriz original sera n.

Para nuestro caso, el rango de nuestra matriz es 4, ya que la submatriz puede ser de
dimension 4 x 4, seleccionando de la ecuacion 3.49 las posiciones jix1, jix2, Jix3 j1x4, j2x1,

Jox2, J2x3, Jaxds ix1, Jox1, Jox2, Jox3, Jexa, y para la ultima fila, se puede escoger entre las

filas 3,4 o 5.

Con la submatriz establecida a conveniencia, se aplica las reglas estdndares revisadas

anteriormente y se verifica el rango de la matriz 3.49

El problema continua ya que se necesita hallar la inversa de una matriz no cuadrada 3.49,

por lo que existe una herramienta del Algebra lineal llamada Matriz pseudoinversa.

Existen varios tipos de matrices pseudoinversas, para este tipo de modelado se clasifican
en: matriz pseudoinversa por derecha y matriz pseudoinversa por izquierda (que es la

que se va a utilizar, gracias al rango de la matriz).

Definicién 11. Dada una matriz ], () CODTL > 1, existe una matriz | (Jr ) tal que:

xn) (nxm)

+
](q)(;zxm) ' ](q)(mxn)

= L) (3.52)

mxin)

, se dice que | a'])( , esuna pseudoinversa por la izquierda de J ;)
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Definicién 12. Existencia de la matriz pseudoinversa Sea ](q)éx € M, «, tiene

4

pseudoinversa por la izquierda si y solo si el rango de J(,), , = n 'y se calcula:

]+ - (]é‘i)ztxe ) ](’1)6x4)_1 ) ]EQ)ﬁlxs (3'53)

Una vez hallada la matriz pseudoinversa de dimensién 4 x 6, de la ecuacién 3.51, se

obtiene la siguiente ecuacion:

6_])4><1 - ](;)4><6 * X(q)éxl (354)

Por propiedades de multiplicacién de matrices, se tiene que el resultado de la ecuacién
3.54 nos resulta el vector de las articulaciones, el cual ha sido calculado en base a
las definiciones de la matriz pseudoinversa, ya que, al no tener una matriz jacobiana
invertible, inmediatamente se plantea el problema de que deberiamos realizar algtn
tipo de eliminacién de filas o columnas como lo propone [Carrasco, P. et al., 2019], sin
embargo, se logré6 la deduccién de la pseudoinversa bajo la intervencioén de definiciones

matematicas.
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3.3. Singularidades

El Jacobiano ], , define una funcién

G = Jigyges " 9151 (3.55)

entre el vector g4 de velocidades articulares y el vector { = (v, w) de velocidades
del efector final. Esto implica que todas las posible velocidades del efector final son

combiaciones lineales de las columnas de la matriz Jacobiana
E=N-q+h g+ g+ s qs (3.56)

con fl, I T, ]_41 columnas del Jacobiano J,), ,- Desglozando para la funcion ¢ se tiene:

1
q2
q3
94

0 N
¢ = { ] =Ji-Jo-J3 Jax
w

lo que implica que al hacer el producto, obtengo los siguientes vectores:
T=Jor-q1+Jo2 G2+ Jo3 - 43 + Joi - G4
para la velocidad lineal y
@ = Jor - @1+ Ju2 - G2+ Jus - 43+ Jua - a

para la velocidad angular. Los vectores 7 y @ se compone de una suma de vectores, de

direcciéon dada por fv y fw

Sean las columnas de la matriz Jacobiana 3.49:

(11515254 — 14Ca(C1S5 + C2C351) — 12CaS1 — 13C1S3 — 13C2CsS1 — 1Sy
1C1 — 14C4(51S3 — C1CoC3) + [,C1Co — 135153 + 13C1CoC3 — 14C1 5254

0
0
0
1
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2S5 4+ 13C352 + 14C2S4 + 14C3C4 S,
—S51(12S2 + 13C352 4 14C2S4 + 14C3C4S2)
[,Cy + 13CC3 — 145754 + 14,CoC3Cy

fz -
S
—C
- 0 -
[ (C3S1 + C1C285) (I + 14Cy) |
(C1C5 — C251S3) (I + 14Cy)
. —553(I3 + 14Cy4)
J3 =
—C15,
— 5,5,
- Cz -
[ 1,(C1C4Ss — $1S384 + C1CaC3S4) |
—14(C45152 4+ C153S54 + C2C35154)
- l4(C2C4 — C35254)
Ja=

G351+ GG S3
5153 — C1GC5
5,53

representan la direccién del vector velocidad (lineal y angular) del extremo, originado por

el giro de la articulacién gy, ..., g4

Como se revis6 anteriormente, el rango de la matriz Jacobiana es rango] (Doxs = 4, eso
nos quiere decir que es el nimero de columnas linealmente independientes en la matriz.

Ahora, para la matriz [, , € Myuxn entonces, 0 < rango(]) < min {6,4}
Nota 11. El rango de una matriz no es necesariamente constante. En efecto, el rango de la

matriz Jacobiana del manipulador dependerd de la configuracién g4%1

Las configuraciones para las cuales el rango de la matriz J,), , es menor que su maximo

valor se llaman singularidades o configuraciones singulares.

Es importante identificar las configuraciones singulares ya que:
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e Las singularidades representan configuraciones a partir de las cuales ciertas direcciones

de movimiento pueden ser inalcanzables.

e En las singularidades, velocidades acotadas del efector final pueden corresponder a

velocidades articulares desacotadas.

e En las singularidades, fuerzas y torques acotados en las articulaciones pueden

corresponder a torques desacotados del efector final.

e Las singularidades usualmente (mds no siempre) corresponden a puntos en los limites
del espacio de trabajo del manipulador, es decir, a puntos de méaximo alcance del

manipulador.

e Las singularidades corresponden a puntos en el espacio de trabajo del manipulador
que pueden ser inalcanzables bajo pequefias perturbaciones de los pardmetros de los

eslabones, como longitud, offset, etc.

e Cerca de las singularidades no existird una tinica solucién al problema de cinematica
inversa. En esos casos puede no haber soluciéon o puede haber infinito nimero de

soluciones.

Para el calculo de las singularidades, se opt6 por hallar un J,), , reducido de 3 x 3 donde
se hizo una serie de combinaciones lineales teniendo asi los siguientes resultados donde
cada una tiene un rango de 3 e inversa 3 x 3 a excepcién de la combinacién de la fila 3, 4 y

5.

[ —1S1 — bCoS1 — 13C1S3 — 13C2C3S1 —CiSa (I + 15C3)

hCi + LCiCy — 13813 + 3C1C2Cs —S$1S2(1s + 15Cs)
0 Ca(ly + 13C3)
0 S
0 e
1 0

Jr =
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—13(C351 4+ C1C3S3)
13(C1C3 — C25153)
—135,53
—C15;
—515;

G

(3.57)

Posicién donde se encuentra cada uno de los elementos para una mayor visualizacion.

Combinacion de fila 1, 2y 3.
Combinacién de fila 2, 3 y 4.
Combinacién de fila 1,2 y 4.
Combinacion de fila 2, 3 y 5.
Combinacién de fila 1,2y 5.
Combinacién de fila 2, 3 y 6.
Combinacion de fila 1, 3 y 4.
Combinacion de fila 2,4 y 5.
Combinacién de fila 1, 3 y 5.
Combinacion de fila 2,4 y 6.
Combinacién de fila 1, 3 y 6.
Combinacion de fila 3, 4 y 5.

Combinacién de fila 1,4 y 5.

J(L,1) J(@1,2) J(
J(2,1) J(2,2) J(
J3,1) J3,2) J(
J(4,1) J42) J(
J(5,1) J(52) J(
J(6,1) J(6,2) J(
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Combinacién de fila 3,4 y 6.
Combinacién de fila 1,4 y 6.
Combinacién de fila 3,5 y 6.
Combinacién de fila1,5y 6

Combinacién de fila 4, 5y 6.

47

También se realiz6 el mismo procedimiento para hallar Jg, reducido de 2 x 2 entre las filas

2 a5y columnas 2 y 3, teniendo las siguientes combinaciones basadas en la ecuacién 3.57:

JR,

e Fila 2y columna 2.
e Fila 3 y columna 2
e Fila 4y columna 2
e Fila 5y columna 2
e Fila 2y columna 3
e Fila 3y columna 3
e Fila 4y columna 3

e Fila 5y columna 3

—5152(12 + Z3C3) 13(C1C3 — C25153)

CQ(ZZ + Z3C3)
51
—C

0

—135,5;3
—C15;
—-515;

G

(3.58)

Se halla el determinante de esta matriz y se obtiene que cuando q; y g2 sean igual a 0, el

determinante serd 0. Con este proceso, se puede garantizar que las matrices son cuadradas

y que son linealmente independientes cada una.
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