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RESUMEN

Este estudio profundiza en la implementacion computacional de la teoria espectral, centrandose
particularmente en la ecuacion de Schrodinger dentro de la mecanica cudntica. El principal desafio
encontrado fue la complejidad de aplicar la teoria espectral en contextos computacionales, especialmente
en lo que respecta a sistemas cudnticos. El objetivo fue esclarecer e implementar métodos computacionales
actuales para el andlisis espectral, enfocindose en la ecuacién de Schrodinger. Se adopté una
metodologia cualitativa y descriptiva, centrada en la revisién y aplicacion de algoritmos en el lenguaje
de programacién Python. Los componentes clave incluyeron el método de Lanczos para problemas
de valores propios y la utilizacién de polinomios de Chebyshev para la discretizacién espacial. Los
resultados subrayaron la eficacia del método de Lanczos en el manejo de matrices grandes y dispersas,
un aspecto crucial en la mecédnica cudntica. La implementacién de nodos de Chebyshev demostrd
ser precisa para la discretizacion del espacio radial, esencial para analizar las propiedades del 4&tomo
de hidrégeno. La combinacién de estos métodos facilité una representacion precisa de los estados
cudnticos y niveles de energia. En conclusion, este estudio avanza significativamente en la comprension
y aplicacion prictica de la teoria espectral en la fisica cudntica, ofreciendo valiosas perspectivas y

herramientas para futuras investigaciones y andlisis computacional de sistemas cudnticos.

Palabras clave;: <TEORIA ESPECTRAL>, <METODO DE LANCZOS>, <NODOS DE CHEBYSHEV >,
<ECUACION DE SCHRODINGER >, <IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL>, <FISICA
CUANTICA>.
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ABSTRACT

This study delves into the computational implementation of spectral theory, emphasizing particularly
in the Schrodinger equation within quantum mechanics. The main challenge encountered was the
complexity of applying spectral theory in computational contexts, especially in those concerning
quantum systems. The objective was to clarify and implement current computational methods for
spectral analysis, focusing on the Schrodinger equation. A qualitative and descriptive methodology
was adopted, centered on the review and implementation of algorithms in the Python programming
language. Key components included the Lanczos method for eigenvalue problems and the use of
Chebyshev polynomials for spatial discretization. The results highlighted the effectiveness of the
Lanczos method in handling large dispersed matrices, a critical aspect of quantum mechanics. The
Chebyshev node implementation proved to be accurate for the radial space discretization, essential to
analyzing the properties of the hydrogen atom. The combination of these methods facilitated a precise
representation of quantum states and energy levels. In conclusion, this research significantly advances
the understanding and practical application of spectral theory in quantum physics, offering valuable

insights and tools for future research and computational analysis of quantum systems.

Keywords: <SPECTRAL THEORY >, <LANCZOS METHOD>, <CHEBYSHEV POLYNOMIALS>,
<SCHRODINGER EQUATION>, <COMPUTATIONAL IMPLEMENTATION>, <QUANTUM
PHYSICS>.
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INTRODUCCION

La fusion progresiva entre la informadtica y la matematica propicié una revolucién en el anélisis y la
visualizacién de problemas matematicos de alta complejidad. Centrandonos en la teoria espectral, que
se enfoca en los espectros de operadores lineales, nos encontramos ante un campo de estudio crucial,
como lo subrayaba Iacob [1, pag. p. 26]. Esta drea de investigacion fue vital en una variedad de disciplinas,

extendiéndose desde la fisica cudntica hasta la teoria de grafos (2, 3, pag. p. 24).

La implementacién computacional de la teoria espectral, especialmente a través de lenguajes de
programacion avanzados, abri6 un abanico de posibilidades y desafios, tal como se discuti6 en los
trabajos de Trefethen [4, pag. p. 12] Y Hénsch; Schawlow y George [5, p4g. p. 11]. Estos lenguajes, destacados
por su flexibilidad y robustez, vinieron equipados con bibliotecas cientificas avanzadas que fueron

esenciales en la implementacién y visualizacién de conceptos matemadticos complejos (6, pag. p. 10).

Sin embargo, la transposicion de la teoria espectral a estos lenguajes de programacién presentd
sus propios retos. Como sefialaba Dunford y Schwartz [7, pdg. p. 34], una comprension profunda de los
fundamentos matematicos fue primordial antes de proceder a tal implementacién. Este nivel de

conocimiento constituyé una barrera significativa para muchos.

Mas alla de los desafios puramente matematicos, la implementacién efectiva de la teoria espectral
exigi6 habilidades especificas en programacion informadtica. A pesar de la accesibilidad general de los
lenguajes de programacion modernos, su aplicacién efectiva en el contexto de la teoria espectral fue
ardua (5, pag. p. 15). Ademads, la seleccién de algoritmos y métodos numéricos adecuados afiadié una

capa adicional de complejidad al proceso (4, pag. p. 33).

La exploracién de la teoria espectral representd un hito critico en la investigacién contemporénea,
planteando desafios tnicos en su comprension y aplicacién. Aunque las herramientas de programacién
avanzada han simplificado significativamente el proceso de visualizacion y andlisis, la eficacia en su
uso no es inmediata ni garantizada. Requiere una integracién profunda de conocimientos matematicos
avanzados y competencias sofisticadas en programacion (6, pag. p. 10). En esencia, la implementacién
computacional de la teoria espectral emergié como una tarea compleja, implicando un esfuerzo
concertado para navegar a través de los retos interdisciplinarios. A pesar de los obstaculos encontrados,
el potencial transformador de dicha implementacion justificé ampliamente los esfuerzos dedicados a

superar estas barreras.

Este documento se articula en una secuencia de capitulos cuidadosamente delineados, cada uno

abordando aspectos cruciales de la teoria espectral y su aplicacion en la mecdnica cudntica. Iniciamos



con el Capitulo I, el cual establece el Problema de Investigacion, incluyendo el planteamiento del
problema, definicion de objetivos tanto generales como especificos, y la justificacion de la investigacion.
Continuamos con el Capitulo II, dedicado al Marco Teorico, que engloba las bases tedricas, los
antecedentes histdricos y el desarrollo matematico de la teorfa espectral, asi como las aplicaciones fisicas
de la misma y la exploracién de métodos numéricos y computacionales, finalizando con una revisién de
estudios previamente realizados en este campo. El Capitulo III, se centra en el Marco Metodolégico,
describiendo con precisién el enfoque, alcance, disefio, tipos, métodos, técnicas e instrumentos de
investigacién utilizados. El Capitulo IV avanza hacia el Marco de Andlisis e Interpretacion de
Resultados, detallando el procesamiento, andlisis e interpretacion de los resultados obtenidos, seguido
por una discusion que contextualiza estos hallazgos dentro del marco tedrico y metodolégico establecido.
Concluimos con el Capitulo V, que presenta las Conclusiones y Recomendaciones derivadas de la
investigacion, proporcionando direcciones para futuras investigaciones y aplicaciones practicas en
el ambito de la teoria espectral y la mecdnica cudntica. Este esquema estructural estd disefiado para
facilitar al lector una comprension integral y sistemética de los desafios y avances asociados a la

aplicacién computacional de la teoria espectral en contextos cudnticos.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

La teoria espectral, reconocida por su capacidad analitica en el estudio de operadores lineales, enfrentd
desafios significativos en su implementacién computacional. Una de las principales dificultades radicé
en la complejidad de su notacién y convenciones, las cuales constituyeron barreras para su comprension
y aplicacién prictica. A pesar de los avances previos en este campo, aln existieron dreas en la
implementacién computacional de la teoria espectral que requirieron una exploracién mas detallada y

podrian haberse beneficiado de enfoques innovadores.

El propésito de esta investigacion, se baso en el desarrollo de una implementacién computacional,
ratificando su fécil accesibilidad y su innovacién; denotar el compromiso de simplificar la notacién y
las convenciones que se tienen en el aprendizaje de la teoria espectral, del mismo modo mencionar el
enfoque matemadtico, que se le dio al estudio de la teorfa de operadores de Schrodinger y su aplicacién
en la ecuacién de este. Por lo cual, el propdsito central de la investigacion fue superar estos retos,

fomentando una base solida para futuras investigaciones sobre teoria espectral.

Este proyecto también tuvo como meta aportar a la carrera de Matematicas de la Escuela Superior
Politécnica de Chimborazo (ESPOCH), estableciendo una linea de investigacién que foment6 el estudio
y desarrollo de futuros proyectos enfocados en la implementacién computacional de la teoria espectral.
Este esfuerzo no solo sirvié como guia para los estudiantes de este programa, incentivando su interés en
la teoria espectral, sino que también abrié nuevas oportunidades para investigaciones futuras, allanando

el camino para la exploracion y mejora de las técnicas y enfoques actuales en este campo.

1.2. Objetivos

Objetivo general

Investigar y comprender los métodos actuales de implementacién computacional de la teoria espectral,
esto implicé realizar una revision y andlisis detallado de algoritmos y software relevantes, con el fin de

entender su funcionamiento y eficacia en la prictica.



Objetivos especificos

1. Analizar detalladamente los algoritmos existentes para calcular el espectro de un operador, mediante
la revision de la literatura y la implementacion de dichos algoritmos en un lenguaje de programacion,

con el fin de evaluar su eficiencia y precision.

2. Evaluar las herramientas y software disponibles para la implementacién computacional de la
teoria espectral a través del uso y andlisis de dichas herramientas, para determinar sus fortalezas,

debilidades y aplicabilidad en diferentes contextos.

3. Familiarizarse con los enfoques actuales para la implementacién computacional de la teoria espectral
fue esencial. Este proceso se llevé a cabo mediante el estudio y andlisis de implementaciones
modernas, complementado con una revision cuidadosa de la literatura relevante, lo que facilit6 una

comprension integral de las estrategias y técnicas mds efectivas en este campo.

4. Discutir los resultados obtenidos en la implementaciéon computacional de la teoria espectral,
realizando una revision cualitativa y un andlisis critico de los algoritmos y herramientas empleados,
con el propdsito de determinar su impacto y aplicabilidad en el marco tedrico y practico de la teoria

espectral.

5. Evaluar las implicaciones de los resultados obtenidos en la implementacién computacional de
la teoria espectral, realizando un andlisis de estas aplicaciones, con el propdsito de identificar

oportunidades para la enseflanza, la practica y la investigacion futura en este campo.

1.3. Justificacion

La justificacion de esta investigacion radicé en la creciente importancia y complejidad de la teoria
espectral, particularmente en su aplicacién computacional. La relevancia de la teoria espectral en
campos tan diversos como la fisica cudntica y la teoria de grafos, hizo que entender y mejorar su

implementacién computacional fuera fundamental.

Este estudio abord6 un 4rea critica en las disciplinas de matemédticas y computacién. La densidad de la
notacién y las convenciones propias de la teoria espectral constituyeron un desafio considerable para su
comprension y aplicacidn efectiva. Al simplificar y clarificar estos aspectos, la investigacién contribuyd
significativamente al cuerpo de conocimiento académico, a la vez que hizo la teoria espectral mis

accesible y aplicable en un contexto prictico.



A pesar de los avances previos, quedé evidenciado que adn existia un amplio margen para explorar
en la implementacién computacional de la teoria espectral. El proyecto se propuso llenar este vacio,
aportando una perspectiva tanto innovadora como préctica. Los resultados obtenidos se esperaba que
abrieran nuevas vias para la aplicacién de la teoria espectral en la resolucion de problemas mateméticos

complejos y en el desarrollo de software avanzado.

El impacto de la investigacion trascendi6 el ambito académico, influyendo de manera significativa en la
ensefianza de la teorfa espectral, particularmente en la ESPOCH. La facilitacién de la comprension de
esta teoria entre estudiantes y profesionales se anticipé como un catalizador para fomentar investigaciones

adicionales y aplicaciones préicticas en el futuro.



CAPITULO I

2. MARCO TEORICO

2.1. Referencias Teoricas

Este marco tedrico proporciona un resumen esencial de los conceptos fundamentales para la comprension
y la implementacién computacional de la teorfa espectral. Se enfoca en los aspectos matemaéticos y
fisicos cruciales, resumiendo los desarrollos tedéricos y metodoldgicos relevantes en un formato conciso.

Detalles adicionales y desarrollos se adjuntan en el documento referencial.

El documento referencial se ha fundamentado en una seleccién rigurosa de bibliografia, abarcando
desde principios fundamentales de la teoria espectral hasta sus aplicaciones especificas en la mecénica
cudntica y métodos numéricos avanzados. Destacan las contribuciones de Iacob en la caracterizacion
espectral de dtomos similares al hidrégeno confinados por sistemas oscilantes (1, pag. p. 1-30), el
andlisis detallado del espectro del hidrégeno atémico realizado por Hnsch, Schawlow y George (5, pag.
p. 1-30), y el desarrollo de métodos pseudo-espectrales eficientes por Woywod et al. (6, pag. p. 1-30). La
importancia de la teoria funcional en la fisica moderna ha sido ampliamente documentada por Reed
y Simon (2), mientras que Taylor y Lay (3), asi como Rudin (8), han proporcionado introducciones
fundamentales al anélisis funcional. La teoria espectral ha sido detallada por Dunford y Schwartz (7)
y explorada en el contexto de la educacién matemadtica por Conway (9). Adicionalmente, Trefethen
ha ofrecido una perspectiva invaluable sobre los métodos espectrales en MATLAB (4). Estas obras,
junto con la introduccién a la mecdnica cudntica de Griffiths (10), han enriquecido el andlisis y la
discusién presentados en nuestro estudio, proporcionando una visién contemporanea y comprensiva de

la implementacién computacional en la fisica tedrica.

2.2. Antecedentes

En esta seccién, nos embarcamos en la exploracion de la teoria espectral, un campo fascinante que
intersecta las matemdticas y la fisica, transformando radicalmente nuestra percepcién de los fendmenos
naturales y los sistemas complejos. Esta teoria, cimentada en los pilares del anélisis matemadtico y la
fisica tedrica, nos ofrece un lente a través del cual podemos analizar y descifrar el comportamiento de
operadores lineales, con un enfoque particular en los espacios de Hilbert. Procederemos a desentrafiar

los principios bdsicos, las definiciones mateméticas y los avances tedricos que forman el nicleo de esta



teoria. Nuestra travesia cubrird no solo la teoria matemaética en su estado mds puro sino también su
aplicacion en diversos dominios, demostrando asi la amplitud y la capacidad de la teoria espectral para

abordar y solucionar retos intrincados en las matematicas y la fisica.

Origenes y desarrollo temprano de la teoria espectral

La teoria espectral, un pilar fundamental del andlisis funcional y la fisica tedrica, encuentra sus
raices en los trabajos pioneros de finales del siglo XIX y principios del siglo XX. Contribuciones
claves de matemdticos como David Hilbert (1862-1943), Erhard Schmidt (1876-1959) y Frigyes Riesz

(1880-1956) fueron cruciales en la formacion y el desarrollo de esta teoria.

Definicion 2.1 (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert, denotado como H, es un espacio vectorial
completo equipado con un producto interno. Este espacio generaliza los conceptos de dngulo y longitud,

y es un espacio con un producto interno que es completo respecto a la norma inducida por este producto.

La introduccién de los espacios de Hilbert por David Hilbert proporciond una estructura rigurosa para
el andlisis funcional y estableci6 las bases para el estudio avanzado de operadores lineales en estos

espacios, fundamentales en la teoria espectral.

Definicion 2.2 (Operador lineal). Un operador lineal en un espacio de Hilbert  es una transformacion
que respeta las operaciones de adicién y multiplicacién escalar. Se define formalmente como una
funcién T : H — H que cumple con Tx y =Tx Ty y Tax = oIz para todos x,y € H y para todo

escalar .

Definicién 2.3 (Espacio de Banach). Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado completo
B. Esto significa que para toda sucesién de Cauchy {z,, } en B, existe un elemento = € B tal que {x,, }
converge a z en la norma del espacio, es decir, lim,,_, ||2,, — 2|| = 0. Ademds, la norma cumple con

las propiedades de ser positiva, definida, homogénea y cumplir con la desigualdad triangular.

El estudio de estos operadores lineales en espacios de Hilbert condujo al desarrollo de conceptos
esenciales como el espectro de un operador, y las nociones de autovalores y autofunciones, que son

cruciales en muchos campos de la fisica y las matemadticas.

El trabajo posterior de Erhard Schmidt y Frigyes Riesz en la teoria de operadores compactos y el

teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos amplié el alcance de la teoria espectral.



Estos avances proporcionaron herramientas clave para el andlisis de ecuaciones diferenciales y sistemas

dindmicos, marcando un hito en el desarrollo del campo.

Desarrollo matemdtico de la teoria espectral

El desarrollo matematico de la teoria espectral ha sido fundamental para comprender y analizar
operadores en espacios de Hilbert y Banach, con aplicaciones significativas en fisica, particularmente
en mecdnica cudntica. En esta subseccién, destacaremos los conceptos y resultados mds relevantes que

subyacen al método de Lanczos y al andlisis espectral de la ecuacion de Schrodinger.

Espectro de operadores y teoremas espectrales

Un aspecto central de la teoria espectral es el estudio del espectro de operadores lineales y autoadjuntos.
El espectro de un operador puede considerarse como la generalizacion de la nocidn de valores propios

para matrices finitas a operadores en espacios de dimension infinita.

Definicion 2.4 (Espectro de un operador). Sea A un operador lineal en un espacio de Hilbert 7. El
espectro de A, denotado como o A, es el conjunto de escalares A tales que el operador A — Al no es

invertible, donde I es el operador identidad en H.

El teorema espectral para operadores autoadjuntos provee una descomposicion integral de dichos

operadores, similar a la diagonalizacién de matrices en espacios finitos.

Teorema 2.1 (Teorema espectral para operadores autoadjuntos). Para un operador autoadjunto A en
un espacio de Hilbert H, existe una medida espectral E tal que A puede expresarse como una integral
con respecto a E:

A=,aNdEN.

Este teorema es crucial para el andlisis de operadores en mecanica cudntica y para el desarrollo de
métodos numéricos como el método de Lanczos, la demostracion de este teorema se la discute en el

documento referencial.



Meétodo de Lanczos para problemas de autovalores

El método de Lanczos es una técnica numérica esencial para resolver problemas de autovalores en
espacios de alta dimensién, como es comiin en mecénica cudntica. Este método es particularmente

efectivo para matrices grandes y dispersas.

Teorema 2.2 (Método de Lanczos para la aproximacion de valores propios). Consideremos A € C™"*™,
una matriz hermitica, grande y dispersa. El Método de Lanczos se embarca en una transformacion
iterativa de A hacia una matriz tridiagonal T € C™*™, donde m es significativamente menor que
n. Este refinamiento permite que los valores propios de T’ sirvan como aproximaciones cercanas a
los valores propios extremos de A. Tal logro se alcanza construyendo cuidadosamente una serie de

subespacios de Krylov y aplicando un meticuloso proceso de ortogonalizacion a sus bases.

El procedimiento inicia con un vector inicial ¢; € C", normalizado a ||q1|| = 1. A partir de este, se

genera una secuencia de vectores ¢, qs, - . . , Gm Y un conjunto de escalares o;, 3; € C, siguiendo la
relacion:
Aqi = Biqi—1 g Bigit,
a1 f ]
B2 oz B3
T= B3 az - )
B
Bm Q|

donde cada q;1 se deriva ortogonalizando Aq; respecto a los vectores previos. La matriz T, asi
obtenida, ofrece una representacion tridiagonal de A dentro del espacio de Krylov generado por

q1, AQ17 A2Q17 v 7Am_1(h-

La comprension y aplicacion de estos conceptos y resultados matematicos en la teoria espectral son
fundamentales para el avance de la fisica tedrica, especialmente en el contexto de la mecénica cudntica

y el andlisis computacional de sistemas cudnticos.



Aplicaciones fisicas

La mecanica cuantica, una rama fundamental de la fisica moderna, se centra en el estudio de los
fendmenos a escalas atémicas y subatdmicas. En este marco, la teorfa espectral juega un papel esencial,

particularmente en el andlisis de la ecuacién de Schrodinger y el operador Hamiltoniano.

Mecdanica cudntica

La mecdnica cudntica es la teoria fisica que describe el comportamiento y las propiedades de las
particulas a escalas nanométricas, donde los efectos de la mecdnica cldsica no son aplicables. Se
caracteriza por la cuantizacién de ciertas propiedades fisicas, el principio de incertidumbre, y la

dualidad onda-particula.

Operador Hamiltoniano

En mecdnica cudntica, el operador Hamiltoniano H es un operador lineal en un espacio de Hilbert que
representa la energia total de un sistema cudntico. Encapsula toda la informacién sobre la dindmica y

los posibles estados de energia del sistema.

Ecuacion de Schrodinger

La ecuacién de Schrodinger, una contribucion pionera de Erwin Schrodinger (1887-1961) en el afio
1926, se erige como una piedra angular en la mecénica cudntica. Esta ecuacién, que es diferencial y
parcial por naturaleza, nos abre las puertas para comprender la dindmica de los estados cudnticos de un
sistema a lo largo del tiempo. Se formula de la siguiente manera:
ih— = HY
ot ’

donde ¥ representa la funcién de onda que describe el estado del sistema, ¢ es la unidad imaginaria, %

simboliza la constante de Planck reducida y Hesel operador Hamiltoniano.
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Ecuacion de Schrodinger para el atomo de hidrogeno

En el caso del 4&tomo de hidrégeno, la ecuacidon de Schrodinger se simplifica debido a la naturaleza de

un solo electrén en el sistema. La ecuacién independiente del tiempo se expresa como:
7,-L2
—— V¥ Vr¥ = BV,
2m

donde V2 es el operador laplaciano, m es la masa del electrén, Vr es el potencial electrostitico y F

representa los niveles de energfa.
2.3. Exploracion matematica de métodos numéricos y computacionales

Al adentrarnos en la aplicacién computacional de la teoria espectral, nos valemos de métodos numéricos
sofisticados para abordar problemas de valores propios en sistemas cudnticos. El uso de Python, un
lenguaje de programacién intuitivo y de alto nivel, simplifica enormemente la tarea de implementar

algoritmos complejos y manejar amplios voliimenes de datos.
El método de Lanczos

El método de Lanczos como un enfoque numérico, para identificar los valores y vectores propios
de matrices de dimensiones considerablemente extensas y poco densas. Esta técnica encuentra una

aplicacién en mecdnica cudntica, Util para calcular niveles de energia y funciones de onda.

Empleando Python, implementamos el método de Lanczos para aproximarnos a las soluciones de
problemas de valores propios. Este algoritmo nos permite generar una matriz tridiagonal que sirve
como una representacién aproximada del Hamiltoniano discretizado, preservando las propiedades

fundamentales de los valores propios del sistema.
Discretizacion mediante polinomios de Chebyshev

Cuando se trata de discretizar el espacio radial para analizar el 4tomo de hidrégeno, recurrimos a los

polinomios de Chebyshev. Estos polinomios proporcionan una aproximacién notablemente precisa de
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las funciones de onda radiales.

La técnica implica el uso de nodos de Chebyshev para discretizar el espacio radial, lo que permite una
representacion eficaz y exacta de las funciones de onda en el &tomo de hidrégeno. Este método no solo

mejora la precisién numérica, sino que también minimiza los errores de aproximacion.

Aplicacion practica en Python

Nuestro cédigo en Python combina el método de Lanczos con los polinomios de Chebyshev para
abordar la ecuacién de Schrodinger del 4tomo de hidrégeno. Este proceso conlleva la construccion
de la matriz del Hamiltoniano, su discretizacion mediante Chebysheyv, y la aplicacién del método de

Lanczos para obtener los valores y funciones propias relevantes.

Mediante este enfoque computacional, logramos generar y visualizar las funciones de onda de los
estados iniciales del 4tomo de hidrégeno, proporcionando una herramienta invaluable para el anélisis

profundo de sistemas cudnticos.

2.4. Estudios realizados

La tabla representa el estudio que se realizd, integrando los elementos clave de la investigacion: los
métodos numéricos, la teoria espectral y las aplicaciones fisicas. Se detallan los métodos de Lanczos y
Chebysheyv, fundamentales para la discretizacion espacial y el andlisis de valores propios. La columna
central enfoca la teoria espectral, incluyendo el andlisis de operadores en espacios de Hilbert y el
teorema espectral. Finalmente, las aplicaciones fisicas se centran en la ecuacion de Schrodinger y el
estudio del 4&tomo de hidrégeno, demostrando la interconexion y relevancia de estos conceptos en la

comprension de sistemas cudnticos.
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Tabla 2-1: Resumen de Métodos Numéricos, Teoria Espectral y

Aplicaciones Fisicas

Métodos Numéricos Teoria Espectral Aplicaciones Fisicas

Meétodo de Lanczos Andlisis de Operadores | Ecuacién de Schrodinger
Lineales

Polinomios de Chebyshev Teorema Espectral Atomo de Hidrégeno

Discretizacion Espacial Espacios de Hilbert Sistemas Cudnticos

Fuente: Autoria Propia

Realizado por: Autoria Propia

Se presentan una vision general de la teoria espectral y su aplicacién en la mecdnica cudntica,
especialmente en el andlisis del 4tomo de hidrégeno. Para un estudio mas profundo y detallado, se
recomienda consultar el documento referencial adjunto, que ofrece una descripcion detallada de los
conceptos tedricos y caracteristicas de la implementacién en Python. Este material adicional brinda
informacién completa sobre demostraciones matematicas, métodos numéricos utilizados y el codigo
Python desarrollado, facilitando una comprensién mas amplia de estos complejos y fascinantes temas

en fisica y matematicas.
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CAPITULO 11

3. MARCO METODOLOGICO

3.1. Descripcion de enfoque, alcance, disefio, tipo, métodos, técnicas e instrumentos de investigacion

empleadas

Esta investigacidn adoptd un enfoque cualitativo no interactivo, centrado en una metodologia descriptiva.
El propésito fundamental fue explorar y comprender en profundidad la teoria espectral y su
implementacién computacional, con un énfasis particular en la aplicacion tedrica y préctica de
dicha teorfa. Se buscé alcanzar un aprendizaje significativo y una comprension integral de la teoria
espectral, especialmente en lo que respecta a su implementacidn en el anélisis funcional utilizando los

métodos computacionales disponibles.

Esta investigacion, con su enfoque descriptivo, resultd ser excepcionalmente adecuada para nuestro
estudio. Nos permitié sumergirnos profundamente en la teoria espectral, explordndola de manera
detallada y metédica. M4s alld de eso, facilitd el descubrimiento y la exploracién de las peculiaridades
que definen las implementaciones computacionales en este &mbito tan especializado. Al dedicarnos
a la recoleccién y andlisis meticuloso de informacién de una amplia gama de fuentes bibliograficas
centradas en la teoria espectral, conseguimos cimentar una comprension robusta y bien arraigada de

los temas abordados.

Se realizo una investigacién documental, con una revision literaria, abarcando desde los textos
fundacionales hasta los estudios mds recientes en el campo de la teoria espectral. En la literatura no
solo construy6 una base tedrica firme para nuestra investigacion, sino que también nos permitié ver las
tendencias emergentes, los retos y las oportunidades que presenta la aplicacidn de la teoria espectral en

el mundo computacional.

Estrategia de revision documental

La estrategia de revision documental de este proyecto se disefié para respaldar y facilitar el logro de los

objetivos de investigacion establecidos. Las siguientes etapas fueron fundamentales en este proceso:

1. Anadlisis de Algoritmos para el Calculo del Espectro de un Operador: Se realizé una revisién
detallada de la literatura centrada en identificar y analizar los algoritmos existentes para el calculo

14



del espectro de un operador. Esto incluy6 la implementacién de dichos algoritmos en un lenguaje de
programacion para evaluar su eficiencia y precision. Esta etapa fue crucial para comprender las

técnicas actuales y su aplicabilidad en diversos contextos.

2. Evaluaciéon de Herramientas y Software: Se examinaron las herramientas y software disponibles
para la implementaciéon computacional de la teoria espectral. Esta evaluacién permitié determinar
sus fortalezas, debilidades y aplicabilidad practica. La revisién documental en esta fase se centrd en

estudios y recursos que describian o utilizaban estas herramientas en contextos relevantes.

3. Estudio de Métodos de Implementaciéon Computacional: Se profundizé en el estudio y andlisis
de los métodos existentes de implementacion computacional de la teoria espectral. Esta fase de la
revision documental buscé obtener una comprension sélida de las técnicas y enfoques actuales,

basdndose en la literatura reciente y relevante en el campo.

4. Discusion de Resultados de Implementacién: Los resultados obtenidos de la implementacién
computacional fueron discutidos a través de una revision cualitativa y un anélisis critico. Se examind
el impacto y la aplicabilidad de los algoritmos y herramientas empleados en el marco tedrico y

préctico de la teorfa espectral.

5. Evaluacién de Implicaciones Practicas: Finalmente, se evaluaron las implicaciones de los
resultados obtenidos, realizando un anélisis que considero la aplicabilidad de estas aplicaciones en

la ensefanza, la practica y la investigacion futura en el campo de la teoria espectral.

Cada etapa de esta estrategia de revisiéon documental se disefié para alinearse estrechamente con
los objetivos especificos del proyecto, asegurando asi que la investigacion fuera integral, relevante y
que aportara significativamente al conocimiento existente en la teoria espectral y su implementacion

computacional.
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CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

4.1. Procesamiento, analisis e interpretacién de resultados

El proceso de creaciéon del documento referencial, centrado en la teoria espectral y su implementacién
computacional, siguié un enfoque meticuloso y estructurado. La evaluacién y andlisis de los resultados
se llevaron a cabo con especial atencién a la alineacién de la implementacién computacional con la

teoria establecida, asegurando una correlacion estrecha y afirmativa entre ambos aspectos.

4.1.1. Seleccion y Andlisis de la Literatura

Se realizé una seleccién cuidadosa de textos y fuentes bibliogrificas, priorizando aquellos que
proporcionaban un entendimiento profundo de la teoria espectral y su aplicacién practica. Este proceso
implicé una revision critica de diversas publicaciones, extrayendo conceptos clave y métodos aplicables

a la implementacién computacional.

4.1.2. Implementacion Computacional y Evaluacion

La implementacion de algoritmos en Python, especialmente el método de Lanczos, fue un elemento
central en este estudio. Se desarrollaron y evaluaron modelos computacionales que reflejaban los
principios tedricos de la teoria espectral. La siguiente implementacion ilustra un ejemplo de este

proceso, la cual es el Anexo A.

4.2. Discusion

Los resultados obtenidos de la implementaciéon computacional ofrecen una visualizacion directa de los

conceptos tedricos explorados en la teoria espectral.
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Ilustracion 4-1: Creaciéon de la Matriz

Hamiltoniana

Realizado por: Autoria Propia

En la Figura 4.1, podemos observar una representacion detallada de la matriz Hamiltoniana, generada
a partir de la implementacién computacional descrita anteriormente. Esta matriz es de importancia
critica en la mecdnica cudntica, sirviendo como el corazén de nuestro andlisis por su capacidad para
encapsular las energias y las interacciones intrinsecas del sistema estudiado. La estructura de la matriz
Hamiltoniana, con sus elementos distribuidos de manera especifica, refleja las complejidades y la

riqueza de los fendmenos cudnticos en estudio.

La disposicion de los elementos dentro de la matriz no es arbitraria; cada valor representa una interaccién
o una contribucién energética particular dentro del sistema cuéntico. Los elementos diagonales, por
ejemplo, corresponden a las energias propias de los estados cudnticos, mientras que los elementos
fuera de la diagonal indican las interacciones entre diferentes estados. Esta representacion grafica nos
permite visualizar de manera intuitiva la forma en que las energias y las interacciones se distribuyen a

lo largo del sistema, ofreciendo una ventana hacia la comprension de la dindmica cudntica subyacente.

Ademds, la implementaciéon computacional que ha dado lugar a esta visualizacion demuestra la eficacia
de combinar métodos numéricos avanzados, como el método de Lanczos utilizado en este estudio, con
el rigor tedrico de la mecdnica cudntica. El resultado es una herramienta poderosa que nos permite no
solo entender mejor las propiedades fundamentales de los sistemas cudnticos sino también predecir

nuevos fendémenos y comportamientos.

La Figura 4.1, por tanto, no es simplemente una representacion de datos; es una manifestacion de la

interseccion entre la teoria cudntica y la computacion, un reflejo del progreso en nuestra capacidad
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para modelar y entender el universo a nivel cudntico. Este enfoque multidisciplinario es esencial para
avanzar en nuestra comprension de la fisica cudntica y para desarrollar nuevas tecnologias basadas en

principios cudnticos.

A continuacion, presentamos la forma general de la matriz Hamiltoniana que ha sido fundamental en

nuestro analisis:

Hy1 Hiyp -+ Hip

. Hy1 Hayp --- Hyy

H = ] ] ' ] “4.1)
Hnl Hn2 Hnn

Radial Mesh Using Chebyshev Nodes

T T T T T T T T T
-10.0 -75 -5.0 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
r (Radial space)

Ilustracion 4-2: Malla Radial con Método de
Chebyshev

Realizado por: Autoria Propia

a Figura 4.2 muestra la malla radial construida utilizando el método de Chebyshev, una técnica clave
para la discretizacion espacial y el andlisis de las propiedades del sistema en diferentes radios. Esta
técnica es fundamental en el estudio de sistemas cudnticos, donde la precision en la representacion del

espacio es crucial para entender las interacciones y las dindmicas energéticas a diferentes escalas.

El método de Chebyshev permite una discretizacién eficiente del espacio, optimizando la distribucién
de los puntos de muestreo a lo largo del radio del sistema. Esta optimizacién es esencial para capturar

con precision las variaciones en las propiedades cudnticas, permitiendo una evaluacién mds precisa de
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las funciones de onda y las energias del sistema. La malla radial generada por este método asegura que
las dreas de mayor interés, donde las funciones de onda muestran cambios més significativos, sean

muestreadas con mayor densidad, mejorando asi la resolucién de nuestro andlisis.

La utilizacién del método de Chebyshev en la creacion de la malla radial subraya la importancia de
las técnicas numéricas avanzadas en la investigacion cudntica. La adaptacion de estas técnicas a las
necesidades especificas de la mecdnica cudntica demuestra el enfoque interdisciplinario requerido
para avanzar en nuestra comprension de los fenémenos cudnticos. La Figura 4.2, por lo tanto, no solo
presenta una herramienta para la visualizacién de la discretizacion espacial sino que también refleja el

rigor y la precisién necesarios en la modelizacién cuéntica.

La siguiente ecuacion representa la formulacion utilizada para la generacion de la malla radial a través

del método de Chebyshev:

2 1
rizcos(; ”), i=0,1,...,n—1 4.2)

donde r; son los puntos en la malla radial, n es el nimero total de puntos, e ¢ es el indice de cada punto.
Esta formulacién destaca como se distribuyen los puntos a lo largo del radio, proporcionando una base

s6lida para el andlisis posterior de las propiedades cudnticas del sistema.

Wave Function of State 1

— State 1

Radial wave function

-100  -75 -5.0 -2.5 oo 25 5.0 7.5 10.0
r (Radius)

Ilustracion 4-3: Funcion de Onda del Estado

1

Realizado por: Autoria Propia

a Figura 4.3 ilustra la funcién de onda correspondiente al primer estado de energia del sistema cuantico

en estudio. La representacion grafica de esta funcién de onda es fundamental para comprender las
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propiedades y el comportamiento del sistema en este estado energético especifico. La forma de la
funcién de onda, con sus picos y valles caracteristicos, proporciona informacién valiosa sobre la

distribucién de probabilidad de encontrar la particula en diferentes regiones del espacio.

La configuracién espacial de la funcién de onda, manifestada a través de su amplitud y fase en distintos
puntos, refleja directamente las caracteristicas intrinsecas del sistema cudntico bajo condiciones
especificas. Por ejemplo, las regiones donde la funcién de onda alcanza valores médximos indican
dreas de alta probabilidad de presencia de particulas, mientras que los puntos donde se aproxima a
cero seflalan zonas de baja probabilidad. Esta distribucién es crucial para el andlisis cudntico, ya que

proporciona el fundamento para entender la naturaleza y la dindmica de los estados cudnticos.

La visualizacién ofrecida por la Figura 4.3 no solo sirve como un medio para interpretar las propiedades
fisicas del primer estado de energia sino que también subraya la importancia de las funciones de onda
en la mecdnica cudntica. Estas funciones son herramientas esenciales para la prediccion de resultados

experimentales y para el disefio de experimentos y tecnologias basadas en principios cudnticos.

La expresién matemadtica de la funcién de onda para el primer estado de energia puede ser representada

de forma general como:

Y1z = Alefo‘x2 sinBx 4.3)

donde A; es la amplitud de normalizacion, « y 8 son pardmetros que dependen de las propiedades
especificas del sistema, y = representa la posicion. Esta formulacién encapsula la dependencia espacial

de la funcién de onda y destaca como las caracteristicas del sistema influyen en su forma.
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Wave Function of State 2
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Ilustracion 4-4: Funcién de Onda del Estado
2

Realizado por: Autoria Propia

a Figura 4.4 ofrece una visualizacién de la funcién de onda correspondiente al segundo estado de
energia, poniendo de relieve las diferencias significativas en las caracteristicas y el comportamiento del
sistema en comparacién con el primer estado energético. Este cambio en la forma de la funcién de
onda refleja las variaciones en la distribucion de probabilidad y en las propiedades fisicas del sistema

al transitar de un estado a otro.

La observacion detallada de esta figura revela como las alteraciones en la configuracién energética del
sistema se traducen en modificaciones en la estructura de la funcién de onda. En particular, la presencia
de nodos adicionales (puntos donde la funcién de onda se anula) es indicativa de un estado energético
m4s elevado, conforme a los principios de la mecdnica cudntica. Estos nodos dividen la funcién de onda
en regiones separadas, cada una asociada con diferentes probabilidades de localizacion de la particula,

ilustrando la complejidad creciente del sistema a medida que se accede a estados de energia superior.

La comparacién entre las Figuras 4.3 y 4.4 ilustra la evolucién de las propiedades cudnticas con
el aumento de la energia. Mientras que el primer estado presenta una distribucién relativamente
simple, el segundo estado introduce una complejidad adicional que es fundamental para entender las
transiciones y las interacciones dentro del sistema. Esta progresion es esencial para el andlisis cudntico,

proporcionando claves para descifrar la estructura y la dindmica del sistema bajo estudio.

Yox = Age_w2 cosox 4.4
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donde A, representa la amplitud de normalizacion para este estado, y -y y ¢ son pardmetros que reflejan
las propiedades especificas del segundo estado de energia, diferencidndolo claramente del primero. La

variable x continda denotando la posicién espacial.

En esencia, la Figura 4.4 no solo documenta las diferencias intrinsecas entre los primeros dos estados de
energia sino que también subraya la riqueza y la diversidad de comportamientos cudnticos observables
a medida que se exploran estados energéticos mds altos. Esta visualizacién enfatiza la importancia de
la funcién de onda en la caracterizacion de los estados cudnticos, ofreciendo perspectivas profundas

sobre la naturaleza del sistema en estudio.

Wave Function of State 3

— State 3
0.3+

Radial wave function
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Ilustracion 4-5: Funcion de Onda del Estado

3

Realizado por: Autoria Propia

a Figura 4.5 captura la esencia del tercer estado de energia a través de su funcién de onda, evidenciando
una profundizacién en la complejidad y la diversificacién de los comportamientos cudnticos. Este
estado ilustra no solo un incremento en el nimero de nodos, reflejando un nivel energético m4s elevado,
sino también una evolucidn significativa en la textura y la estructura de las probabilidades cudnticas.
Distinto a los estados anteriores, este perfil de onda sugiere una interaccién mas compleja y una

distribucién espacial que caracteriza especificamente al tercer estado.

Este avance en la serie energética revela patrones mds intrincados en la funcién de onda, cada uno
con su firma especifica de comportamiento cudntico. La observacién detallada de esta funcién ofrece
perspectivas Unicas sobre la estabilidad, las transiciones y las posibles configuraciones del sistema bajo
condiciones cudnticas avanzadas. A diferencia de las funciones de onda para los primeros dos estados
de energia, la funcién correspondiente al tercer estado encarna una mayor riqueza en la dindmica del
sistema, marcando un punto de inflexién en la comprensién de las propiedades fundamentales.
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Enfatizando la singularidad de este estado, se observa una interaccién delicada entre las propiedades
matemadticas de la funcién de onda y las fisicas del sistema cudntico que representa. Tal nivel de detalle
en la visualizacién y el andlisis subraya el poder de las técnicas computacionales y tedricas en desvelar

la naturaleza subyacente de los fendmenos cudnticos.

Y3x = A36_77$2 sinfx ¢, 4.5)

Aqui, A3 ajusta la normalizacién, mientras que 7, 6, y ¢ son parametros que dictan la forma especifica
de esta funcién de onda, reflejando la complejidad y el detalle dnico del tercer estado de energia. Esta
expresion no solo diferencia este estado de los anteriores sino que también proporciona un marco para

explorar las implicaciones fisicas de tales diferencias.

Asi, la Figura 4.5 no es simplemente otra iteracién en la secuencia de estados energéticos, sino
una ventana a la creciente complejidad y diversidad dentro del espectro cudntico. Resalta cémo
cada ascenso en la escalera energética no solo aumenta la complejidad sino que también enriquece
nuestra comprensién del universo cudntico, ofreciendo nuevas avenidas para la exploracion tedrica y

experimental.
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CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

Con la finalizacién de este estudio podemos concluir que, hemos alcanzado una comprensién amplia
sobre los métodos de implementacién computacional aplicados a la teorfa espectral, iluminando tanto
el funcionamiento como la eficacia de estas técnicas en contextos practicos. La meticulosa revision y
andlisis de algoritmos y software pertinentes han permitido no solo demostrar su eficiencia y precision,
sino también proporcionar una valoracion critica de su aplicabilidad en la resolucién de complejos

problemas cudnticos.

Hemos logrado desglosar las capacidades y limitaciones de las herramientas y software disponibles,
ofreciendo un panorama claro que guiard la seleccién de recursos tecnoldgicos en investigaciones
futuras. Este andlisis ha revelado la importancia de adoptar un enfoque selectivo hacia la implementacién

computacional, crucial para la optimizacién de resultados en la préctica cientifica.

El estudio profundo de los métodos computacionales actuales ha reforzado nuestro entendimiento de la
teoria espectral, proporcionando una base sélida para el desarrollo de investigaciones adicionales en
este dominio. La evaluacion critica de los resultados obtenidos de la implementacién computacional ha
evidenciado un impacto significativo, resaltando la relevancia de estas técnicas en el avance tedrico y

aplicado de la teoria espectral.

Ademads, hemos identificado valiosas oportunidades para la ensefianza y la practica futura, asi como
para la investigacion avanzada en la teoria espectral. Este andlisis ha subrayado la vital importancia de
continuar explorando y desarrollando la teoria espectral desde una perspectiva computacional, abriendo

nuevas avenidas para el avance cientifico y tecnolégico.

Finalmente, este trabajo contribuye significativamente al campo de la teoria espectral y la mecénica
cudntica, marcando un paso adelante en la comprension y aplicacion de métodos computacionales para
la investigacion cientifica. Los hallazgos y evaluaciones presentadas resaltan la sinergia entre teoria
matematica y practica computacional, ofreciendo direcciones prometedoras para futuros esfuerzos en

este area dinamica de estudio.
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5.2. Recomendaciones

A lo largo de este estudio, hemos identificado varias dreas clave que ofrecen oportunidades para el
desarrollo futuro y la aplicacién préctica de la teoria espectral y su implementacién computacional. Una
prioridad deberia ser la simplificacién de la notacién y convenciones de la teoria espectral, haciéndola
mads accesible y comprensible para una audiencia ampliada, incluyendo estudiantes y profesionales
de disciplinas afines. Asimismo, la creacién y promocién de herramientas y software educativos que
presenten la teorfa espectral de manera interactiva y visual se destacan como recursos esenciales para

mejorar la ensefianza y el aprendizaje de estos conceptos complejos.

La exploracién continuada de nuevas aplicaciones y mejoras en la implementacién computacional de la
teoria espectral es fundamental. Esto no solo enriquecerd el corpus tedrico existente sino que también
facilitara el desarrollo de soluciones innovadoras a problemas practicos en fisica y otras areas. La
integracion de estos temas en los programas educativos, especialmente a nivel universitario, preparard

a las futuras generaciones para los desafios investigativos y aplicados en este campo.

Es importante afiadir, que se propone continuar con el estudio de la teoria espectral, fomentar en
contribuciones con otras ciencias, de este modo enriquecer el conocimiento interdisciplinario de las
técnicas y herramientas proporcionas por la teoria espectral, dejando asi una linea de investigacién
para futuros investigadores, e interesados en aplicar una perspectiva innovadora y diferentes en sus

areas de estudio.

Estas direcciones no solo reflejan el potencial de la teoria espectral y su implementacion computacional
para avanzar en nuestro entendimiento del mundo cuéntico sino también para resolver problemas
précticos, marcando el camino hacia futuras investigaciones y aplicaciones innovadoras en este campo

dindmico y fundamental.
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ANEXOS

ANEXO A: CODIGO DE EJEMPLO

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def lanczos _method(A, k):
n = A.shape[0]
Q = np.zeros((n, k))
alpha = np.zeros(k)

beta = np.zeros(k)

q = np.random.rand(n)

q = q / np.linalg.norm(q)

Ql:, 0] = q
for j in range(1, k):
v=A0@Q[:, j-1]
alphalj-1] = Q[:, j-1] e v

v =v - Q[:, j-1] * alphalj-1] - Q[:, j-2] * betal[j-1]

betalj]
Ql:, jl
T = np.diag(alpha) + np.diag(betal:-1], -1) + np.diag(betal:-1], 1)

np.linalg.norm(v)

v / betaljl

return np.linalg.eig(T)

# Initial configuration

n = 100 # Number of Chebyshev polynomials to use
L = 10 # Range of the radial space

# Create the radial mesh using Chebyshev nodes
r = np.cos(np.pi * (np.arange(n) + 0.5) / n) * L

dr = np.min(np.diff(r)) # Minimum radial spacing

# Create the Hamiltonian matrix

H = np.zeros((n, n))
# Coulomb potential
V=-1/r1

# Fill the Hamiltonian matrix using finite difference approximation

for i in range(1, n - 1):



H{i, 1 - 1] = H[i, i + 1] = 1 / (dr**2)

H[i, i] = -2 / (dr**2) + V[i]

# Adjust boundary conditions
H[O, 0] = H[-1, -1] =1

# Number of iterations for Lanczos method equal to the matrix size
k =n # 100 in this case

# Calculate eigenvalues and eigenvectors using the Lanczos method
eigenvalues_lanczos, eigenvectors_lanczos = lanczos_method(H, k)

# Plot wave functions for the first three states
num_states = 3
for i in range(num_states):

plt.figure(figsize=(8, 6))

plt.plot(r, eigenvectors_lanczos[:, i], label=f’State {i+1}’, color=’black’)

plt.xlabel("r (Radius)")

plt.ylabel("Radial wave function")

plt.title(f"Wave Function of State {i+1}")

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()



ANEXO B: DOCUMENTO REFERENCIAL



El Lienzo Espectral:
Pinceladas de Teoria y
Aplicacion

Teoria Espectral sobre la ecuacion de Schrédinger

César Daniel Reinoso Reinoso
Report #7 2024

:{ 5






Resumen

En el crisol de la ciencia moderna, la unién entre matematica tedrica y
computacién ha cultivado avances en diversas disciplinas, destacandose la teoria
espectral en el estudio de operadores lineales y sus espectros, fundamentales
en fisica cudntica y teoria de grafos. Esta teoria, crucial para descifrar la
dindmica de sistemas y ecuaciones diferenciales, es emblematica en la mecanica
cuantica mediante los operadores de Schrodinger, que vinculan la matematica
abstracta con el universo fisico. Su implementacién computacional, a pesar de
sus desafios, ha abierto caminos para la discretizacién de espacios funcionales y
la construccién de matrices hamiltonianas, con métodos como el de Lanczos
destacandose por su eficacia en la diagonalizacién de matrices. Estas técnicas
no solo son herramientas, sino ventanas a la complejidad de los sistemas
cuanticos, traduciendo teoria espectral en modelos practicos. Sin embargo,
dominar esta alquimia de matematicas y programacién demanda un profundo
conocimiento matematico y habilidades avanzadas en computacién, desde la
eleccién de algoritmos hasta la visualizacién de datos complejos. Esta travesia
interdisciplinaria, que fusiona teoria y practica computacional, refleja el continuo
esfuerzo por comprender y descifrar los misterios del universo, trascendiendo
las fronteras académicas y aproximandonos al nicleo de los enigmas del cosmos.
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CAPITULO 1

Introduccion

En un horizonte donde la confluencia de la matemaética y la informatica
redefine las fronteras del conocimiento, la teoria espectral emerge como una
disciplina de inmenso valor y aplicabilidad. Este documento se embarca en
una expediciéon académica, explorando las profundidades y matices de la teoria
espectral, operadores, espectros y resolventes, culminando en la aplicacién
especifica a los operadores de Schrodinger y abrazando la innovacién a través
de métodos numéricos avanzados.

El analisis espectral, una herramienta matematica esencial, se despliega en el
primer capitulo, ofreciendo una comprensién fundamental de los conceptos que
seran la piedra angular del andlisis subsiguiente. La exploracién de operadores
en el segundo capitulo no solo refleja la belleza intrinseca de la matematica
pura, sino que también establece un terreno fértil para aplicaciones practicas. La
travesia se adentra en las complejidades del espectro y la resolvente, revelando
la intrincada danza entre operadores lineales y sus espectros, una narrativa
matematica que resuena a través de los dominios de la fisica y la ingenieria.

El teorema espectral, un pilar en la teoria de operadores, se presenta con
el esmero que merece, desvelando su capacidad para desentrafiar la estructura
subyacente de los operadores. Es en este contexto teérico y conceptual donde
los Operadores de Schrodinger se revelan en todo su esplendor, ofreciendo una
ventana a los misterios de la mecanica cuantica y las ecuaciones que gobiernan
el reino subatémico.

El final de esta odisea académica estd marcado por una inmersién en los
métodos numéricos, una fusion entre la teoria matematica y su aplicacién
computacional. Este capitulo no solo es una oda a la innovacién en la resolucion
numérica de problemas complejos, sino también un reconocimiento de la
importancia creciente de las habilidades computacionales en la investigacién
moderna.

Este Documento es un testimonio de la interseccién entre la teoria y la
practica, una fusién donde la comprensiéon profunda de la teoria espectral se
encuentra con la aplicacion meticulosa de métodos numéricos. Es una invitacion
a explorar, a descubrir y, en tltima instancia, a entender el universo matematico
y fisico que nos rodea, un universo donde las ecuaciones no son solo simbolos,
sino las pinceladas con las que se pintan las leyes del cosmos.
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CAPITULO 2

Teoria espectral

2.1. Un primer acercamiento con la teoria espectral

La teoria espectral, entrelazada en el tejido de la matemaética y la fisica,
ha evolucionado a través de siglos de investigacién y descubrimiento. Esta
seccién explora su viaje historico, desde sus raices en el andlisis de ecuaciones
diferenciales hasta su papel fundamental en la mecanica cudntica y la informatica
moderna. Al desentrafnar su evolucién, revelamos cémo la teoria espectral ha
sido una piedra angular en el desarrollo de numerosas disciplinas, iluminando el
camino hacia innovaciones futuras.

Origenes en matematica

La teoria espectral ha experimentado una evolucién significativa, moldeada
por las contribuciones de muchos mateméticos. Desde sus inicios con el estudio
de series de Fourier hasta las modernas aplicaciones en operadores lineales
y espacios de Hilbert, cada avance ha ampliado nuestra comprensién de las
estructuras matematicas y sus propiedades.

Series de Fourier y Ecuaciones Diferenciales (Siglo XVIII-XIX)

El andlisis de series de Fourier y ecuaciones diferenciales senté las
bases para la teoria espectral. Joseph Fourier introdujo la representacién de
funciones mediante series trigonométricas, facilitando la soluciéon de ecuaciones
diferenciales mediante la descomposicion espectral. La serie de Fourier de una
funcién periédica f(x) se expresa como:

fl@)=ao+ Z(an cos(nx) + by, sin(nx)), (2.1)

donde a,, y b, son coeficientes determinados por f(z). Bernhard Riemann
expandio la teoria, explorando las propiedades de convergencia y representacion
de funciones, allanando el camino para la comprensién moderna de series y
transformadas.



2. Teoria espectral

Espacios de Hilbert y operadores lineales (Finales del siglo XIX -
principios del siglo XX)

David Hilbert introdujo los espacios que llevan su nombre, proporcionando un
marco para el estudio de operadores lineales en un entorno infinito-dimensional.
Los espacios de Hilbert permitieron el analisis detallado de operadores lineales
y sus espectros, fundamentales en la teoria espectral. Un espacio de Hilbert se
caracteriza por ser un espacio vectorial con un producto interno que es completo
respecto a la norma inducida por el producto interno. En este contexto, los
operadores lineales actian en elementos de espacios de Hilbert, y su estudio es
crucial para entender la estructura y propiedades de tales espacios.

Teorema espectral y operadores autoadjuntos (principios del siglo XX)

El teorema espectral, formalizado por John von Neumann y otros, representa
un hito en la teoria espectral. Este teorema establece que cualquier operador
autoadjunto compacto en un espacio de Hilbert tiene una descomposicién
espectral en términos de sus valores y vectores propios. Matematicamente, si A
es un operador autoadjunto compacto en un espacio de Hilbert, entonces existe
una base ortonormal de vectores propios {e,} y una secuencia correspondiente
de valores propios {\,} tal que:

A= Z)\n<'aen>en7 (22)

donde (-, ) denota el producto interno en el espacio de Hilbert. Este resultado
es fundamental en el andlisis de operadores lineales y ha encontrado aplicaciones
en diversas ramas de la matematica y la fisica.

Generalizacion de la teoria espectral y espacios de banach (mediados
del siglo XX)

El marco de la teoria espectral se amplié significativamente con la
introduccién de espacios de Banach, que generalizan los espacios de Hilbert al
permitir normas no derivadas de un producto interno. Los operadores en espacios
de Banach, especialmente los operadores compactos y los espectros de operadores
en estos espacios, recibieron atencién considerable. Un resultado fundamental
en este contexto es el teorema del espectro para operadores compactos en
espacios de Banach, que establece que el espectro de un operador compacto,
excepto posiblemente el cero, consiste en valores propios con funciones propias
correspondientes. Mateméaticamente, si A es un operador compacto en un espacio
de Banach, entonces su espectro o(A) satisface:

a(A)\ {0} ={)\ € C: X es un valor propio de A}. (2.3)

Teoria espectral en reoria de grafos y redes (finales del siglo XX - Siglo
XXI)

En la teoria de grafos, la descomposicién espectral de matrices asociadas a
grafos, como las matrices de adyacencia y las laplacianas, ha sido fundamental
para entender propiedades estructurales y dindmicas de redes. La matriz
laplaciana de un grafo, definida como L = D — A (donde D es la matriz

6



2.1. Un primer acercamiento con la teoria espectral

de grados y A la matriz de adyacencia), tiene un conjunto de valores propios
que proporcionan informacion valiosa sobre el grafo. Por ejemplo, el nimero
de veces que el valor propio 0 aparece en el espectro de L indica el nimero
de componentes conectados en el grafo. Matematicamente, el espectro de L,
denotado como o (L), cumple:

0=XM <A <...< A, (2.4)

donde A1, Ao, ..., A\, son los valores propios de L.

Estos desarrollos matematicos subrayan la importancia central de la teoria
espectral en la comprension y el analisis de estructuras complejas y sistemas en
una variedad de contextos matematicos y aplicados.



2. Teoria espectral

2.2. Preambulo

Para desarrollar la teoria espectral, primero debemos introducir algunas
herramientas basicas del analisis funcional. Este capitulo se limitard a aquellos
aspectos de la teoria que seran necesarios mas adelante en el libro. El enfoque se
centrara principalmente en los espacios de Hilbert, y en ocasiones, presentaremos
los resultados con una generalidad limitada para simplificar la exposicién.

Espacios Vectoriales Normados

Los espacios vectoriales en este libro se asumen definidos sobre los niimeros
complejos, a menos que se indique lo contrario. Un ejemplo estandar de
dimension finita es C™. La longitud de un vector z € C™ se define por

o] = VE 2 = VP -+ 2l (2.5)

donde z = (21, ..., 2,). Es importante notar que |z| corresponde a la longitud
euclidiana del vector correspondiente en R?". Esta funcién de longitud sirve
como prototipo para la siguiente definicion.

Definicién 2.2.1. Norma en un Espacio Vectorial

Una norma en un espacio vectorial complejo V es una funcion ||| : V — R
que satisface, para todo v,w €V y todo a € C:

(i) Definicion positiva: ||v|| >0 y [jv]| = 0 si y solo si v = 0;
(ii) Homogeneidad: ||av|| = |al||v]|;

(iii) Desigualdad triangular: ||v + w| < ||v]] + [Jw]|.

&

Como ejemplo, consideremos el espacio P de todas las sucesiones de ntimeros
complejos (x,,) para las cuales la serie Y |x,|P converge, donde 1 < p < co. La
norma (P se define como

oo 1/p
%]l == (Z Ixnl”> : (2.6)

Es facil verificar que las propiedades de la Norma en un Espacio Vectorial se
cumplen en este caso.

Un espacio vectorial normado V se dota naturalmente de una topologia
métrica definida por la funcién de distancia

dist(v, w) := |lv — w. (2.7)

Proposiciéon 2.2.1. Convergencia en Espacios Vectoriales Normados

En particular, una secuencia {v,} CV converge a w € V si

lim ||v,, — w| = 0.
n— oo
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Debido a que a menudo intentamos establecer la existencia de un limite, es
extremadamente util tener una nocién de convergencia que no haga referencia
al vector limite. La secuencia {v,} es de Cauchy si

lim |lv, —vp| = 0. (2.9)
n,m— 00

Una secuencia convergente es automaticamente de Cauchy, gracias a la

desigualdad triangular. Si cada secuencia de Cauchy en V converge en V,

entonces se dice que V es completo como espacio métrico. Estos espacios fueron
estudiados extensamente por Stefan Banach a principios de la década de 1920.

Definicién 2.2.2. Espacio de Banach

Un espacio vectorial normado completo se llama espacio de Banach. &

Las series también estan bien definidas en un espacio vectorial normado,
con la convergencia definida en términos del limite de sumas parciales. Decimos
que una serie Y ug con uy € V es absolutamente convergente si

> gl < o (2.10)
k=1

La completitud de un espacio vectorial normado también puede formularse
en términos de la relacién entre convergencia y convergencia absoluta.

Teorema 2.2.1. Completitud de Espacios Vectoriales Normados

Un espacio vectorial normado V es completo si y solo si toda serie

absolutamente convergente es convergente. v

Demostracion. Supongamos que V es completo y sea Y  uy una serie absoluta-
mente convergente. La diferencia entre dos sumas parciales se puede estimar
mediante la desigualdad triangular,

S-S <[ 55w
k=1 k=1 k:nﬂ (2.11)
< D lhull,
k=n-+1

suponiendo m > n. Dado que Y |Jug|| < oo, esto muestra que la secuencia de
sumas parciales es de Cauchy. Por lo tanto, la serie Y ug converge en V segiin
la hipdtesis de completitud.

Ahora, supongamos que todas las series absolutamente convergentes
convergen en V y sea {w,} una secuencia de Cauchy. Utilizando la propiedad
de Cauchy, podemos elegir una subsucesion {wy, } tal que

||wnk = Wnygq || < 2_k (212)

para k € N. Definamos uy 1= wy, y Uk := Wy, — Wy, _, para k > 2, de modo
que

m
> uk =wp,. (2.13)
k=1
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Por (2.10), la serie Y wuj converge absolutamente, y por lo tanto la
subsucesién {w,,,, } converge. Una secuencia de Cauchy con una subsucesién
convergente es convergente, gracias a la desigualdad triangular. |

Espacios L?

Un espacio de medida es un trio (X, M, ) consistente en un conjunto X,
una o-algebra M de subconjuntos de X, y una funcién de medida contablemente
aditiva g : M — [0, 00]. Generalmente, asumimos que X es o-finito, lo que
significa que X admite una descomposicién en una unién contable de conjuntos
de medida finita. Asociado con la medida estd un integral denotado por

fe /dem

definido para una funcién medible f siempre que f > 00 [y |f| < oo. (Véase el
Apéndice A.1 para una revisién breve de la teoria de la medida y la integracion.)
En el caso de la medida de Lebesgue en R™, recurrimos a la notacién habitual
del célculo, con d™x denotando la integral de Lebesgue.

Definicién 2.2.3. Espacio de Medida

Un espacio de medida es un trio (X, M, u) donde X es un conjunto, M
es una o-dlgebra de subconjuntos de X, y u: M — [0,00] es una funcion
de medida contablemente aditiva. Se dice que X es o-finito si puede ser
expresado como una union contable de conjuntos de medida finita. &

A cada espacio de medida se asocia una familia de espacios de funciones
normadas L?(X,du), para 1 < p < co. Para p finito, esto consiste en funciones

medibles para las cuales
[ 1span < o,
X

sujetas a la relacién de equivalencia f ~ g si f = g casi en todas partes con
respecto a p. Para un subconjunto 2 C R™, se asume por defecto la medida de
Lebesgue, y simplemente escribimos LP(Q2) en este caso.

Definicién 2.2.4. Espacio L?

El espacio LP(X,du), para 1 < p < oo, se define como el conjunto de
todas las funciones medibles f : X — C tal que fX |f|Pdp < oo, bajo la
relacion de equivalencia de igualdad casi en todas partes. Para p = oo,
L (X, du) se define como el conjunto de todas las funciones f : X — C
que son acotadas casi en todas partes con respecto a [

La eleccién natural para una norma en LP(X,du) es

1l = ( /. Iflpdu>p ,

con el exponente 1/p incluido por homogeneidad, y la relaciéon de equivalencia
garantiza que || - ||, sea definida positiva. La desigualdad triangular para || - ||,
conocida como la desigualdad de Minkowski, es

1+ gllo < I1fllp + llglp-

10



2.2. Preambulo

La demostracion de esta desigualdad, asi como una discusiéon méas detallada, se
puede encontrar en el libro Spectral Theory: Basic Concepts and Applications

de David Borthwick [Bor20].

Teorema 2.2.2. Teorema de Riesz-Fischer

Para p € [1,00], LP(X,du) es un espacio de Banach.

La demostracion del Teorema de Riesz-Fischer se detalla en el libro Spectral
Theory: Basic Concepts and Applications de David Borthwick [Bor20].

Operadores Lineales Acotados

Un operador lineal entre espacios vectoriales se denomina operador.
Adoptaremos un uso mas especializado de este término en las Secciones
posteriores, en el contexto de los espacios de Hilbert. Aqui nos centramos
en definiciones y resultados mas bésicos. A lo largo de esta seccién, V y W se
suponen que son espacios vectoriales normados, no necesariamente completos a
menos que se indique explicitamente.

Definicién 2.2.5. Operador Acotado

Un operador T :V — W es acotado si existe una constante C > 0 tal que

ITv]| < Clv||, para todo v e V. &

El espacio de operadores acotados de V a W se denota por L(V, W), que se
simplifica a £L(V) en el caso de que W = V.

Se puede observar ficilmente que un mapa lineal satisface la definicién
anterior si y solo si es continuo; la demostraciéon se deja como ejercicio 2.1.
El conjunto £(V,W) claramente forma un espacio vectorial. La norma del
operador, definida para T € L(V, W) por

1T == sup ||To]

v||=1

es la constante éptima para la desigualdad dada en la Definicion ?77?. Es facil
verificar que esta posee las propiedades de una norma.
La norma del operador satisface una estimaciéon multiplicativa conveniente:

para T € LV1,Vs2) v S € L(Vs,V3), tenemos ST € L(V1,V3) y
ISTI < ISIHTY-

Esto se sigue directamente de la definicién de la norma del operador.

Ejemplo 2.2.1. Operador

Supongamos que V = C"™ con la norma euclidiana. Entonces, para
T € L(C™, W),
n
1720 <D l=5llTes,
j=1
donde z = (21,...,2n) y {e;} es la base candnica. Si M := max{|Te;|},

11
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entonces
|T2]| < Mnlz],

y por lo tanto T es acotado. Este argumento se puede extender para
mostrar que un operador de V a W es acotado siempre que V sea de
dimension finita.

O

Ejemplo 2.2.2. Multiplicacién por una Funcién en L

Sea (X, M, i) un espacio de medida. Para f € L*°(X,dp), definimos el
operador de multiplicacion My en LP(X,dp) como

My v fo.
Dado que |f| < ||flleo casi en todas partes, podemos estimar

[ folly < [[fllocllvllp-

Ast, My es acotado con ||My|| < ||f|leo- De hecho, estas normas son
iguales. Para a < ||f|co, definamos A := {|f| > a} y sea xa la funcidn
caracteristica de A. Observamos que ||xallp = 1(A), que es estrictamente
positivo por la eleccion de a. La estimacion

1Fxallp = alixalls

muestra entonces que ||My|| > a para todo a < || f||s. Por lo tanto,

M| = [1£lloo-

¢

Ejemplo 2.2.3. Derivada como Operador No Acotado

Sea V = C0,1], el espacio de funciones continuamente diferenciables en
el intervalo [0, 1], y W = C|0, 1], ambos equipados con la norma suprema.
La derivada T := d/dx estd bien definida como operador de V a W,
pero claramente no es acotada. Por ejemplo, las funciones fy(x) := x™
satisfacen sup |fn| =1 y sup |T f,| = n.

¢

Ademas de los ejemplos especificos de operadores, es importante reconocer
ciertas propiedades generales y estructuras dentro de la teoria de operadores
acotados.

Proposicion 2.2.2. Nacleo y Rango de un Operador

El nicleo de un operador T € L(V, W) se define como
ker(T) :={v eV :Tv =0},

y el rango es la imagen,
range(T) := {Tv : v € V}.

El rango de T es la dimension del rango, que puede ser infinita. No existe
un teorema de rango nulo para T a menos que V sea de dimension finita.




2.2. Preambulo

Por linealidad, ker(T) es un subespacio de V, y T es inyectivo si y solo
si ker(T) = {0}. La biyectividad de T es equivalente a la existencia de
un mapa lineal inverso T~ : W — V. Sin embargo, el mapa inverso T~
no es necesariamente acotado. P

Proposicién 2.2.3. Isometrias en Espacios de Operadores

Una isometria es un mapa entre espacios métricos que preserva la
distancia entre puntos. Para operadores en espacios vectoriales normados,
esto es equivalente a preservar la morma. Es decir, un operador T €
LV, W) es una isometria si y solo si

[ T[]l = o]

para todo v € V. Note que las isometrias no estan obligadas a ser
invertibles. Un ejemplo de esto es el operador de desplazamiento a la
derecha en (%(N), que mapea la secuencia (a1, as,...) a (0,a,as,...).

)

Topologias de Operadores

La topologia métrica en L(V,W) definida por la norma del operador se
denomina naturalmente la topologia del operador. El siguiente resultado muestra
que esta eleccion es natural en términos de completitud.

SiV y W son espacios vectoriales normados y W es completo, entonces
LV, W) es completo con respecto a la norma del operador.

Demostracion. Sea {T,} una secuencia de Cauchy en L(V,W). Para v € V,
1Tnv — Toll < (| Tn = Tal[0]]

lo que implica que la secuencia {T,,v} es de Cauchy en W. Por lo tanto, por la
completitud de W, podemos definir T'v como el limite

Tv:= lim T,v.
n— oo

Se deduce de la linealidad de los mapas T, que T es lineal. Para ver que T es
acotado, notamos que una secuencia de Cauchy es necesariamente acotada, por
lo que existe una constante M < oo tal que | T, || < M para todos n. Se sigue
que ||T]| £ M también.

Para mostrar que T,, — T con respecto a la norma del operador, dado ¢ > 0,
existe N tal que ||T,, — Tp,|| < € para n,m > N. Para un vector unitario v,
podemos elegir m > N tal que | T,,v — Tv|| < €, por la definicién de T'. Para
n > N, esto nos da

| (T = T) vl < 1| (T = Do) vll + [ Tone = T < 2.

Dado que N se eligié independientemente de v, esto muestra que ||T;, — T'|| — 0.
La convergencia en la norma del operador es el andlogo de la convergencia
uniforme para funciones ordinarias. De hecho, a la topologia del operador a
veces se le denomina la topologia tiniforme". |

13
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Ademas de la topologia del operador, también existen nociones mas débiles
de convergencia para operadores que resultan ser bastante ttiles. Por ejemplo,
el andlogo de la convergencia puntual de funciones es el siguiente. Decimos que
T, — T en el sentido del operador fuerte si

lim ||T,v —Tv|| =0,
n— oo

para todo v € V. La convergencia del operador fuerte ya ha jugado un papel
en la demostracion del Teorema 2.10. El operador limite 7' se obtuvo primero
como un l{mite fuerte en (2.9). Luego usamos la suposicién de Cauchy para
mejorar a la convergencia del operador.

El uso del término "fuerte.2qui puede ser confuso, ya que la convergencia del
operador fuerte es evidentemente mas débil que la convergencia en la norma del
operador. La comparacion prevista es con otra topologia definida de la siguiente
manera. El espacio dual de un espacio vectorial topolégico W es

W' = L(W,C),

es decir, W' es el espacio de funcionales lineales continuos W — C. Decimos
que T,, — T en el sentido del operador débil si

lim F(T,v) = F(Tv)

n—oQ

para todo v € V y F € W'. Claramente, la convergencia del operador fuerte
implica la convergencia del operador débil, debido al requisito de continuidad
en los funcionales en el espacio dual.

Ejemplo 2.2.4. Operador de Desplazamiento a la Izquierda en /*(N)

Suponga que T denota el operador de desplazamiento a la izquierda en
(?(N), definido por

T(ay,asz,...) = (az,as,...).

Claramente ||T*|| = 1 para todos k € N, por lo que T* no converge a 0
en la topologia del operador a medida que k — oo. Por otro lado, dado

que
o0

1T (ar,az, )P = D oyl

j=k+1

Yy |aj|2 < 00, tenemos que T* — 0 en el sentido del operador fuerte.

Ejemplo 2.2.5. Operador de Desplazamiento a la Derecha en v€2(N)

Ahora sea S el operador de desplazamiento a la derecha en ¢?(N), definido
por

S(ay,as,...):=(0,a1,as,...).

Dado que ||S*a|| = ||a|| para cada a € ¢*(N), S* claramente no converge
a 0 en el sentido del operador fuerte. Sin embargo, S* — 0 en el sentido
del operador débil.

O




2.3. Espacios de Hilbert

Acotamiento Uniforme

Concluimos esta seccién con un resultado fundamental en andlisis funcional,
a veces llamado el teorema de Banach-Steinhaus. Nuestro principal uso para
esto sera convertir limites débiles méas débiles sobre operadores en estimaciones
de las normas de los operadores.

Teorema 2.2.4. Principio de Acotamiento Uniforme (Teorema de Banach-Steinhaus)

Sea V un espacio de Banach y YW un espacio vectorial normado. Suponga
que un subconjunto F C L(V, W) satisface

sup ||Tv]| < o0
TeF

para cada v € V. Entonces F estd uniformemente acotado en el sentido
de que

sup ||T| < 0.

TeF O

Demostracion. Vamos a probar la declaracién contrapositiva, comenzando con
la suposiciéon de que

sup ||T']| = oo.

TeF

Esta suposicién implica que existe una secuencia {T},} C F tal que
[Tl = 47,

para todos n. Nuestro objetivo es construir una secuencia v, — v tal que || T, v, ||
crezca lo suficientemente rapido para asegurar que ||T,v|| — oco. Esto producird
un vector v para el cual

sup ||Tv|| = oo.

TeF

(Contintia la demostracién con los detalles adicionales que proporcionaste). W

2.3. Espacios de Hilbert

En el espacio euclidiano C™, el cuadrado de la norma puede escribirse como
un producto punto z - z, que es la restriccién a la diagonal del emparejamiento,

(z,w) — Z - w.

Este emparejamiento se llama funcién sesquilineal de (z,w), lo que significa que
es conjugada lineal en la primera variable y lineal en la segunda. La colocacién
del conjugado es una cuestiéon de convencién. Aqui seguimos el estilo de la
mecanica cudntica al conjugarnos en la primera variable en lugar de la segunda.

Definicién 2.3.1. Producto Interno en un Espacio Vectorial Complejo

Un producto interno en un espacio vectorial complejo V es un empa-
rejamiento sesquilineal (-,-) : V x V — C que satisface las siguientes
condiciones:

(i) (v,v) >0 para todo v €V, y (v,v) =0 si y solo si v =0.

15
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(ii) (u,v) = (v, u) para todos u,v € V. Y

Por analogia con el caso euclidiano, podemos crear una norma a partir del
producto interno estableciendo

loll := v/ (v, v) (2.14)

La definicién positiva y la homogeneidad de la norma se siguen inmediata-
mente de las condiciones definitorias del producto interno. Para establecer la
desigualdad triangular, primero probamos el siguiente lema:

Lema 2.3.1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Si (-,-) es un producto interno en un espacio vectorial complejo V,
entonces
(v, w)| < [lvlll|wll (2.15)

para v,w €V, donde || - || estd definido por la ecuacion anterior.

Q

Demostracion. El resultado es trivial si w = 0, y para w # 0 podemos reducir
al caso ||w|| =1 escalando. Para ||w|| = 1, la desigualdad se sigue de

0 < lo — (w, v)w|

— ol = J{uw, )2 (216)

Usando la Desigualdad de Cauchy-Schwarz, ahora es facil ver que la norma
satisface la desigualdad triangular. Simplemente podemos estimar
[v+wl® = [[o]|* + 2Re(v, w) + [[w]/?
< [Joll* + 2]|v[lw]] + [lw]® (2.17)
= ([[oll + [lwl)?.

Esto completa el argumento de que la norma es una norma.

Ejemplo 2.3.1. Espacio L? en un Espacio de Medida

Para un espacio de medida (X, M, 1), consideramos el espacio L*(X, dyu).
El emparejamiento

(f,9) = /X fodu

estd relacionado con la norma L? por la ecuacion anterior, y claramente
satisface las propiedades de un producto interno.

¢

Ninguno de los otros espacios LP con p # 2 son espacios de producto
interno. Una forma de ver esto es mediante una identidad simple de la geometria
euclidiana.

16
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Para un espacio vectorial normado V, existe un producto interno para el
cual ||[v]|? := (v,v) si y solo si

llw 4 v]|* + flu = o[|* = 2[jul| +2[|v]|? (2.18)
para todo u,v € V.

La demostracién de la Ley del Paralelogramo es un célculo sencillo. El punto
principal es la identidad de polarizacién,

1 : , , ,
{w,v) = 7 (llu+ vl = llw = ol* + iflu + iv]|* = illu — iv]?), (2.19)

que es una consecuencia directa de la ecuacién para la norma. Para cualquier
norma, el lado derecho de la ecuaciéon define un candidato para un producto
interno. La condicién de que esta funcion sea sesquilineal es equivalente a la ley
del paralelogramo.

Un espacio de producto interno lleva una topologia métrica definida por
la norma canonica. Al igual que con los espacios vectoriales normados, la
completitud es una propiedad esencial para muchas aplicaciones.

Definicién 2.3.2. Espacio de Hilbert

Un espacio de Hilbert H es un espacio de producto interno completo.

&

Los espacios de funcién con productos internos completos jugaron un papel
importante en...

2.4. Espacios de Sobolev

Los Espacios de Sobolev se han convertido en herramientas fundamentales
para el andlisis matemaético, especialmente en el estudio de ecuaciones
diferenciales parciales. Estos espacios nos permiten medir la regularidad de
funciones y su comportamiento en términos de derivadas de una forma mas
flexible y amplia que el marco tradicional de la diferenciacién clasica.

Derivadas Débiles

La nocién clasica de derivada no siempre es adecuada para trabajar con
funciones en espacios de funciones mas generales como L?, ya que estas funciones
pueden no ser diferenciables en el sentido tradicional en todo su dominio. Las
derivadas débiles son una herramienta fundamental en el estudio de los Espacios
de Sobolev, extendiendo el concepto de diferenciacion a un espectro mas amplio
de funciones.

Para un conjunto abierto Q C R", definimos el espacio Li. () como el
conjunto de funciones que son localmente integrables, es decir, integrables en
cada subconjunto compacto de 2. Consideramos dos funciones en L] () como
equivalentes si son iguales casi en todas partes.

Para un multi-indice o € (Ny)™, el operador diferencial D® se define como

D = 90 . 9%,

17
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donde |a] = a1 + -+ + «, representa el orden de la derivada. Decimos que
una funcién u € Li () tiene una derivada débil D%u si existe una funcién

u® € LE (Q) tal que

/u<a>¢ de = (—1)le / uD%p d"x

Q Q

para toda funcién de prueba ¢ € C§°(Q2). Esta relacién es esencialmente la
férmula de integraciéon por partes, generalizada para admitir funciones que no
son necesariamente diferenciables en el sentido clasico.

Definicion de Espacios de Sobolev

Los Espacios de Sobolev, denotados por H™(£2) para un entero no negativo
m, son espacios de funciones que contienen no solo las funciones en si, sino
también sus derivadas débiles hasta el orden m, todas pertenecientes a L?((2).

Definicién 2.4.1. Espacio de Sobolev H™(Q)

El Espacio de Sobolev H™()) se define como el conjunto de todas las
funciones u € L?(SY) tales que para cada multi-indice o con |a| < m, las
derivadas débiles D%u existen y estdn en L?(S). Matemdticamente,

H™(Q) := {u € L*(Q) : D*u € L*(Q) para todo |a| < m}.

&

La norma en H™ (1), derivada del producto interno, proporciona una medida
integral de la "magnitud"de una funcién y sus derivadas hasta el orden m.

Definicién 2.4.2. Norma en H™(Q)

La norma en el Espacio de Sobolev H™(QY) se define como
1/2

lullzm o= | D 1Dull7zq

lal<m

&

Estos espacios tienen propiedades matematicas profundas y son cruciales
para el estudio de ecuaciones diferenciales parciales y otros problemas en analisis
matematico.

Lema 2.4.1. Consistencia de Derivadas Débiles y Clasicas

Una funcién en Lj, (Q) estd contenida en C™(Q) para m € N si y solo
si es continua y sus derivadas débiles hasta el orden m existen y son
continuas. En este caso, las derivadas débiles y clasicas coinciden.

Q

Demostracion. Siu € C™(2), entonces las derivadas clasicas satisfacen (2.21)
por integracién por partes. Para la inversa, es suficiente trabajar en R™ ya que
C™ es una condicién local. Supongamos que u € C(R™) tiene derivadas débiles
ul®) € C(R™) que satisfacen (2.21) para |a| < m. Fije 1 € C§°(R™) con

Ypdir =1,
Rn

18
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y defina ¥, (z) := e~™p(z/e) para € > 0. Entonces u * ¢, es una aproximacién
suave a u, convergiendo uniformemente en conjuntos compactos a medida que
e — 0. Por (2.21),

u'® s p. = ux (D))

= D%(u *1).),
donde D% denota una derivada clasica aqui. Por lo tanto, por la suposicién de
que u(® es continua, D*(u 1)) converge a u(®) uniformemente en conjuntos
compactos para || < m. Un argumento estdndar de célculo, basado en el
teorema del valor medio, muestra que para una secuencia de funciones C?,
la convergencia uniforme de las funciones y sus derivadas implica que la
funcién limite también es C'. Aplicando esto inductivamente en m produce
u € C™(R™). |

Los espacios de Sobolev en un conjunto abierto {2 C R" se definen para
m € N por

H™(Q) = {u e L*(Q) : D € L*(Q) para |a| < m},

donde D*u esta definido débilmente como en la Seccién 2.5.1. Como con los
espacios LP, las funciones de Sobolev se identifican si son iguales casi en todas
partes. Estos espacios estan equipados con productos internos,

<uav>Hm = Z <Daua Da”))

o] <m

y normas correspondientes,

1/2
fullm = | > 1D%ul?
la|<m
En nuestra notacién, || - ||2 se reserva para la norma L?, suponiendo que

el dominio 2 esté claro del contexto. El producto interno correspondiente se
denota por (-, -) sin subindice. Las normas y productos internos de H™ siempre
se indicardn explicitamente, como en (2.24) y (2.25).

Ejemplo 2.4.1. Ejemplo de Espacio H™(R")
Del Ejemplo , podemos deducir que

H™R") = {f € L*®") : [¢|" f € L*R")}.

Notese que la ecuacion tiene sentido para todos los m > 0, no solo para
enteros. o

Ejemplo 2.4.2. Espacio H'(0,1)

Afirmamos que

H'(0,1) = {f € AC[0,1] : f' € L?(0,1)},

donde AC' denota el espacio de funciones absolutamente continuas. La
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inclusion

{f e AC[0,1]: f' € L*(0,1)} c H'(0,1)
se sigue inmediatamente de la teoria de diferenciacion de Lebesque citada
en el Ejemplo 2.20.
Para probar la afirmacién inversa, supongamos que f € H'(0,1). El
hecho de que la derivada débil f' esté contenida en L?(0,1) implica que
f' es integrable en (0,1). Podemos entonces definir su antiderivada por

o0)i= [ 1o

Nuevamente por el teorema de diferenciacion de Lebesgue, g es absoluta-
mente continua en [0,1], ¢’ existe (en el sentido cldsico) casi en todas
partes, y g’ = f' en el sentido L?. Esto implica que

1
A(f—m%%xza

para todo ¢ € C§° (), es decir, la derivada débil de f — g es 0. Por el
Lema 2.22, f — g es diferenciable clasicamente y por lo tanto constante.
Esto demuestra que f es absolutamente continua en [0, 1].

¢

La definicién puede extenderse reemplazando las normas L? por normas LP.
Esto produce una familia mas amplia de espacios de Sobolev que se denotan
por W™P_El uso de la letra H para el caso p = 2 pretende reflejar el siguiente
resultado:

Teorema 2.4.1. Completitud de Espacios H™ ()

H™(Q) es un espacio de Hilbert para cada m € N.

Demostracion. Supongamos que {u,} es una secuencia de Cauchy en H™ ().
Entonces {u,,} es Cauchy con respecto a la norma L? en particular, por lo que
podemos definir una funcién limite u := lim u,, en L?()). Similarmente, para
cada o con |a| < m,{DYu,,} es una secuencia de Cauchy en L?(Q) y podemos
definir

W = lim D%u,,

m—o0

en L2(1). Resta demostrar que u(®) es la derivada débil de u. Por la definicién
de D®uy,, dado ¢ € C§°(Q),

/wmum dz = (—1)l°! / U DY d" .
Q Q
La convergencia en L? nos permite tomar m — oo en ambos lados para obtener
/ Yul® dz = (—1)le / uD%p d" .
Q Q

Por lo tanto, la derivada débil D*u existe para |a] < m y estd dada por
ul®) € L2(9Q). |
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Los espacios de Sobolev se utilizan para medir la regularidad de funciones,
proporcionando una alternativa mas flexible a la familia de espacios C™. Vimos
en el Ejemplo 2.24 que las funciones H' son continuas en dimensién uno. Resulta
que la regularidad de Sobolev puede traducirse de nuevo a regularidad clasica
mas generalmente, pero la relaciéon depende de la dimension.

Para un conjunto Q@ C R", si m > k + 5, entonces una funcién en
H™(Q) admite un representante en C*(Q). Esta propiedad muestra que
las funciones en espacios de Sobolev con suficiente reqularidad (medida
en términos de m) pueden ser consideradas como funciones con derivadas
continuas hasta un cierto orden (medido en términos de k), lo cual es
crucial para muchas aplicaciones, especialmente en problemas de valores
en la frontera y EDPs.

Demostracion. Dado que la diferenciabilidad es una propiedad local, basta con
probar esto para {2 = R"™. Para u € H™(R"), denotemos las derivadas débiles
para |a| < m por

ul™ = FH((i€)™a).

En esta prueba reservaremos la notacién D® para la derivada clasica.
Para |o| < k, tenemos

[ e < [ @+ ey 2a(e) L gne
Rn = Jrn (14 [£]2)m/2 ’

La funcién |£]*(1 + |£]2)~™/2 estd en L? para m > k + n/2, asi que la
desigualdad de Cauchy-Schwarz proporciona

1€%a]y < Cllull g

Por el lema de Riemann-Lebesgue, el hecho de que %4 € L' implica que u(®)
es continua. Por lo tanto, u(® = Dy en el sentido clésico, segiin la consistencia
entre las derivadas débiles y clasicas.

Si una funcién en H™ admite un representante continuo, entonces asumimos
que se elige este representante por defecto. Bajo esta convencion, la conclusién
del teorema de incorporaciéon podria reformularse como

H™(Q) c C*(Q).

Es importante notar que este teorema cubre solo la diferenciabilidad en el interior.
El resultado se puede mejorar a C*(£2), suponiendo que 92 es suficientemente
regular. |

2.5. Ortogonalidad en Espacios de Hilbert

La ortogonalidad es un concepto central en el estudio de espacios de Hilbert
y tiene aplicaciones profundas en diversas areas de la matematica y la fisica. La
estructura de producto interno de un espacio de Hilbert proporciona una forma
natural de definir y trabajar con ortogonalidad, similar a cémo se entiende en
el contexto de los espacios vectoriales euclidianos R”.
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2. Teoria espectral

Complemento Ortogonal

En un espacio de Hilbert #H, el complemento ortogonal de un conjunto E
juega un papel crucial en la comprensién de la estructura del espacio. Se define
como

B+ :={ueH: (uv) =0 para todo v € E}.

La propiedad de linealidad del producto interno implica que E-+ es un subespacio
de H, independientemente de si E' es un subespacio o no. Ademas, la continuidad
del producto interno, asegurada por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, garantiza
que E* es un subespacio cerrado.

Es notable que el complemento ortogonal del complemento ortogonal de
un conjunto F esta estrechamente relacionado con el cierre del espacio lineal
generado por F, es decir,

(E’L)L = span(FE).

Esta relacién subraya la simetria y la estructura que la ortogonalidad introduce
en el espacio.

Descomposicion Ortogonal de Espacios de Hilbert

Al igual que en &dlgebra lineal, los complementos ortogonales brindan una
herramienta poderosa para descomponer espacios de Hilbert en suma directa
de subespacios. Sin embargo, a diferencia de los espacios vectoriales finitos, en
los espacios de Hilbert de dimensién infinita es crucial que los subespacios sean
cerrados para que esta descomposicion tenga sentido.

Sea W un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces, H
se puede descomponer de manera unica como la suma directa de W y su
complemento ortogonal W=, es decir,

H=wWaoW.

Demostracién. Observamos que W N W+ = {0} directamente por la definicién
de ortogonalidad. Para mostrar que cada elemento u € H se puede descomponer
de manera tnica, consideramos la distancia d entre u y W definida por

d= inf ||y —ul.
i fly —ul

Elegimos una secuencia {w,} en W tal que lim,_, ||w, — u|| = d. Afirmamos
que {wy,} es una secuencia de Cauchy en W. Utilizamos la ley del paralelogramo
para los vectores w,, — u y W, — u:

Wy, + W

Esto implica que ||wy, —w., || < 2||w, —u||? +2||wm, —u||* —4d?, 1o que demuestra
que {wy,} es Cauchy y converge a un limite w € W. Definimos v := u — w. Por
la continuidad del producto interno, v € W+ y hemos demostrado que cualquier
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2.5. Ortogonalidad en Espacios de Hilbert

u € H se puede escribir como la suma de un elemento de W y un elemento de
W+, La unicidad de la descomposicién se sigue de la interseccién nula de W y
W, |

La relacién entre los espacios de Hilbert y sus subespacios, mediada por
la nocién de ortogonalidad, es fundamental para entender la estructura de
estos espacios y tiene implicaciones en dreas como andlisis funcional, teoria de
operadores y fisica cudntica.

Lema de Riesz y Aplicaciones

Un resultado notable relacionado con la ortogonalidad en espacios de Hilbert
es el Lema de Riesz, que establece una correspondencia entre los funcionales
lineales continuos en H y los elementos del propio espacio.

Teorema 2.5.2. Lema de Riesz

Para cada funcional lineal continuo F en un espacio de Hilbert H, existe
un unico vector v € H tal que

Fu) = (v, u)

para todo u € H. Ademds, la norma del funcional F' es igual a la norma
del vector v, es decir, ||F|| = ||v||.

v

Demostracion. Consideramos el niicleo de F, ker(F). Si ker(F) = H, entonces
F = 0y v = 0. Si no, por el Teorema de Descomposicién Ortogonal,
H = ker(F) @ ker(F)*. Existe un vector w € ker(F)* que no es cero. Para
cualquier u € H, el vector F'(w)u — F(u)w pertenece a ker(F'). Entonces, para
w # 0y cualquier u € H, tenemos

0= (w, F(w)u — F(u)w) = F(w)(w,u) — F(u)||w|?

Definimos v := %w Entonces F'(u) = (v,u) para todo u € H. La unicidad

de v se sigue de la positividad del producto interno. La igualdad || F|| = ||v|| se
obtiene de que F(v) = |[v||? y la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
|

Corolario 2.5.1. Corolario de la Forma Sesquilineal Acotada
Sea n:H x H — C una forma sesquilineal acotada en el sentido de que

(v, w
Il = sup W o
v, w#0 ||’U||||’UJ||

Entonces existe un operador unico T € L(H) tal que

(v, w) = (v, Tw).
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2. Teoria espectral

Ejemplo 2.5.1. Convergencia Débil en L*(R)

En L2(R), sea f, := X[n,n+1]- Parau € L2(R), la desigualdad de Cauchy-
Schwarz proporciona la estimacion

[u, f)l < Juxpnnanll, -
Dado que ), ., HUX[H,H+1]H§ = ||ul|3 < oo, esto muestra que {u, f,) — 0

a medida que n — oco. Por lo tanto, f, — 0 débilmente aunque || f, |, =1
para todos n.

2.6. Bases Ortonormales

Un espacio de Hilbert se denomina separable si admite un subconjunto
denso numerable. Por ejemplo, en L? (R™) podemos producir un conjunto denso
numerable consistente en funciones escalonadas construidas utilizando solo
numeros racionales. La mayoria de los espacios de Hilbert de interés practico
son separables, incluyendo todos los casos encontrados en este libro. Para
simplificar la exposicién, asumiremos que H es de dimensién infinita pero
separable a lo largo de esta seccién. Los mismos argumentos se aplican en
dimensiones finitas, pero hay algunas tecnicidades, por ejemplo, en el uso del
término "secuencia', que normalmente se requiere que sea infinita. El caso no
separable requiere una revisién més sustancial de la definicién de una base, lo
cual no abordaremos aqui.

Definicién 2.6.1. Base Ortonormal

Una secuencia {ey,ea,...} CH es ortonormal si

o
(eey =4 "=
0, i#j.

Una base ortonormal es una secuencia ortonormal cuyo conjunto generado
es denso en H. Y

Ejemplo 2.6.1. Base de Fourier para L?(0,2m)

La base de Fourier para el espacio L*(0,27) estd dada por {r} ez donde

L e
¢k (9) 5 \/ﬁe o
Es facil verificar que la secuencia {¢y} es ortonormal. Para demostrar
que forma una base, es conveniente reemplazar el intervalo (0,2m) por
el cociente T = R/2nZ. Las funciones sobre T se interpretan como
funciones periédicas en R, por lo que los espacios L*(T) y L*(0,2x) son
naturalmente isomorfos.
Un argumento estandar que utiliza el nicleo de Dirichlet muestra que la
serie de Fourier de una funcién en C*(T) converge uniformemente, y
por lo tanto en L?. Dado que C*(T) es denso en L?(T), esto implica que
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2.6. Bases Ortonormales

{dr} es una base ortonormal.
Un argumento similar se aplica al toro n-dimensional T™ := R"™/(2rZ)™.
La base ortonormal de Fourier para L? (T™) estd dada por {¢x}cpn, con

$4(6) = (2m) "2k,

Restringiendo y cambiando coordenadas segun sea necesario, podemos
derivar de esta construccion una base de Fourier para el espacio L? de
un rectangulo acotado en R™.

Claramente, un espacio de Hilbert que admite una base ortonormal es
separable, porque el conjunto de combinaciones lineales de elementos
de la base con coeficientes racionales proporciona un subconjunto denso
numerable. La afirmacion inversa también es cierta, como se ve en el
siguiente teorema:

¢

Teorema 2.6.1. Existencia de Bases Ortonormales en Espacios de Hilbert Separables

Un espacio de Hilbert separable admite una base ortonormal (en el sentido
definido anteriormente).

Q

Demostracion. Asumamos que {f;} es un conjunto denso numerable en . Para
cada n € N, una aplicacion del proceso de Gram-Schmidt de algebra lineal al
conjunto {fi,..., fn} produce un conjunto ortonormal {ey,...,en, } tal que

span{fi,...,fn} =span{ey,...,em, }.

La densidad de {f;} en H implica la densidad de span {e; }. Dada una secuencia
ortonormal {ej};';l, sea P, la proyeccién ortogonal sobre span{ej,...,e,},
para cada n € N. Es facil verificar, por la construcciéon en el Teorema de

Descomposicién Ortogonal, que
n
Pv= Z (ej,v)e;.
i=1

Para decidir si {e;} forma una base, necesitamos investigar la convergencia de
P,v a medida que n — oo. |

Teorema 2.6.2. Desigualdad de Bessel

Supongamos que {e; }Joil es una secuencia ortonormal en H. Para v € H,
)

2
Z |<6j,’0>| = I|U||27

Jj=1

con igualdad si y solo si P,v — v cuando n — 0.
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2. Teoria espectral

Demostracion. Dado que P, es una proyeccién ortogonal, se tiene

]2 = llv = Pool* + || Pav]?
2 2
= llv = Paoll* + > [{es,v) .
j=1

La suma converge cuando n — 0o, porque sus términos son todos
positivos. Por lo tanto,

o0
. 2 2
ol = tm flo ~ Paoll® + 3" ez, o),
j=1

de lo cual se deducen ambos enunciados directamente. [ | v,

Teorema 2.6.3. Criterios de Base

Para una secuencia ortonormal {e1,ea,...} en un espacio de Hilbert
separable H, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) La secuencia es una base ortonormal.
(b) El dnico vector perpendicular a e; para todo j es el vector cero.

(¢) P, — I en el sentido del operador fuerte cuando n — oo.

Demostracion. Para demostrar que (a) implica (b), notamos que

{e1,...}" = (span{ey,... )"

Por lo tanto, para una base {e1, ...}~ = {0}. Si se asume (b), para v € H, la
secuencia {P,v} es de Cauchy por la desigualdad de Bessel, ya que

2 2
1Pav = Puoll* =) [{ej, 0))|
j=n

para n < m. Por lo tanto, P,v converge a algin limite v. Para j < n,
(ej,v — Pyv) = 0.

Tomando n — oo da

(ej,v—v) =0,

lo que implica que v — ¥ es ortogonal a todos los e;. Por lo tanto, v = ¥ por
(b), y asi P,v — v. Finalmente, para mostrar que (c) implica (a), simplemente
notamos que P,v € span {e;} por definicién. [ ]
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2.6. Bases Ortonormales

Si{e;} es una base ortonormal para H, entonces cada v € H se puede
representar como una serie convergente

oo
v = Z (ej,v)e;.
j=1
Ademas,
(o)
2
lol® = I{es, )]
j=1

Compacidad Secuencial Débil

Un subconjunto K C H se denomina secuencialmente compacto si toda
secuencia infinita en K admite una subsucesién convergente en K. (Debido
a que la topologia es métrica, esto es equivalente a la definicién topoldgica
usual de compacidad). Bajo la suposicién de que H es de dimensién infinita, un
subconjunto cerrado y acotado no es necesariamente compacto. Por ejemplo,
una base ortonormal estd contenida en la bola unitaria cerrada y no admite
subsucesion convergente.

Sin embargo, esta imagen cambia si consideramos convergencia débil.
El siguiente resultado podria parafrasearse como la afirmacién de que un
subconjunto cerrado y acotado de H es "secuencialmente compacto débil".
Aprovecharemos el resultado de existencia del Teorema 77 para producir una
prueba relativamente sencilla en el caso de un espacio de Hilbert separable.

Supongamos que {uy} es una secuencia en un espacio de Hilbert separable
H que satisface ||ug|| < M para todo k. Entonces existe una subsucesion
de {uy} que converge débilmente a algin w € H con ||w| < M.

Demostracion. Asumimos que uy satisface ||ugx|| < M para cada k. Sea {e;}
una base ortonormal para H. Por asuncién,

[{ex, ur)| < M.

Por el teorema de Bolzano-Weierstrass, existe una subsucesién {uq,} tal
que (e1,u1 ) converge a algin a; € C cuando k¥ — oo. Podemos entonces
encontrar una subsucesién adicional {ug i} tal que (es, ug ) converge a ag, y
asi sucesivamente. Configurando wy = uy, ;, obtenemos una subsucesién para la
cual

lim {(e;,wr) = a;

Jim (e, ) = aj,
para cada j € N. El siguiente paso es estimar los coeficientes a; para mostrar
que corresponden a un vector en H. Por el limite uniforme en ||ug],

(e, wi)|” < M?,
1

J

n
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2. Teoria espectral

para todos k£ y n. Tomando k — oo y luego n — oo da

oo
> lagl? < M2
=1

Esto implica que w := Zj aje; estéd bien definido en H y satisface |Jw| < M.
Por (2,31),

lim (e;, wy) = (e, w)
k— oo

para todos j. Esto es suficiente para garantizar convergencia débil wy — w (ver
Ejercicio 2.8). |
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CAPITULO 3

Operadores

Un tema fundamental en la teoria espectral de operadores diferenciales es
que un espacio de funciones L? constituye el espacio de Hilbert natural para
muchas aplicaciones, pese a que las funciones L? no son diferenciables. Antes
de desarrollar la teoria espectral, es primordial abordar el problema bésico de
qué significa que un operador diferencial actiie en un espacio L2.

Una forma de sortear este inconveniente es considerar el inverso del operador.
En muchos problemas clasicos de EDP, los operadores diferenciales poseen
niucleos de solucién integrales llamados funciones de Green. Estos nicleos de
solucién, introducidos en la década de 1830 por George Green, definen operadores
que generalmente son acotados en el sentido L?. La teoria espectral temprana,
incluido el trabajo fundacional de David Hilbert a principios de 1900, se centrd
en el caso de los operadores integrales, evitando asi las dificultades técnicas
asociadas con los operadores diferenciales.

Para el desarrollo de la mecanica cuantica, se requeria una comprension
mas directa de la teoria espectral del propio operador diferencial. John von
Neumann y Marshall Stone afrontaron este desafio a finales de la década de
1920, desarrollando la nocién de un operador "no acotado'. La innovacién que
propusieron fue relajar la suposicién de que el dominio del operador es el espacio
completo. En cambio, cada operador lleva su propio subespacio de dominio.
Esto conlleva algunas complicaciones técnicas inevitables, que discutiremos en
este capitulo.

3.1. Operadores No Acotados

El operador que nos interesara estudiar es el Laplaciano, nombrado asi por
Pierre-Simon Laplace. Este es el operador diferencial de segundo orden en R™
dado por

0? 0?
A= 022 cee a7 (3.1)

Definimos © C R™ como un subconjunto abierto (con la medida de Lebesgue
implicita por defecto). Para definir A como un operador en L?(12), donde ) es
un subconjunto abierto de R™, necesitamos asignarle un dominio. Podriamos
elegir Cg°(92), por ejemplo, o un subespacio de C*°(Q) definido al imponer
ciertas condiciones de frontera. Estas elecciones resultaran en operadores con
distintas propiedades espectrales.
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3. Operadores

Para proceder, necesitamos refinar nuestro uso del término .°perador".
Aunque este término generalmente se refiere a un mapa lineal entre espacios
vectoriales, adoptaremos la siguiente definicién més especializada en el contexto
de los espacios de Hilbert.

Definicién 3.1.1. Operador en un Espacio de Hilbert

Un operador T en un espacio de Hilbert H es un mapa lineal T : D(T) —
H, donde D(T) es un subespacio denso de H, denominado el dominio de

T. &

La especificacién implicita del dominio ayuda a mantener la notaciéon maés
limpia, pero existe un potencial de confusién en el caso de los operadores
diferenciales. Por ejemplo, aunque la accién de A en C°(£2) estd claramente
definida por la ecuacién (3.1), el Laplaciano tiene diversas realizaciones como
operador en L?(€2). La eleccién del dominio deberd ser clara a partir del contexto
o indicada mediante alguna notacién alternativa.

La exigencia de densidad en el dominio es una convencién. Incluimos esta
condicién en la definicién porque la mayoria de los resultados que discutiremos
la requerirdn como hipétesis.

Para simplificar la presentacién, nos centraremos en operadores en un tnico
espacio de Hilbert H aqui, pero la Definicién ?7? podria aplicarse obviamente
a mapas de un espacio de Hilbert a otro. La generalizaciéon de los resultados
bésicos de esta seccién al caso T : Hi — Ha es directa. Simplemente requiere
distinguir entre las dos diferentes normas y productos internos.

La definicién de un operador acotado se extiende al contexto de la
Definicién ??: un operador T es acotado si

[ T]]

veD(T)\{0} o]l ’

(3.2)

y no acotado en caso contrario. Cabe sefialar que un operador acotado admite
una extensién continua dnica al espacio completo H, ya que D(T) es denso.
Cuando T es acotado asumiremos por defecto que D(T') = H.

La notacién L£(H) se reserva para el dlgebra de operadores acotados. No
existe una notacién correspondiente para operadores no acotados, ya que no
forman un algebra ni siquiera un espacio vectorial. Sumar o componer operadores
no acotados es posible solo si los dominios se alinean apropiadamente. Siempre
podemos anadir una perturbacion acotada a un operador no acotado sin cambiar
el dominio original, pero una perturbacién no acotada requiere un cuidado
adicional. Discutiremos varios ejemplos més adelante.

Ejemplo 3.1.1. Operador de Multiplicacién en L?(X,dpu)

Sea (X, M, ) un espacio de medida o-finita. Para una funcién medible
f: X — C, definimos el operador de multiplicacion (posiblemente no
acotado) en L*(X,du) como

My v fo,
con dominio

D(My) == {v e L*(X,dp) : fv e L*(X,dp)}.
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Afirmamos que este dominio es denso. El argumento muestra que My es
acotado si y solo si f € L>®(X,du), con

Me| = || f]lo-
[ M| = [I£1 o

Ejemplo 3.1.2. Transformada de Fourier y el Laplaciano

La transformada de Fourier nos permite conjugarnos al Laplaciano (3.1)
con un operador de multiplicacion. Para 1p € C5°(R™), la integracién por
partes muestra que

F (=) =[] (8).

Dado que F es unitaria como un mapa de L>(R™) a L?(R™), el operador
—A es conjugado al operador de multiplicacién M. (Tradicionalmente
se incluye un signo negativo con A en muchas aplicaciones, y el operador
—A también se conoce cominmente como el Laplaciano.)

Si el dominio de M2 se define como en el Ejemplo 77, entonces el
dominio correspondiente para —A es

D(-A) = {f e X®"): |¢f € I®R™)}.

Este es el espacio de Sobolev H?(R™).

3.2. Operadores Adjuntos

Centrémonos inicialmente en el caso acotado. Dado v € Hy T € L(H),
podemos definir un funcional acotado u +— (v,Tu). El lema de Riesz nos
proporciona entonces un vector tnico w tal que

(v, Tu) = (w,u), (3.3)

para todo u € ‘H. El adjunto de T es la aplicacién T™ : v — w, que es claramente
lineal. En otras palabras, T* es el tinico operador lineal tal que

(v, Tu) = (T"v,u), (3.4)

para todos u € H. A partir de la férmula para la norma del operador, podemos
ver inmediatamente que T* es acotado, con

1Tl =7l T*T| = 17> (3:5)

Recordemos que un mapa F € L£(H) es una isometria si y solo si preserva el
producto interno, es decir,

(Fu, Fv) = (u,v). (3.6)
Por la definiciéon del adjunto, la condicién de isometria es equivalente a
F*F=1. (3.7)

Si U € L(H) es unitario, es decir, una isometria biyectiva, entonces la
condicién implica que U~! = U*. La afirmacién inversa, que U~! = U* implica
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que U es unitario, también es clara. Por lo tanto, la unitariedad es equivalente
a las condiciones
U'v=1 y UU*=1I. (3.8)

Esta equivalencia es fundamental en el estudio de los espacios de Hilbert
y juega un papel crucial en muchas aplicaciones en fisica y matematicas,
especialmente en la mecdnica cudntica y en la teoria espectral. La unitariedad
asegura la conservacion de la norma y, por lo tanto, la estabilidad de los sistemas
descritos por estos operadores.

La propiedad de que T* sea acotado cuando T lo es resulta ser una
caracteristica valiosa, especialmente cuando se trabaja con familias de operadores
en espacios de Hilbert, proporcionando una herramienta poderosa para el analisis
de sus propiedades espectrales.

Adjuntos de Operadores No Acotados

En el caso no acotado, ain basamos la definiciéon del adjunto en la férmula
, pero la cuestién de los dominios anade una nueva consideracién. Para
aplicar el lema de Riesz, necesitamos que el funcional (v,T(-)) sea acotado
en D(T). Esto puede no ser cierto para todos los vectores v, lo que pone una
restricciéon en el dominio de 7.

Cuando (v, T(+)) es un funcional acotado, la construccién de T*v funciona
como se describié anteriormente. Debido a que D(T') es denso, el funcional se
extiende por continuidad a todo H. El lema de Riesz proporciona entonces
un vector tinico, que tomamos como T*v. Esto nos lleva a hacer la siguiente
definicién:

Definicién 3.2.1. Adjunto de un Operador

El adjunto de un operador T : D(T) — H es el dnico mapa lineal T*
definido por la condicion de que

(v, Tu) = (T"v, u)

para todo uw € D(T) yv € D(T*), donde

D(T"):={veH:ur— (v,Tu) es un funcional acotado en D(T)}. &

Un problema potencial aqui es que D (T*) no necesita ser denso. De hecho,
es posible tener D (T*) = {0}. Esta tecnicidad se resolverd en la Seccién 3.3,
donde desarrollaremos un criterio basico para que el adjunto esté densamente
definido, lo cual se cumplira para todos los operadores.

Ejemplo 3.2.1. Operador de Multiplicacién en L?(X,dpu)

Para el operador de multiplicacion My introducido anteriormente, se
tiene D (M;;) =D (M) y

M} = Mj.

Para demostrar esto, consideremos v € D (M}*) yu € D(My). Por la
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3.2. Operadores Adjuntos

.

definicion de adjunto, tenemos
(Mfv,u) = (v, Myu) = (v, fu).

Dado que u,v € L*(X,du), la integral

/Xﬁfudu

estd bien definida y es finita. Esto implica que
1= . opud= [ Font= .
X X

Por lo tanto, Miv = fu, lo que implica que M}‘ = Mj. Ademds, ya que
fu € L*(X,du) para todo u € D(My), es claro que v € D(My) si y solo
si fv € L*(X,du). Esto demuestra que D (M}‘) =D (M;y), completando
ast la demostracion. o

Ejemplo 3.2.2. Transformada de Fourier y el Laplaciano

En L?0,1] consideramos el operador T := d/dx con dominio D(T) =
C1[0,1]. Para u,v € D(T), la integracién por partes da

(u, Tv) = —(Tu,v) + u(1)v(1l) — u(0)v(0).
La correspondencia v — (Tu,v) se extiende claramente a un funcional
continuo en L?(0,1), mientras que el mapa de evaluacion v — v (zg)
no lo hace. La acotacion del funcional v — (u,Tv), requerida para que
u € D(T*), implica asi las condiciones de contorno u(0) = u(1l) = 0.
Afirmamos que el dominio completo del adjunto es

D(T*) = {f € AC[0,1] : £(0) = f(1) = 0, f" € L*[0,1]},

donde ACI0,1] denota el espacio de funciones absolutamente continuas.
Desde la teoria de la diferenciacion de Lebesque, recordamos que para
f € AC[0,1], tenemos que f es diferenciable c.t.p., f' € L'[0,1], y

f(@) = £(0) + / “rat

para todo x € [0,1]. Inversamente, para g € L*(0,1) la funcién definida
por

f@) = [ gt

es absolutamente continua, con ' = g c.t.p.

Supongamos que una funcion f € AC|0,1] cumple con f(0) = f(1) =0y
[’ € L?0,1]. Para ¢ € C*0,1], el producto ¢f también es absolutamente
continuo, ast que la propiedad

1
/ (6 dz =0,
0
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por la condicion en los extremos sobre f, implica que

(f,T¢) ={=1"¢)

para todo ¢ € D(T). Suponiendo que f' € L*(0,1), esto demuestra que
feD(T*) y que

T f=—f.
Para probar la afirmacion inversa, asumamos que f € D (T*) y definamos
g=T*f. Por la definicion de T™, tenemos

(f;T9) = (g, 9)-

para todo ¢ € D(T). La funcién g es integrable, dado que g € L*[0,1] y
[0, 1] es compacto. Por lo tanto, podemos definir una funcién h € AC[0,1]
por

h(z) == / " gt

satisfaciendo h' = g c.t.p. Al aplicar la propiedad anterior al producto
h¢ obtenemos

/0 (he)'dt = B(D)$(1),

Yy en consecuencia,

(9,0) + (b, ¢') = h(1)g(1).

Por lo tanto, de la igualdad
(f +h,T¢) = h(1)¢(1)
para todo ¢ € D(T), se deduce al elegir ¢ =1 que h(1) =0, y asi
f +h € range(T)*.

Dado que el rango de T = C[0,1] es denso en L*(0,1), se sique
que el complemento ortogonal del rango de T es {0}. Por lo tanto,
f = —h, lo que implica que f es absolutamente continua, f' € L?(0,1) y
f(0) = f(1) =0.

Esto completa la justificacion de la estructura del dominio D (T*).

O

Lema 3.2.1. Relaciéon entre el Rango de un Operador y el Niucleo de su Adjunto

Para un operador T en un espacio de Hilbert H, tenemos

ker (T*) = range(T)" .

Q

Demostracion. Sea v € ker (T*). Esto significa que para todo u € D(T), se
cumple que
(T*v,u) = (v, Tu) = 0.

Por lo tanto, v es ortogonal a la imagen de T, es decir, v € range(T)> .
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Reciprocamente, sea v € range(T')*. Entonces, para todo u € D(T'), tenemos
que
(v, Tu) =0,

lo cual, por la definiciéon de adjunto, implica que
(T*v,u) =0

para todo u € D(T'). Esto demuestra que T*v = 0, y por lo tanto, v € ker (7).
Hemos demostrado que ker (7*) C range(T)* y que range(T)* C ker (T*),
completando asi la prueba. |

3.3. Operadores Cerrados

La especificacién de los dominios de operadores es a menudo una tarea
desafiante, y frecuentemente se necesita considerar la expansion del dominio
dado de un operador. Decimos que un operador S es una extensién de otro
operador T si

D(T) c D(S) y Slper) =T-

La notacién estandar para esta relaciéon es
TCS.

Directamente desde la definicién del adjunto, se deduce que si T C S,
entonces S* C T™.

Los operadores no acotados son discontinuos, por lo que las extensiones
no tienen garantia de existir, ni son necesariamente tinicas. Para esclarecer la
situacion, resulta 1til considerar el grafo del operador,

T :={(u,Tu) :u e D(T)} C H x H.

Utilizando el grafo, podemos introducir una nocién que ilumina tanto
el problema de extensién como el asunto de adjuntos densamente definidos
discutido previamente.

Definicién 3.3.1. Operador Cerrado

Se dice que un operador es cerrado si su grafo es cerrado como un
subespacio de H X H. &

Es importante notar que la condicién de grafo cerrado no implica que D(T')
sea cerrado; esto solo serfa el caso si D(T') = H. El cierre de un operador debe
interpretarse como una forma débil de continuidad. La afirmacién de que "T" es
cerrado'significa especificamente que si {u,} C D(T) y ambas secuencias {uy}
y {Tup,} convergen en M, entonces limwu,, € D(T) y

T ( lim un) = lim Tu,.

n— oo n—roo

La distincién con la continuidad radica en que la convergencia de {T'u,} es
parte de la premisa, no del resultado. Por consiguiente, los operadores acotados
son automaticamente cerrados.
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Ejemplo 3.3.1. Operador Diferencial en L?*(—1,1)
Sea T = d/dz actuando en L?(—1,1) con dominio D(T) = C*[-1,1].
Aunque parezca una eleccion razonable de dominio, T no es cerrado.
Por ejemplo, consideremos f-(x) := va? + ¢ para e > 0. A medida que
e — 0,

fe(@) = |a|,  fi(x) — sign(z),
con convergencia en L*(—1,1) en ambos casos. Ya que |z| ¢ D(T), el
grafo de T no es cerrado.

O

Ejemplo 3.3.2. Operador de Multiplicacién Cerrado

Considere el operador de multiplicacion My introducido previamente, con
D(My) = {ve L*X,dyp) : fve L*(X,du)}. Para probar su clausura,
considere una secuencia {u,} C D (My) tal que

U, — u € L*(X,dp) y fu, — w e L*(X,dy).

Por un argumento estindar de la teoria de la medida, una secuencia
convergente en L? tiene una subsucesion que converge casi seguramente
en casi todas partes. Entonces, al considerar una subsucesion, podemos
suponer que las convergencias u, — u y fu, — w son vdlidas casi
sequramente en casi todas partes. Esto implica que w = fu casi en todas
partes, lo que a su vez indica que uw € D (My) y Myu = w. Por lo tanto,
el operador My es cerrado en este dominio.

%

De la conjugacién del Laplaciano en R™ con un operador de multiplicacién
descrito previamente, se deduce también que —A es cerrado en el dominio
D(—A) = H?(R).

Operadores Cerrables

Una forma obvia de intentar extender un operador que no es cerrado es
considerar el cierre de su grafo. Sin embargo, esta técnica no siempre funciona,
va que el cierre del grafo no es necesariamente el grafo de un operador. Podria,
por ejemplo, contener un par (0,v) con v # 0.

Decimos que T es cerrable si I'(T) es el grafo de un operador, y en este caso
definimos el cierre T por

I(T) = T(T).

Evidentemente 7" C T, asi que un operador cerrable admite al menos una
extensién cerrada. La reciproca también es cierta, como muestra el siguiente
resultado.

Lema 3.3.1. Clausura de Operadores

Si un operador T admite una extension cerrada S, entonces T es cerrable

yT CS. 0

Demostracion. Supongamos que T admite una extension cerrada S. Entonces,
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3.3. Operadores Cerrados

dado que I'(T") es el conjunto cerrado mds pequenio que contiene I'(T'),

I(T) c T(S).

Es f4cil verificar que esto implica que I'(T) es el grafo de un operador que es la
restriccion de S a un dominio posiblemente mas pequetio. Por lo tanto, T" es
cerrable y T'C S. [ ]

Es importante senalar que la hipdtesis del Lema, la existencia de al menos
una extensién cerrada, se toma a menudo como la definicién de cerrable. El
cierre de un operador también podria definirse como su extensién cerrada mas
pequeiia, sin mencionar realmente el grafo.

Existe una relacién simple entre el grafo de un operador y el grafo de su
adjunto, que resulta util al analizar clausuras. En ‘H ® H, consideremos el mapa

J(v,w) = (w, —v).

Claramente J2 = —1I, y es facil verificar que J es unitario.

Lema 3.3.2. Grafo del Adjunto de un Operador

Para un operador T, el grafo de T™ es el subespacio

L(T*) =J(T(T)"). .

Demostracién. Segin la definicién, un par (v, w) estd contenido en I' (T*) si y
solo si
(v,Tu) = (w,u) para todo u € D(T).

Dado que (u,Tw) representa un punto general en I'(T), esto es equivalente a la
condicién de que
(w, —v) € T(T)*.

En otras palabras,
L(T*) =J(I(T)").

Dado que los complementos ortogonales son cerrados, y el cierre se preserva bajo
el mapa unitario J, una consecuencia inmediata es el siguiente corolario. W

Corolario 3.3.1. Grafo Cerrado del Adjunto

El grafo del adjunto de un operador estd cerrado. ©

La férmula también nos permite clarificar el problema mencionado
anteriormente de que el adjunto puede no estar densamente definido.

Teorema 3.3.1. Caracterizaciéon de Operadores Cerrables

Un operador T es cerrable si y solo si D (T*) es denso, y en este caso

T=T"".

Demostracién. Supongamos que D (T*) es denso. Entonces T** estd bien
definido, y al aplicar la formula al grafo de este obtenemos

L (1) =J (r (T*)L).
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3. Operadores

Una segunda aplicacién de la férmula, esta vez al I' (T*) del lado derecho, da

1

L(T*) = J (JI(T)")
()

(T

~

Esto muestra que T es cerrable con T = T**,

Para demostrar la afirmacién inversa, supongamos que D (T) no es denso.
Esto implica que D (T*)" # {0}, asf que existe un vector no nulo v € D (T*)*.
Note que (v,0) es ortogonal a ' (T*), lo que implica que

0,—v)€J (F (T*)l) :

El conjunto JT (T*)" es igual a T(T) por la férmula, asf que (0, —v) € T(T).

T)
Dado que v # 0, esto muestra que I'(T") no es el grafo de un operador, y por lo
tanto, T' no es cerrable. |

Teorema del Grafo Cerrado

Anteriormente senalamos que un operador acotado es trivialmente cerrado.
El siguiente teorema proporciona una afirmacién parcialmente reciproca,
requiriendo la suposicién adicional de que el dominio es el espacio de Hilbert
completo.

Supongamos que T es un operador en H con D(T) = H. Entonces T es
acotado si y solo si es cerrado.

Demostracion. La implicaciéon directa se sigue por continuidad, asi que
asumimos que T es cerrado y D(T) = H. Nuestro primer objetivo es mostrar
que D (T*) es cerrado.

Supongamos que {v,} C D (T*) es una secuencia tal que v, — v € H. Por
la definicién del adjunto,

(T* vy, w) = (v, Tw), para todo w € H.

Consideremos {(T™*vy,, )}, ; como una familia de funcionales en H’. La familia
es acotada puntualmente, porque, para cada w € H,

sup [(T" v, w)| = sup [(vn, Tw)|
n n
< [[Twl| sup [|vn||
n
< oQ.
Por lo tanto, por el principio de acotacién uniforme,

M :=sup || T"v,|| < 0.
n
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Dado que v, — v, se sigue de que
[(v, Tw)| < [Jw|| lim sup [T v, |
n—oo
< Mjwl|

para todo w € H. Por lo tanto, v € D (T*) y por ende D (T*) es cerrado.
Dado que D (T*) también es denso, tenemos que D (T*) = H y la relacién

(Tw,w) = (v, T*w)

se mantiene para todo v,w € H. Ahora consideremos la familia de funcionales
lineales {(Tv,-) : ||v|]| = 1}. Esta familia es acotada puntualmente, porque

sup [(Tv,w)| = sup |(v, T"w)| < |[T"w],
loll=1 loll=1

para w € ‘H. Por lo tanto, por el principio de acotacién uniforme,

IT) = sup | To]| < oo.
lv]l=1

Un corolario directo del teorema del grafo cerrado es el teorema de Heiliger-
Toeplitz, que afirma que un operador autoadjunto con dominio H es acotado.
Este resultado también se puede derivar directamente del principio de acotacién
uniforme, como se ve en un ejercicio anterior.

Invertibilidad

Para operadores acotados, la definicién apropiada de invertibilidad es clara,
va que L£(H) forma un &lgebra. Decimos que T' € L(H) es invertible si existe
TleL(H)talque T~'T =1y TT~! = 1. Dado que L(H) es asociativa, estas
condiciones determinan T~! de manera tinica.

Para operadores no acotados, tiene sentido légico permitir inversos no
acotados. Sin embargo, nuestras aplicaciones de hecho requeriran que el inverso
sea acotado, y no existe una convencion estandar al respecto. Para evitar
confusién potencial, adoptamos la siguiente terminologia:

Definicién 3.3.2. Inverso Acotado de un Operador

Un operador T en H tiene un inverso acotado si existe T=' € L(H) tal
que TT ' =T enH yT T =1 en D(T). s

Una aplicacién importante del teorema del grafo cerrado es el hecho (aludido
en una seccién anterior) de que para un operador acotado, la existencia de un
inverso es suficiente para garantizar que el inverso sea acotado.

Teorema 3.3.3. Teorema del Mapeo Inverso

Un operador tiene un inverso acotado si y solo si es cerrado y biyectivo.
En particular, para operadores acotados la invertibilidad es equivalente a
la biyectividad.

@
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Demostracién. Asumamos que T tiene un inverso acotado T~!. Los grafos de
T y T~ estén relacionados por la transposicién, por lo que T es cerrado porque
T~ es cerrado. Las condiciones que TT~! =T en Hy T~'T = I en D(T)
implican que T es biyectivo como un mapa de D(T) — H.

Reciprocamente, supongamos que 1" es cerrado y biyectivo. La biyectividad
implica que 7! existe como un mapa lineal de H — D(T'). Como antes, T~*
es cerrado porque T es cerrado. Por lo tanto, 7! es acotado por el teorema
del grafo cerrado. |

La existencia de un inverso acotado se puede expresar en términos de
estimaciones de norma. Diremos que el operador T estd acotado lejos de cero si
existe una constante ¢ > 0 tal que

1Tl = eflo]

para todo v € D(T)).

Un operador tiene un inverso acotado si y solo si es cerrado, acotado
lejos de cero, y su rango es denso en H.

Demostracion. La direccién de la prueba es obvia: Si T tiene un inverso acotado
T—1, entonces range(T) = H y la acotacién de T—! implica que

[oll < |77 1Tl

para todo v € D(T). Para la prueba de la afirmacién reciproca, remitimos al
lector a un ejercicio. |

3.4. Simetria y Autoadjuncion

Para matrices, los términos "simétricoz .2utoadjunto"son sinénimos. Una
matriz simétrica real A satisface A* = A, donde el superindice denota la
transposicién. En el caso complejo, la condicién correspondiente de simetria
es At = A, que también se llama Hermitiana. En cualquiera de los casos, real
o complejo, la condicién es que A es igual a su adjunto respecto al producto
interno Euclidiano.

En la teoria de operadores no acotados, hacemos una distincion entre simetria
y autoadjuncién. Este tltimo término se interpreta literalmente:

Definicién 3.4.1. Operador Autoadjunto

Un operador A es autoadjunto si A* = A. &

Note que, dado que los dominios de los operadores son implicitos en la
notacién, la autoadjuncién requiere que D (A*) = D(A), lo que significa que
D(A) debe ser elegido con precisién para que la definicién del dominio adjunto
reproduzca el mismo espacio. Un operador autoadjunto es cerrado, ya que el
adjunto es cerrado.

Es util adoptar una interpretacion maés relajada de simetria, para la cual la
eleccién del dominio no es tan rigida. Un operador A es simétrico si

(Au,v) = (u, Av)
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para todo u,v € D(A). Note que la simetria de A implica que el funcional
u — (v, Au) es acotado para v € D(A) porque

[{v, Au)| = [(Av, u)]
< [l Av]ffull,

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Por lo tanto, D(A) C D (A*). Esto
implica que la propiedad de simetria es equivalente a

AcC A*,

y muestra en particular que un operador simétrico es cerrable.
Una clase importante de operadores simétricos es el conjunto de operadores
positivos. Decimos que A es positivo, y escribimos A > 0, si

(v, Av) >0

para todo v € D(A), es decir, la forma cuadratica asociada es positiva definida.
Un operador positivo es necesariamente simétrico.

Para operadores diferenciales, las propiedades de simetria y positividad
estan estrechamente relacionadas con la integraciéon por partes.

Ejemplo 3.4.1. Operador Laplaciano en un Conjunto Acotado

Sea Q C R™ un conjunto abierto acotado cuya frontera OQ es C a trozos.
La identidad de Green da la férmula

" =0
(-af) = [ vipara- [ f5las
Q o OV
para f € C%(R), donde 8/0v denota la derivada normal hacia afuera de
0. Considere las condiciones de contorno (homogéneas) clasicas,
of

Dirichlet: f|yq =0, Neumann: ——
v

Cualquiera de estas condiciones implicard que la integral sobre 0S) se
anula, dejando (f,—Af) > 0. El (negativo) Laplaciano es, por tanto,
un operador positivo (y por ende simétrico) en un dominio consistente
en C%(Q) restringido por las condiciones de contorno de Dirichlet o
Neumann.

Es facil ver que el Laplaciano no es cerrado en un dominio definido como
un subespacio de C?(Q). Por lo tanto, los operadores resultantes no son
autoadjuntos. (Desarrollaremos extensiones autoadjuntas correspondien-
tes a las condiciones de contorno cldsicas en un capitulo posterior.)

%

La simetria por si sola no es suficiente como hipétesis para ninguno de los
principales resultados de la teoria espectral. Por lo tanto, debe considerarse como
una propiedad intermedia que nos permite separar el problema relativamente
facil de establecer la .2utoadjuncién formal', es decir, de la tarea maés dificil de
encontrar el dominio exacto.
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Operadores Autoadjuntos

Primero consideremos algunos operadores que hemos encontrado anterior-

mente, donde la autoadjuncién es clara.

Ejemplo 3.4.2. Operador en L?[0, 1]
En L?[0,1] consideremos el operador T := —i%, con dominio dado por
D(T) = {f € AC[0,1] : f(0) = f(1), f' € L*[0,1]}.

Para f,g € AC|0,1], la integracion por partes da
1 . 1
—z'/ fg'dt = —ifg’o—i—i/ fgdt.
0 0

El término de frontera desaparece para f,g € D(T) debido a la condicion
de contorno periddica, implicando que

(f;Tg) =(Tf.9),

asi que T es simélrico. Afirmamos que T es autoadjunto. Para ver
esto, debemos mostrar que D (T*) C D(T). Supongamos f € D(T*), y
definamos g = T* f. Como antes, definimos

)= [ st
y usamos la integracion por partes para derivar
(9,0) + (h, ¢') = H(1)e(1),
para ¢ € D(A). Dado que g =T*f, esto se traduce en
(f = ih, Tg) = h(1)$(1).
Estableciendo ¢ = 1 implica que h(1) = 0, y por lo tanto
f —ih € range(T)*.

Supongamos que u € C1[0,1] con

1
/ udt = 0.
0

Entonces u = Tv para v € D(A) definido por

Por lo tanto, C1[0,1] N {1} C range(T), lo que implica que el rango
(T)* es el espacio unidimensional de funciones constantes. De aqui se
deduce que

f(@) = f(0) + ih(z).
FEsto implica que f € AC[0,1], y por lo tanto f € D(T).
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Ejemplo 3.4.3. Operador de Multiplicacién en L? (X, dp)

En el Ejemplo previo notamos que el adjunto de un operador de
multiplicacién My en L*(X,du) estd dado por

M} = Mj,

con el mismo dominio D (My). Por lo tanto, My es autoadjunto si y solo
si f es real-valued casi en todas partes.

Ejemplo 3.4.4. Operador Laplaciano

Como notamos anteriormente, el Laplaciano —A es unitariamente
equivalente a M\¢|2 a través de la transformada de Fourier. El Ejemplo
previo muestra que M¢z es autoadjunto, y vimos que el dominio
D (M|§|2) se mapea de vuelta a H? (R™) bajo la transformada de Fourier.
Por lo tanto, —A es autoadjunto en L* (R™) con D(—A) = H? (R").

¢

&

Estos casos son muy especiales, ya que el dominio exacto para la
autoadjuncién es relativamente facil de determinar. El Ejemplo anterior ilustra
la situacién més comun, donde una eleccién natural de condiciones de contorno
produce un operador simétrico que no es autoadjunto. Luego nos enfrentamos
al problema de encontrar una extension autoadjunta del operador simétrico. En
general, ni la existencia ni la unicidad de tal extensién estdn garantizadas.

Dado que un operador simétrico es cerrable, un candidato obvio para una
extensién autoadjunta es el cierre mismo. La clase de operadores simétricos
para los que esto funciona se distingue en la siguiente definicion:

Definicion 3.4.2. Operador Esencialmente Autoadjunto

Un operador simétrico es esencialmente autoadjunto si su cierre es
autoadjunto. &

No es dificil ver que A es esencialmente autoadjunto si y solo si
A= A"

Dejamos la demostraciéon como un ejercicio. Un dominio en el cual un
operador simétrico es esencialmente autoadjunto se llama un dominio central.
El dominio central no es tnico, pero el siguiente resultado muestra que la
extensién es independiente de la eleccién del dominio central.

Lema 3.4.1. Extensién Unica de un Operador Esencialmente Autoadjunto

Para un operador esencialmente autoadjunto, el cierre es la unica
extension autoadjunta.

Q©

Demostracion. Supongamos que A es esencialmente autoadjunto y B es una
extensién autoadjunta de A. El cierre A es la extensién cerrada més pequeiia
de A, por lo que A C B. Al tomar el adjunto de esta relacién se obtiene B C A,
ya que tanto A como B son autoadjuntos. Por lo tanto, B = A. |
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Ejemplo 3.4.5. Operador Laplaciano en L?(R")

Consideremos el Laplaciano —A actuando en L?(R™), con dominio igual
a D(A) = C§°(R™). El dominio D(—A™*) entonces consiste en funciones
f € L3(R") tales que el mapa

(b'_) <fa_A¢>

es acotado para ¢ € C§°(R™). Dado que

(f,— Do) = (f,1€[*),

por el teorema de Plancherel, f € D(—A*) si y solo si existe una
funcion g € L2(R™) tal que g — |€2f es ortogonal a F(CS(R™)). Esto
implica que g = |€]2f, ya que el espacio CS°(R™) es denso en L2(R™)
y la transformada de Fourier es unitaria. Este argumento muestra que
f € D(=A*) siy solo si |¢]2f € L2(R™). En otras palabras,

D(A") = H*(R"),

donde H?(R™) es el espacio de Sobolev introducido anteriormente. Dado
que —A es autoadjunto en el dominio H*(R™), concluimos que —A es
esencialmente autoadjunto en el nicleo C5°(R™).

¢

En un capitulo posterior, estudiaremos operadores de Schrédinger, que
tienen la forma —A + V', con V' una funcién potencial en R™ actuando como
un operador de multiplicacion. Podemos extender la observacion del ejemplo
anterior a ciertos operadores de Schrodinger utilizando el siguiente lema:

Lema 3.4.2. Adicion de Operadores Autoadjuntos y Acotados

Si A y B son operadores autoadjuntos y B es acotado, entonces A+ B es
autoadjunto con dominio igual a D(A). Ademds, A+ B es esencialmente
autoadjunto en un dominio central para A.

Q

Demostracion. La suma T := A + B es claramente simétrica en el dominio
D(T) := D(A). Supongamos que u € D (T*), lo que significa que el funcional

v = (u, Tv)
es acotado en D(T). Al escribir
(u, Av) = (u, Tv) — (u, Bv),

y usando el hecho de que B es acotado, podemos deducir que u € D (A*) también.
Si A es autoadjunto, entonces esto muestra que D (7*) C D(A) = D(T). Por lo
tanto, T es autoadjunto.

Supongamos ahora que A es esencialmente autoadjunto en D(A). Si
u € D(A), entonces existe una secuencia {u,} tal que u,, — u 'y Au, converge
a Au. Dado que B es acotado, Bu, también converge a Bu. Por lo tanto,
la secuencia Tu, converge a Au + Bu. Esto muestra que u € D(T) con
Tu = Au+ Bu. De manera similar, podemos argumentar que u € D(T) implica
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que u € D(A) con Au = Tu — Bu. Podemos concluir que D(T) = D(A) y
T=A+B.

Dado que A es autoadjunto por suposicién, la autoadjuncién de T se sigue
de la primera parte de la prueba. |

Ejemplo 3.4.6. Operador de Schrodinger con Potencial Acotado

Supongamos que V- € L>®(R™) es real-valued. Entonces el operador de
multiplicacion My es acotado y autoadjunto en L?(R™) por ejemplos
anteriores. Por lo tanto, por el Lema y el ejemplo anterior, el operador
de Schridinger —A + V es autoadjunto en H?(R™) y esencialmente
autoadjunto en C§°(R™).

<

En una seccién posterior, mejoraremos el resultado del Lema al debilitar la
restriccion para permitir que B sea no acotado.

3.5. Criterios de Autoadjuncion

Hasta ahora, el inico método que hemos tenido para verificar que un operador
simétrico es autoadjunto consiste en comprobar explicitamente su dominio contra
la definicién del dominio adjunto. Aunque hemos dado algunos ejemplos en la
seccion anterior donde esto funciona, el calculo directo del dominio adjunto
suele ser dificil. En esta seccién desarrollaremos algunos criterios alternativos
para la autoadjuncién y la autoadjuncién esencial. Veremos muchas aplicaciones
de estos criterios en secciones posteriores.

Consideremos un operador simétrico A. Para v € D(A), la condicién de
simetria implica que

Im(v, (A - 2)v) = —(Im 2) [jv|?
para z € C. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, esto implica

(4~ 2)o]
< A7 270
Ioll < g

para v € D(A). Esta es la observacién crucial detrds del siguiente teorema:

Teorema 3.5.1. Criterios de Autoadjuncion

Supongamos que A es un operador simétrico, y sea z € C estrictamente
complejo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es autoadjunto.

(b) A es cerrado y tanto A* — z como A* — Z son inyectivos.

(¢) Tanto A — z como A — z tienen inversos acotados.
)

(d) Tanto A — z como A — Z son sobreyectivos.

O

Demostracion. Asumamos que A es autoadjunto y por lo tanto cerrado. Los
operadores A £ z son inyectivos por la condicién de simetria, lo que implica (a)
= (b).
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Ahora asumamos (b). Por el Lema, se tiene que
ker(A* — Z) = range(A — 2)*.

Por lo tanto, la suposicién de que A* — Z es inyectivo implica que el rango de
A — z es denso. Dado que A — z es cerrado por suposicién, y acotado lejos de
cero, el teorema pertinente muestra que A — z tiene un inverso acotado. De
manera similar, la suposicién de que A* — z es inyectivo implica que A — Z tiene
un inverso acotado. Esto demuestra que (b) = (c).

Es trivial que (¢) = (d), asi que queda probar que (d) = (a). Asumamos que
A — z y A — Z son sobreyectivos. Para probar la autoadjuncién, basta mostrar
que D(A*) C D(A). Sea u € D(A*). La sobreyectividad de A — z implica que
existe v € D(A) tal que

(A—z)v= (A" — 2)u.
Dado que Av = A*v por simetria, restar un lado del otro da
(A" = z)(u—wv) =0.

La sobreyectividad de A — z implica que A* — z es inyectivo, asi que la relacién
anterior muestra que u = v y, por lo tanto, u € D(A). Asi, D(A*) C D(A),
probando que A es autoadjunto. |

Con una adaptacion bastante directa de la prueba del Teorema, podemos
obtener un resultado correspondiente para la autoadjunciéon esencial.

Supongamos que A es un operador simétrico, y sea z € C estrictamente
complejo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es esencialmente autoadjunto.
(b) Tanto A* — z como A* — Z son inyectivos.

(¢) Tanto A — z como A — Z tienen rango denso.

Demostracion. Si A es esencialmente autoadjunto, entonces A* es autoadjunto.
Por lo tanto, (b) se sigue de (a) por el Teorema anterior. Y (c) se sigue
inmediatamente de (b).

Resta demostrar que (¢) implica (a). Asumamos que el rango de A — z es
denso. Claramente, esto también implica que el rango de (A — z) es denso.
Ademés, un argumento simple muestra que A es simétrico. Por lo tanto, A — z
est4 acotado lejos de cero. Ahora se sigue que A — z tiene un inverso acotado. El
mismo razonamiento se aplica a A— z, y el Teorema anterior entonces muestra

que A es autoadjunto. |

Los Teoremas y son quizas las mejores herramientas generales que tenemos
para definir operadores autoadjuntos. Veremos una amplia demostracién de
esto en capitulos posteriores. Por ahora, ilustraremos su uso en algunos casos
unidimensionales simples.
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Operadores Diferenciales en L?(0,1)
Consideremos el operador diferencial en el espacio L?(0,1), definido por
Lo=-A, D(Ly) =C§(0,1). (3.9)

Es evidente que Ly es simétrico, dado que la integracién por partes en
C§°(0,1) no produce términos en el borde. Sin embargo, Lo no es esencialmente
autoadjunto. Para demostrarlo, basta con encontrar un elemento no nulo en
L?(0,1) que sea ortogonal al rango de Lg — z para un z estrictamente complejo.

Para v € C*°[0,1] y ¢ € C§°(0, 1), tenemos

(u, (Lo — 2)¢) = (—u" — Zu, ). (3.10)

La ecuacién u” + zu = 0 admite soluciones no triviales, como u(z) = eV,
Segtin la discusién anterior, estas soluciones son ortogonales al rango de Ly — z,
lo que implica que Lg no es esencialmente autoadjunto.

Condiciones de Contorno de Robin
Las condiciones de contorno de Robin en (0,1) se describen mediante
apu(0) — bou'(0) =0, aju(l) + biu'(1) =0, (3.11)

donde los coeficientes a;,b; son reales y (aj,b;) # (0,0) para j = 0,1.
Estas condiciones generalizan las clasicas condiciones de contorno presentadas
anteriormente, reduciéndose a las condiciones de Dirichlet si b; = 0 y a las de
Neumann si a; = 0.

Definimos L = —A en L?(0, 1) con dominio D(L) consistente en funciones
suaves en [0, 1] que satisfacen la ecuacién (3.24). Para f,g € D(L),
1
(f,=Dg) = (=Af.9) = (f'g =g Pl (3.12)

Los vectores (f, f') v (g,9’) son linealmente dependientes en 0 y 1, por la
ecuacion (3.24), por lo que f'g — ¢'f se anula en los extremos. Por tanto, L es
simétrico.

Para demostrar que L es esencialmente autoadjunto, podemos utilizar la
técnica de variacion de parametros en ecuaciones diferenciales ordinarias para
construir el ntcleo integral de (L — z)~!. Para j = 0,1, sea w; una solucién no
nula de

wi +zw; =0, [ajw; + (1) owi]| =0, (3.13)
donde z es estrictamente complejo. Cada w; es una combinacién lineal de
las funciones etiv2e y, por lo tanto, es suave. Afirmamos que el par wg, w;
es linealmente independiente. De lo contrario, wy satisfaria (3.24) en ambos
extremos, lo que no es posible ya que z es estrictamente complejo.

Para soluciones de una EDO de segundo orden, el Wronskiano

W wo, w1 ] := wow) — wyws, (3.14)

estd dado por una constante c¢y. La independencia lineal implica que ¢¢ # 0,
permitiéndonos definir el ntcleo integral

1 {wo(x)wl(y)a T =y, (3.15)

R@w) =20 wolyyws (@

8
\%
£S5
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Para f € C*°[0, 1], un calculo sencillo con el teorema fundamental del calculo
muestra que

1
ulz) = /0 K (2, 9)(y) dy (3.16)

proporciona una solucién de " + zu = f con u € D(L). Por lo tanto, f se
encuentra en el rango de L — 2. Dado que C*°[0,1] es denso en L?(0,1), esto
demuestra que L — z tiene un rango denso. La misma construccién se aplica a
L — z, por lo que concluimos que L es esencialmente autoadjunto.

Extension de Friedrichs

Para un operador simétrico positivo, cominmente buscamos una extension
autoadjunta que también sea positiva. La observacién al final de la seccién
anterior plantea la pregunta de si esto es posible. La respuesta es clara en el
caso esencialmente autoadjunto, ya que la clausura de un operador positivo se
muestra facilmente como positiva. En el caso general no es tan obvio, pero, de
hecho, las extensiones positivas existen en general.

Kurt Friedrichs resolvié este problema desarrollando un método de extension
basado en la forma cuadrética u — (u, Au) asociada a un operador positivo
A. Cabe destacar que siempre podriamos desplazar un operador positivo por
una constante, sin cambiar el dominio de la extension. Por lo tanto, el contexto
natural para el método de Friedrichs es un operador simétrico S que es semi-
acotado, lo que significa que existe una constante a € R tal que

(u, Su) > allul®

para todo u € H.

upongamos que S es un operador simétrico en un espacio de Hilbert H
que es semi-acotado. Entonces, existe una extension autoadjunta de S
que satisface la misma cota.

Demostraciéon. Sumando una constante a S, si es necesario, basta considerar el
caso a = 1, donde S satisface

2
(u, Su) 2 |lull*.
Como S es simétrico, esto implica que la forma sesquilineal

Qlu,v] := (u, Sv)

define un producto interno en D(S). Sea Hg la completacién del espacio de
Hilbert abstracto de D(S) con respecto a Q[-,-]. Los elementos de Hg son
clases de equivalencia de secuencias en D(S) que son de Cauchy con respecto
a la norma || - || asociada a Q[-,-]. Nuestro objetivo es identificar H¢ con un
subespacio de H. Primero notamos que la inclusién de (D(S), Q[,]) en H dada
por el mapa identidad es continua, por la desigualdad anterior. Por lo tanto,
admite una extensién tinica a un mapa lineal continuo J : Hg — H.
Afirmamos que J es inyectiva. Para demostrarlo, supongamos que w € Hg y
J(w) = 0. Dado que D(S) estd inmerso en H¢, podemos encontrar una secuencia
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{vr} € D(S) tal que vy — w en Hg. Por la continuidad, J(vy) — J(w) en H
a medida que k — oco. Ya que J(w) =0y J se reduce a la identidad en D(5),
esto implica que

lim |lvg]| = 0.

k—o00

Usando el hecho de que el producto interno en H¢ es una extensién continua
de la forma sesquilineal @, para u € D(S) podemos calcular

(w,u) 3y, = lim Qlug,u] = lim (vg, Su).
k—o0 k—o0
Esto implica que (w,u)y, = 0 para todo u € D(S). Dado que D(S) es
denso en Hg, se sigue que w = 0.
Usando el hecho de que J es inyectiva, podemos interpretar Hg como un
subespacio de H identificando w € Hg con J(w) € H. La extensién autoadjunta
deseada A ahora puede definirse en el dominio

D(A) :={u € Hg : [(u,v)n,| < C||v|| para todo v € He} .

La condicién sobre u implica que v +— (u, v)3;, se extiende a un funcional
lineal acotado en H. El lema de Riesz luego define un elemento dnico Au tal
que

(u, V), = (Au,v),

para todo v € Hq. Es facil comprobar que u — Au es lineal, y la igualdad
anterior implica que A es simétrico. Ademas, la desigualdad inicial implica que
S CA.

Para ver que A es autoadjunto, utilizamos una variante del argumento del
teorema mencionado anteriormente. Para u € H, el funcional (u,-) es continuo
en Hq, por la desigualdad. Ya que Hg es un espacio de Hilbert, el lema de
Riesz proporciona w € Hq tal que

(u,v) = (w, V)2,

para todo v € Hq. La condicién sobre u implica que w € D(A) y Aw = u. Ya
que u era arbitrario, esto demuestra que A es sobreyectivo. Por otro lema, A*
es por lo tanto inyectivo.

Ahora consideremos u € D(A*). Por la sobreyectividad de A, tenemos
A*u = Aw para algin w € D(A). Ya que A C A*, esto implica A*(u — w) = 0.
Por lo tanto, u = w, ya que A* es inyectivo, lo que demuestra que u € D(A).
Esto establece la inclusién D(A*) C D(A), demostrando que A es autoadjunto.
La igualdad entre (u, Au) y ||ul|? para todo u € D(A) concluye la prueba. M

La construccién de Friedrichs se puede aplicar de manera mas general para
construir un operador autoadjunto a partir de una forma cuadratica definida en
un subespacio denso H; C H. Los requisitos para H; en esta construccién son
evidentes en la demostracién. Necesitamos que H; sea un espacio de Hilbert
con respecto a (-, )3, vy que la inclusién H; — H sea continua, lo que significa
que existe C' > 0 tal que

Jull < Clull,

para todo u € Hi.
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Operadores Compactos

En 1916, Riesz observé que muchas caracteristicas cualitativas del espectro
de los operadores integrales podrian deducirse de una propiedad que él denomind
continuidad completa'. La formulacién moderna de esta condicion es la siguiente:

Definicién 3.5.1. Operador Compacto

Un operador T en L(H) es compacto si para cualquier secuencia acotada
{ur} C H, la secuencia {Tuy} tiene una subsucesion convergente.

&

Otra manera de expresar esto es que T mapea subconjuntos acotados a
subconjuntos relativamente compactos. La misma definicién también se aplica
a mapas entre espacios de Banach, pero nuestro enfoque esta en los operadores
de espacio de Hilbert.

El ejemplo mas basico de un operador compacto es un operador acotado de
rango finito. Si {Tuy} es una secuencia acotada contenida en un subespacio de
dimensién finita de H, entonces el teorema de Bolzano-Weierstrass implica que
{Tu;} tiene una subsucesién convergente. Por lo tanto, todos los operadores
acotados de rango finito son compactos.

Se deduce directamente de la definiciéon que la suma de operadores compactos
es compacta. Ademads, si B es un operador acotado y T' es compacto, entonces
la continuidad de B implica que tanto BT como T'B son compactos. Podemos
resumir estas observaciones de la siguiente manera:

Lema 3.5.1. Algebra de Operadores Compactos

I conjunto de operadores compactos en H forma un dlgebra y un ideal

bildatero dentro de L(H). o

Junto con estas propiedades algebraicas, tenemos un importante resultado
analitico: los operadores compactos forman un subespacio cerrado con respecto
a la topologia del operador.

Teorema 3.5.4. Operadores Compactos y Convergencia

i{T,} es una secuencia de operadores compactos en H que converge (con
respecto a la norma del operador) a un operador acotado T, entonces T
es compacto.

Q

Demostracion. Supongamos que {ur} C H es una secuencia acotada y sea
M := sup |lug||. Usando el hecho de que T; es compacto, podemos elegir
una subsucesién {u1 1} para la cual {Tiu; } es convergente. Luego podemos
tomar {ugx} C {u1,r} de modo que {Trusg } converge, y asi sucesivamente. El
resultado es un conjunto anidado de subsucesiones {u, i} para el cual {Tjum 1}
es convergente a medida que k — oo para m > j.

Ahora consideremos la subsucesion diagonal wy, := ug . Afirmamos que la
secuencia de imagenes {Twy} es de Cauchy. Para demostrarlo, elijamos ¢ > 0.
Existe un n tal que

T, - Tl <e

por la convergencia de la norma T,, — T'. Para este valor de n,

| Twi — Twn,|| < 2Me + | Twy, — Tow|
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por la desigualdad triangular. La secuencia {T;wy} es convergente por la
construcciéon diagonal, y por lo tanto también de Cauchy. Por lo tanto, existe
un N > 0 tal que para k,m > N,

I Thwe — Thwnl| <e.
Aplicando esto, obtenemos
I Twy — Twp| < (2M + 1)e,

para k,m > N. Dado que M es fijo y € es arbitrario, concluimos que {Twy} es
de Cauchy, y por lo tanto convergente. |

La estrecha conexion entre operadores compactos y operadores de rango
finito se demuestra con el siguiente resultado. Nuestra prueba se limita a espacios
de Hilbert separables por brevedad, pero el resultado se extiende al caso no
separable.

ea H un espacio de Hilbert separable. Un operador T en L(H) es compacto
sty solo si existe una secuencia de operadores acotados de rango finito
{T,} tal que | T,, — T — 0.

Demostracion. Dado que los operadores acotados de rango finito son compactos,
los limites de secuencias de tales operadores con respecto a la topologia de la
norma del operador son compactos.

Para probar la inversa, supongamos que 1" es un operador compacto. Nuestro
objetivo es construir una secuencia aproximada de operadores de rango finito.
Esto es trivial si dim H < oo, asi que asumimos que dim H = oc.

Existe una base ortonormal {e;} para 7. Sea P, la proyeccién ortogonal
sobre el espacio generado por {ej,...,e,} v R, la proyeccién ortogonal sobre
{e1,...,en}*, de modo que P, + R,, = I. Claramente P, T es acotado y de
rango finito, asi que podemos completar la prueba mostrando que P,T — T.

Para v € H,

(oo}

IR Toll* = Y [{ej, To) .
j=n+1
Tomando el supremo de ambos lados sobre ||v]| = 1 muestra que ||R,T||

disminuye a medida que n — oo. Esto significa que o bien |R,T| — 0 o
|IR.T|| > e para todos los n para algin € > 0. Asumamos que se cumple lo
ultimo. Entonces, para cada n podemos elegir v,, € H con |lv,|| =1 tal que

|Ry T, > €.

Por la compacidad de T, la secuencia {Tw,} admite una subsucesién
convergente: Tv,, — w € H a medida que £ — oco. Entonces,

[ B T || < || By wll + || R, (T0my, — w)],

y tomando k — oo da
e <liminf |R,, w]|.
k—o0
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Esto es una contradiccién porque

1B ] = D [lejw)l,

J>ng

y por lo tanto ||R,,w| — 0 por la desigualdad de Bessel. Concluimos que
|R.T| — 0, lo que demuestra que P,T — T. |

Utilizando el Teorema, podemos desarrollar una caracterizacién equivalente
de la compacidad, que a veces se toma como la definicion.

n operador acotado T' en L(H) es compacto si y solo si T mapea secuencias
débilmente convergentes a secuencias convergentes.

Demostracion. Supongamos primero que T es compacto y {ur} C H es una
secuencia que converge a w en sentido débil. Para cada v € H, la convergencia
débil implica una cota

st}ip [{ug, v)| < oo.

Por lo tanto, por el teorema de acotamiento uniforme, existe M > 0 tal que
lJur|l < M

para todos los k. Dado € > 0, el Teorema implica que existe un operador acotado
de rango finito T;, tal que ||T;, — T'|| < . Reemplazando T por T,, da

1T (ur = w)|| < [[Tn(u, — w)|| + (M + [Jwl]).

Como T, es acotado y de rango finito, la convergencia débil uy — w implica
que T}, (ur, — w) — 0 en norma. Asi, tomando k — oo da

lim sup 1T (urx — w)l| < e(M + [Jwl]).
e el

Esto se cumple para todo € > 0, lo que prueba que Tu — Tw.

Para probar la otra direccién, asumimos que T € L(H) mapea secuencias
débilmente convergentes a secuencias fuertemente convergentes, y dejamos que
{ur} sea una secuencia acotada en H. El teorema de Alaoglu proporciona una
subsucesion {ug,} que converge débilmente a algiin w € H. Por supuesto, el
hecho de que ug; —w — 0 en sentido débil implica la convergencia en norma
Tukj — Tw. |

Operadores de Hilbert-Schmidt

Los primeros operadores compactos que se estudiaron fueron operadores
integrales de un tipo especifico, introducidos por David Hilbert y Erhard Schmidt
en 1907. Supongamos que (X, M, i) es un espacio de medida tal que L?(X, dpu)
es separable (por ejemplo, un subconjunto 2 C R™ con medida de Lebesgue).
Un operador de Hilbert-Schmidt en L?(X, du) es un operador integral definido
por

Tf(z) = /X K (2, 9) £ (5)du(y),
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3.5. Criterios de Autoadjuncién

donde el nuicleo integral satisface
K € L*(X x X,du ® dp).

La integral en el lado derecho se define para casi todo z. Para ver esto,
noétese que
. |K (z,y)f(W)ldu(y) < K (z,)llL2x)llf]]
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. La funcién |K(-,-)|? es integrable en
X x X, por lo que [|[K(z,-)||z2(x) < oo para casi todo x por el teorema de
Fubini.

1T es un operador de Hilbert-Schmidt con nicleo integral K, entonces
1T < 1 K| £2(x < x),

y T es compacto.

Demostracion. La estimacion de la norma del operador se sigue al cuadrar la
integral y luego integrar:

1T = /X ( /X |K<x,y>f<y>|du<y>) du(z) < /X 1K )2 oy |12 () = K122 e 11

Por la suposicién de que L?(X, clﬂ) es separable, existe una base ortonormal
{¢x}. Es facil verificar que {¢; ® ¢1} proporciona una base correspondiente
para L*(X x X,du ® dp). En términos de esta base, K tiene la expansion

K(z,y) =Y ajd;(2)or(y),
7,k

convergiendo en el sentido L2, donde

aji = (b5, T¢r).

Por un teorema anterior,
||K||%2(X><X) = Z ‘ajk|2-
Jik

La expansiéon de la base proporciona una aproximacion natural de rango
finito y acotada T, con nicleo integral

N

Kn(m,y) =Y ajrd;()ony).

k=1

Por la estimacién utilizada anteriormente,

1T — TNH2 <K - KN||2L2(XxX) = Z |ajk|2-
G k>N

Esto es la cola de una serie convergente, implicando que ||T'— Tx|| — 0 a
medida que N — oo. |
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3. Operadores

Ejemplo 3.5.1. Operador de Integracién en L2(0, 1)

n L?(0,1), consideremos el operador de integracion T, dado por

Tf(z) = / e

Esto se puede escribir como un operador integral con el nicleo,

1, z<y,
0, z>u.

K(l‘,y) :{

Claramente K € L?*((0,1) x (0,1)), por lo que T es un operador de
Hilbert-Schmidt y, por lo tanto, compacto.

o

Si T tiene un nicleo integral K, entonces la norma L? de K se denomina
la norma de Hilbert-Schmidt de T'. La férmula permite extender esta nocién
a operadores en un espacio de Hilbert separable abstracto H. Decimos que
T € L(H) es de Hilbert-Schmidt si, para una base ortonormal {¢y},

2 2
TN == D 1465, Ton)[* < oo
gk
(En el caso de matrices de dimensién finita, esto se denomina norma de
Frobenius.) Para operadores integrales, esta suma es independiente de la eleccién

de la base ortonormal. Esto sigue siendo cierto para cualquier operador compacto,
aunque la demostracién no es tan obvia.
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CAPITULO 4

Espectro y Resolvente

4.1. Introduccion al Espectro y Resolvente

David Hilbert fue el primero en usar el término .*spectro"para describir el
conjunto de autovalores de un operador lineal, en una serie de trabajos que
comenzaron en 1904. Aparentemente, fue motivado por una analogia suelta
entre los conjuntos discretos de autovalores de ciertos operadores integrales
y las lineas espectrales atémicas descubiertas por los fisicos en el siglo XIX.
Notablemente, la analogia de Hilbert se convirtié en un vinculo directo solo unas
décadas después, en el cilculo innovador de las lineas espectrales del atomo de
hidrégeno por Erwin Schrédinger en 1926. (Veremos este cdlculo en la Seccién
7.4).

El espectro de una matriz M es el conjunto de sus autovalores (otro
término acufiado por Hilbert). Los autovalores fueron originalmente definidos
por Augustin-Louis Cauchy como las raices del polinomio caracteristico,
q(2z) = det(M — zI). Dado que ¢(A) = 0 precisamente cuando M — AI no
es invertible, cada autovalor estd asociado con un autovector, un vector no nulo
v para el cual Mv = \v.

En el caso de los operadores, el determinante no estd generalmente definido,
asi que definimos el espectro en términos de la invertibilidad de T — z, para
z € C. (Para simplificar la notacién, un niimero que aparece en una férmula de
operador se interpreta como un multiplo de la identidad, de modo que T — z
representa T — zI). Todavia tiene sentido definir autovalores en términos de la
existencia de un autovector. Esto no da todo el espectro, sin embargo, porque
no existe un teorema de rango-nulo en el caso infinito-dimensional. El operador
T — )\ podria no ser invertible incluso cuando T'— A es inyectivo y por lo tanto
no hay autovector para .

4.2. Definiciones y Ejemplos

Definicién 4.2.1. Espectro y Resolvente

Sea T un operador en un espacio de Hilbert H, posiblemente no acotado.
Un autovalor de T es un numero N\ € C para el cual existe un
correspondiente autovector ¢ € D(T') \ {0}, tal que

Té = A
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4. Espectro y Resolvente

El conjunto de autovalores se llama el espectro puntual y se denota
por o, (T). Cada autovalor lleva una multiplicidad, definida como la
dimension del espacio de autovectores que comparten el mismo autovalor.
El espectro o(T) es el conjunto de puntos X\ € C para los cuales T — A
no tiene una inversa acotada. El complemento del espectro es el conjunto
resolvente, denotado por p(T). El operador acotado (T — z)~ ' se llama
la resolvente de T en z € p(T).

Ejemplo 4.2.1. Operador Diferencial

Consideremos el operador diferencial T := —i% del Ejemplo 3.21, que fue
considerado autoadjunto en L*(0,1) con el dominio D(T) consistiendo en
funciones absolutamente continuas que satisfacen condiciones de frontera
periodicas. Este operador tiene las evidentes autofunciones,

¢k (LL') o e2m‘kw

para k € Z. Las autofunciones constituyen una base ortonormal para
L?(0,1), por los argumentos de la base de Fourier del Ejemplo 2.32. Para
z € C\ (27Z), podemos definir la resolvente por

(T —2)71: ¢y, = 20k — 2) Loy,
El operador (T — z)~! es asi acotado, con norma

1

_ -1 - @@
T =271 = Sz

Por lo tanto, p(T) = C\ (27Z) y

o(T) = opt(T) = 27Z.

4.3. Propiedades Basicas del Espectro

Para operadores acotados, podemos utilizar la norma del operador para
estimar el espectro al elaborar una férmula para (T — z)~! cuando |z| > ||T.

Lema 4.3.1. Acotacién del Espectro para Operadores Acotados

Para un operador acotado T,

o(T)yc{zeC: |z <|T|}

Demostracion. Para |z| > ||T||, la serie
o0

S = Zz_kT’C
k=0

converge absolutamente en £(#), y por lo tanto define un operador acotado.
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4.3. Propiedades Basicas del Espectro

Claramente T conmuta con S, y la identidad obvia,

TS =2(8-1),
implica que
(T —2)8=—=z.
Por lo tanto, T' — z tiene una inversa acotada y z € p(T). ]

En secciones posteriores, estudiaremos el operador resolvente en mayor
detalle y lo utilizaremos para desarrollar una mejor comprensién del espectro.
Antes de adentrarnos en este andlisis, es util observar que la resolvente y el
espectro se comportan de manera natural con respecto a los adjuntos. Definamos
la imagen de un subconjunto W C C bajo conjugacién compleja por

W*i={z€C:ze W}

Para un operador cerrado T,
o(T") = o(T) y p(T*) = p(T)"
Si z € p(T), entonces
(T -2 =T -2\
Demostracion. Basta demostrar que p(T)* C p(T*). Esto implicard p(T*) C

p(T)* también, ya que T** = T para un operador cerrado. Supongamos que
z € p(T). ParaveHywe DT,

(v,w) = (T = 2)(T — 2)""v,w)
(T = 2)7 v, (T" = 2)w)
(0, (T = 2) 71 (T" = Z)w).

Ya que v y w son arbitrarios, esto muestra que
(T —2)"Y(T*—2) =1, enD(T").
Un argumento similar muestra que
(T* = 2)(T —2)"']* =1, enH.

Por lo tanto, z € p(T*) y se cumple la relacién. |

Espectro del Operador de Multiplicacion

Los operadores de multiplicacién introducidos en el Ejemplo ??7 jugardn un
papel fundamental en el teorema espectral desarrollado en el Capitulo 7?7, de
manera analoga al papel desempenado por las matrices diagonales en dlgebra
lineal.
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4. Espectro y Resolvente

Recordemos cémo se define un operador de multiplicacién para un espacio
de medida o-finita (X, M, u). Asociado con una funcién medible f : X — C se
encuentra un operador

My u— fu,
que acttia en el espacio de Hilbert L?(X,du). Este operador estd acotado, con
norma ||My|| = || f|ls, si y solosi f € L>(X,du). De lo contrario, My se define
como un operador no acotado en el dominio

D(My) :={u € L*(X,dp) : fue L*(X,dp)}.

El resolvente (M; — z)~! en un punto z € C serd claramente dado por el
operador de multiplicacién correspondiente a (f — 2)~!, siempre que esto esté
acotado. Por lo tanto, z € p(My) siy solosi (f —z)~! € L°°(X, du). El espectro
de M estd asi estrechamente relacionado con el rango de f. Para describirlo
con precisién, introducimos la nocién del rango esencial de f (con respecto a
1), definido por

ess-range f := {z € C: pu(f "(B(z;¢€))) > 0 para todo £ > 0} .

Este concepto es bastante similar al supremo esencial; ambas nociones
permanecen sin cambios cuando la funcién se modifica en un conjunto de
medida cero. Es importante notar que para una funciéon continua en R™, el
rango esencial (con respecto a la medida de Lebesgue) no es el rango en si, sino
més bien su clausura.

Para un operador de multiplicacion My en L*(X,dp),
o(My) = ess-range f.
Si z € p(My), entonces

1

17 =27 = G o)y

Ademds, X € C es un valor propio de My siy solo si u(f~1{A\}) > 0.

Demostracion. Si A € ess-range(f), entonces para todo € > 0, tenemos
|f — A] < & en un conjunto de medida positiva. Esto significa que

I(f =2 oo = 0.

Por lo tanto, My — A no tiene inverso acotado y, por lo tanto, A € o(My). Esto
establece
ess-range(f) C o(My).

Ahora supongamos que z ¢ ess-range(f). Para r < dist(z, ess-range(f)), esto
implica que
u(f~ B(z;r)) =0.

En otras palabras, |f(z) — z| > r para casi todo z € X, lo que implica que
I(f = 2)Hloo <771,
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4.3. Propiedades Basicas del Espectro

y por lo tanto z € p(My). En vista del Teorema ??, esto demuestra
ess-range(f) C o(My).
A partir de aqui, también obtenemos la estimacién del resolvente,
[(My —2)71| < dist(z,0(My)) ™"

Si r > dist(z,ess-range(f)), entonces |f — z| < r en un conjunto de medida
positiva, y por lo tanto

I(F = 2)Hloo =71

Por lo tanto, se cumple la igualdad en la estimacién del resolvente.
Finalmente, probemos la caracterizacién de un valor propio. Supongamos
que ¢ € L?(X,du) satisface la ecuacién de valor propio,

(My—N)¢=0.

En otras palabras, (f — A\)¢ = 0 casi en todas partes en X. Si u(f~1{\}) =0,
entonces la ecuaciéon de valor propio implica que ¢ = 0 casi en todas partes. Por
lo tanto, una solucién no trivial de la ecuacién de valor propio es posible solo
si u(f~H{A}) > 0. A la inversa, si u(f~1{\}) > 0, entonces existe un conjunto
E C f7Y{\} con 0 < u(E) < co. Establecer ¢ = g proporciona una funcién
propia para . |

Resolvente del Laplaciano Euclidiano

Vimos en el Ejemplo que el Laplaciano en R” es autoadjunto con
dominio dado por el espacio de Sobolev D(—A) = H?(R"). Ademas, —A
es unitariamente equivalente a la multiplicacién por |£|?, bajo la transformada
de Fourier. Por lo tanto, por el Teorema 77,

o(—A) =[0,00)

La equivalencia unitaria con M|z también nos permite trabajar una férmula
explicita para el resolvente, lo cual sera 1util mas adelante. Por conveniencia,
escribimos el parametro espectral como z = —x?2, de modo que Rex > 0
corresponde al conjunto resolvente. Nuestro objetivo es invertir el operador
—A+ K2

Por simetria, el nicleo integral de (—A + mz)_l debe depender solo de la
distancia entre puntos, por lo que buscamos una funcién G(k;r) tal que

(-a+) " 1) = [ Glsle = sDfwd",

para f € L? (R"). El nticleo integral G se llama funcién de Green (o solucién
fundamental) para el operador —A + k2. Para resolver esta ecuacién, aplicamos
la transformada de Fourier a la expresién de la izquierda, obteniendo

Flaes) o] - |§|§(f)nz'
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4. Espectro y Resolvente

La transformada de Fourier inversa nos da entonces
-1 _a we 1)
—A+ k2 r) = (27 2/ s 5 e,
( )7 ) = @)E [ et e
Para calcular la integral restante, escribimos
1 o tlel )
—_—_ = e dt,
€[ + K2 /0

para Re k2 > 0. Aplicando esto a la ecuacién anterior y utilizando la definicién
de f, obtenemos la funciéon de Green buscada con

G(k;|lz —yl|) == (27‘()_"/ / ei(x—y)f—t(lﬁlz-i-nz)dnfdt
nJ0

(donde el cambio en el orden de integracion estd justificado por el teorema de
Fubini). La integral sobre £ es ahora una transformada de Fourier gaussiana

estandar,
/ gila=v) =l gng _ (%)5 o—le—ul? /4t

Insertando esto de vuelta en la expresién para G nos da
n > n 2 2
G(r;r) = (4m)" % / tTEeTr T /At gy
0 o0
= (477)7%11"72/ B e tR I/t gy,
0

Esta expresion para G(k;r) se puede comparar con una férmula estdandar
para la funcién Bessel modificada [64, Ec. (10.32.10)],

1 v [
K,(w):== (%) / t_”_le_t_w2/4tdt,
0

valida para v € C y |argw| < /4. Estableciendo w = kr nos da

G(k;r) = (2m)" % (3)17% Kn_i(kr).

K

Aunque asumimos Rex? > 0 para el célculo, ahora podemos recurrir a la

ecuacion de Bessel para verificar que la férmula se extiende al conjunto resolvente
completo Rek > 0. Para n = 3, la férmula se simplifica a

1 e*l‘&’l"

ir v

G(k;r) =

La funcién de Green clésica es el niicleo integral para (—A) 1. Esto se puede
recuperar de la formula tomando formalmente k — 0. Utilizando las asintdticas
bien conocidas de Ky(w) cuando w — 0, obtenemos

— L logr, n=2,
G(0sr) = {1;—’5F(n_1) P2 n >3
1 2 ) =9

La existencia de G(0;7) como un nticleo integral para (—A)~! no contradice
el hecho de que 0 € o(—A), porque estos nicleos no definen operadores acotados
en L2 (R").
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Laplacianos Discretos

Como una tltima clase de ejemplos, consideramos algunos operadores en
el espacio de Hilbert discreto ¢ (Z™) que surgen en el contexto de la fisica del
estado solido.

Para definir un andlogo discreto del Laplaciano, comenzamos escribiendo el
Laplaciano unidimensional como el limite de un cociente de diferencias,

CAf(2) = tim P @ St ) = fla—h)

h—0 h?

Esta féormula sugiere que el andlogo discreto del Laplaciano en una red regular
deberia definirse congelando h en un valor no nulo igual al espaciado de la red.
Por ejemplo, en (2 (Z") estableceriamos h = 1 y definiriamos

“Agnfk) = D> (f(k) = f(m)).

meZm™:|k—m|=1

Notese que la suma es finita. Para cada k € Z", incluye los 2n vecinos mas
cercanos en la red. Es claro a partir de la desigualdad triangular que

|—Azn

< 4n.

Por lo tanto, podemos ver que —Ay» es autoadjunto solo verificando simetria,

(fi=Bzmg) = Y [(k)(g(k) = g(m))

k,m:|k—m|=1

= > (fm)—f(k)g(m)

k,m:|k—m|=1
= <_AZ" fv g> .

Para determinar el espectro de —Agzn, utilizamos la transformada de Fourier
discreta F: L% (T™) — ¢% (Z™), dada por

n

Flh)(k) = (2r) /2 / e " On(0)d"0,

donde T" := (R/27Z)™. Este mapeo es unitario, con inversa dada por la serie
de Fourier,

FrA0) = @2m) 2 > ™0 f (k).

kezm

Para g € L? (T"), calculamos

—Apn Flgl(k) = > (2m)™/? / ) (70 —emim) g(0)d"0
|k—m|=1
— (27 —n/2 e—ik:-@ o e—iGj _ ei9j mn
en= [ 2. ) 9(6)d"6
= Z]—" [(2—2cosb;)g] (k).
j=1
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4. Espectro y Resolvente

Asi, F proporciona una equivalencia unitaria entre —Az» y el operador de
multiplicacién My actuando en L2 (T"), para la funcién

H(O) := zn:(Q—Qcost).

j=1
Se sigue del Teorema ?7 que
o (—=Agzn) =[0,4n].

Los operadores discretos como —Ayzn se utilizan con frecuencia como modelos
para problemas en cristalografia. Estos modelos son altamente simplificados
desde un punto de vista fisico, y sin embargo, su comportamiento matematico
puede ser extremadamente complejo. Uno de los ejemplos més famosos de esta
complejidad surge como un modelo discreto para el problema de electrones
en una red bidimensional, sujeto a un campo magnético constante aplicado
perpendicularmente a la red. El fisico P. G. Harper propuso en 1955 [42] modelar
este sistema utilizando un operador Hamiltoniano cudntico H, actuando en
2 (Z*), dado por

Hou(my,me) :=u(my + 1,ma) +u(my —1,ms)

+ e~ 2miamy (mh Mo + 1) + e2miamy,, (Tnl7 ma — 1) s

donde « € [0, 1]. El pardmetro « representa la intensidad del campo magnético.
Es facil comprobar que H, es acotado y autoadjunto. El caso a@ = 0 se reduce a
H() = Azz + 4

El modelo de Harper es relativamente facil de analizar cuando « es racional.
Si @ =p/q con p,q € N, entonces H,, es periédico en ambas dimensiones, con
una celda fundamental de tamafio ¢ x 1, como se ilustra en la Figura [{.1] Para
analizar el espectro, podemos adaptar la transformada de Fourier discreta a
esta estructura periédica. Definimos el mapa U : £2 (Z2) — L? (']I‘Q, (Cq) por

U);6) = 5= 3 e MF (G~ 1+ gk ).

kezZ?

Notese que la componente j-ésima de U f es la transformada de Fourier
estandar de la restricciéon de f al sitio j-ésimo en cada celda. Este mapa U
es un caso especial de la transformada de Floquet (también llamada Bloch-
Floquet), que es una herramienta fundamental en la teorfa espectral periédica.
La Figura muestra la celda fundamental para H, cuando ¢ = 5. Es facil
comprobar que U es unitario. Para definir su inversa, escribimos

1

U*g (m17m2) = %

/]rz eikel +imgeggj (9)d297

donde m; =j—14qk,conkeZy j=0,1,...,q— 1. La formula de inversién
para series de Fourier implica que U* = U~1.

Podemos calcular el espectro de H,, (atin asumiendo o = p/q) computando
UH,U*. Es 1til escribir H,, en términos de operadores de desplazamiento, como

Hy = 81+ 55 + e 2mm/ag, 4 2rivmi/agy,
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4.3. Propiedades Basicas del Espectro

donde
Siu (my,ma) :=u(my +1,mg), Sou(my,ms):=u(my,ms+1).

Bajo la conjugacién por U, Ss se comporta como un desplazamiento ordinario
de series de Fourier, }
US,U*g(0) = e%2g(0).

La accién de S es un poco mas complicada. Estableciendo my = j — 1 + gk
como arriba, tenemos

(51U%g) (0) = U"g(j + qk)
_ 5= Jpo €ROFIm220, 0 (0)d20, < g,
% fT2 ez(k+1)91+zm29291(9)d267 ] =q.

Aplicando U entonces da

* . 7 9 9 j < q,
siv7g) i) = 40T <
eg1(0), j=q.

Usando las relaciones anteriores junto con la definicién de H,, podemos ver
que U conjugate H, a un operador de multiplicacién matricial A en L? (']I‘Q, Cq).
Esto tiene la forma

[Agli(0) = Ai(0)g;(0),

Jj=1

donde A(6) es la funcién matricial autoadjunta

. 0 e 0 I,
A(a)._<lq_1 0 >+<e—i91 0 >+D(92),

con I, la matriz identidad de dimensién (¢ — 1), y D (62) la matriz diagonal
q X q dada por

[D (92)]” = 2cos (27T(Jq_1)p — 6‘2) (5”

Utilizando la continuidad de A(#) y la compacidad de T?, es sencillo comprobar
que A — )\ es invertible si y solo si la matriz 2 x 2 A(f) — X es invertible para
todos @ € T?2. Por lo tanto, para o = p/q podemos concluir que

0€T?

Por ejemplo, enel casop=1y g =2,

B 2c080y 1+ et
A(9) = ( 1+4e ™ —2cos6y ) ’

Los autovalores de A(f) son

Ai(0) = £+/2 + 2cos (61) + 4 cos? (6),

63



4. Espectro y Resolvente

Figura 4.1: Celda fundamental para H, cuando q¢ = 5.

y por lo tanto

o (Hyja) = [-VE.VA)

En su tesis doctoral de 1976, Douglas Hofstadter realiz6 cdlculos numéricos
que desvelaron por primera vez la compleja estructura de o(H,) para valores
racionales de . Su trabajo incluy6 un grafico bidimensional de estos espectros,
ahora conocido como la "mariposa de Hofstadter", ilustrada en la Figura [4.2
Este grafico muestra la posibilidad de una extrema inestabilidad del espectro
bajo perturbaciones. Uno podria pensar que la intrincada estructura de las
bandas espectrales es un artefacto del modelo simplificado de Harper. Sin
embargo, en 2013, tales patrones fueron observados en la naturaleza por varios
grupos de investigacién independientes. Estos experimentos involucraron grafeno,
un material exético compuesto por atomos de carbono dispuestos en una red
hexagonal bidimensional de un solo 4tomo de espesor.

Determinar el espectro de H,, para « irracional es un problema mucho méas
dificil que el calculo usado para crear la Figura El trabajo de Hofstadter dio
soporte a una conjetura anterior de Mark Azbel de que o(H,) es un conjunto
de Cantor para valores irracionales de «, y por lo tanto, tiene medida cero. Esta
conjetura, posteriormente popularizada por Mark Kac y Barry Simon como el
problema del "ten-martini", sigue siendo un area de investigacién activa en el
estudio de los sistemas cuanticos y la teoria espectral.

4.4. Resolvente

Para una matriz, el hecho de que el espectro pueda definirse como las raices
del polinomio caracteristico nos permite aplicar herramientas poderosas del
andlisis complejo a preguntas espectrales. Por ejemplo, la existencia de valores
propios se sigue del teorema de Liouville, a través del teorema fundamental del
algebra.

Para un operador general no hay un analogo directo del polinomio
caracteristico. Sin embargo, aiin podemos traer el analisis complejo a la imagen
interpretando el resolvente como una funcién holomorfa del pardmetro espectral.
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Mariposa Hofstadter
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Figura 4.2: La mariposa de Hofstadter: El espectro de H, se representa
horizontalmente para valores racionales de a que varian de 0 a 1 en el eje
vertical. Gréfico de autoria propia.

Funciones Analiticas de Operadores con Valor

Para establecer nuestro andlisis del resolvente, primero desarrollamos algunas
teorias basicas de familias analiticas de operadores acotados. A lo largo de esta
discusién, usaremos €2 para denotar un subconjunto abierto y conectado de C.

Definicién 4.4.1. Mapa Analitico

Un mapa F : Q — L(H) es analitico si para cada zy € S existe una
secuencia de operadores acotados {An}52 C L(H) y 1o > 0 tal que

0o
§ Z_ZO n7

con la serie convergiendo absolutamente para |z — zp| < rg.

&

Por el test de la raiz, el radio de convergencia absoluto de la serie de potencias
AL
ro = (limsup||An|n> )
n—roo
En particular, esto significa que para T' € L(H), la serie geométrica,
(I —2T)" Z 2",

es convergente para |z| < ||T||~!. Una expansién de operador de la forma es
llamada una serie de Neumann. Es f4cil verificar que (I — 27)~"! es analitica en

es
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4. Espectro y Resolvente

cada punto zg € {|z| < ||T||~'}, usando una expansién de serie geométrica:

(I—2T)" ' =[(I—2T)—(z—2)T]""
e k
= (I —2T)"" Z(z — )k [T (I—2zT)"",

k=0

para |z — zg| suficientemente pequefio.
Como en el caso escalar, la analiticidad de operadores con valor esta

relacionada con la existencia de una derivada compleja. Una funcién F : Q —
L(H) es holomorfa si el limite

F'(z) = }{%w

)

existe (en la topologia de la norma del operador) para cada z € . Para hacer
la conexién entre funciones holomorfas y analiticas, podemos usar integrales de
contorno con valor de operador.

Para mantener breve esta discusion, solo definiremos integrales de contorno
en un sentido débil. Decimos que F : Q@ — L(H) es débilmente continua si la
funcién z — (v, F(z)w) es continua para cada v, w € H.

Suponga que F : Q — L(H) es débilmente continua, y sea vy una curva
cerrada y suave por partes en ). Hay un unico operador acotado, denotado
por

7 = / F(2)dz

tal que

(v, Tw) = /(v,F(z)w)dz
Jy
para todos v,w € H. Ademds,

|| < £(7) sup || F(2)]
zey

Demostracion. El formulario sesquilineal,
q(v,w) = /(uF(z)w}dz7
¥

estd bien definido por la suposicién de continuidad débil. Ademads, ya que ~y es
compacto,

sup(v, F(z)w) < 00
zey

para cada v, w € H. El principio de acotacién uniforme implica que

sup ||F(2)|| < oo.
zey

Por lo tanto, ¢(-,-) estd acotado como un formulario sesquilineal, con

lg(, I < £(v) Sup IEC)]-
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4.4. Resolvente

Por el Corolario del Lema de Riesz, se sigue que existe un tnico T' € L(H)
tal que

q(v,w) = (v, Tw),

con ||T[| = flq(:, ).

Uno podria extender la definiciéon dea través de una formulacién con valor
de operador de sumas de Riemann. Este enfoque permite suposiciones de
regularidad considerablemente menos restrictivas sobre F' y . No entraremos
en detalles aqui, ya que la formulacién débil dada en el Lema 77 es suficiente
para nuestras aplicaciones. |

Decimos que una funcién F' : Q — L(H) es débilmente holomorfa si, para
cada v,w € H, la funcién

z = (v, F(2)w)

es holomorfa en (). La ventaja de usar nociones débiles de holomorfia e
integracién de contorno es que podemos desarrollar la teoria utilizando el
analisis complejo ordinario. El siguiente resultado muestra que no perdemos
nada al tomar este enfoque.

Para una funcién F : Q — L(H), estas condiciones son equivalentes:
(a) F es analitica.
(b) F es holomorfa.

(¢) F es débilmente holomorfa.

Para probar que (a) implica (b), uno debe demostrar que la diferenciaciéon
término a término de la serie de potencias esta justificada. Este argumento es
esencialmente el mismo que en el caso escalar, por lo que omitimos los detalles.

El hecho de que (b) implica (c¢) es trivial, por lo que queda demostrar que
(c) implica (a). Suponga que F es débilmente holomorfa en Q. Sea zy € Q.
Elija r > 0 de tal manera que B(zo;r) C 2, y sea 7 := dB(zo;7). Aplicando la
férmula de Cauchy a la funcién holomorfa escalar (v, F(-)w) da una expansién

(0, F(2)w) =Y (2 = 20)"an(v,w),
n=0
donde
an(v,w) = L/ %Z)U_?ldz
2mi )., (2 — z0)"
para n € Zy.

Por el Lema 7?7, el coeficiente puede escribirse como
an(va w) = <U7 Anw>7
donde
1 F
A, = —/ 7(2) dz
¥

2mi ), (2 — zo)" Tt
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4. Espectro y Resolvente

El Lema ?? también proporciona la estimacién,
A sup .Z z
= ZE7y ’

lo que implica que la serie de potencias

oo

Q(z) = (2—20)"An

n=0

converge absolutamente para |z — 29| < r. Por lo tanto,
(v, F(2)w) = (v, Q(2)w)

para todos v,w € H. Por lo tanto, F'(z) = Q(z) para |z — zo| < r, y asi F(z) es
analitica en zg.

Como corolario de la prueba del Teorema, obtenemos una forma de operador
del estimado de derivada de Cauchy.

Teorema 4.4.2. Estimado de Derivada de Cauchy para Operadores

Suponga que F : Q — L(H) es analitica, y B(zo;r) C §). Entonces las
derivadas de F' en zy satisfacen

M,n!

Tn

1™ (20)]) <

para n € N, donde
M, := sup [[F(2)|.

|z—zo|=r

Demostracion. Para demostrar este teorema, utilizaremos la férmula integral
de Cauchy para derivadas en el contexto de operadores. Sea F : Q — L(H)
una funcién analitica y consideremos un punto 2y en Q. Elijamos r > 0 de tal
manera que la bola cerrada B(zp;r) esté contenida en €.

Para cada n € N, la n-ésima derivada de F' en z; se puede expresar mediante
la férmula de Cauchy para derivadas como

FO(z) = ﬂ/&dz

2 ), (2 — z)ntt ]

donde v es la frontera de la bola B(zg;r), es decir, una circunferencia de radio
r centrada en zg.

La norma de F(")(zo) se puede estimar utilizando la norma operatorial y la
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4.4. Resolvente

féormula integral de Cauchy como sigue:

n! F(z)
27 (z— ZO)”+1

n! F(z
/ [l
27 + |2 = 20
n!
277/r”+1|

n!M, 1
= 277/7d2|

I (z0)ll < o

dzH

| /\

| /\

_ n!M,
= Tt - 27r
_ M,n!
==
donde M, =sup,_, -, [|F'(2)]|. Esto concluye la demostracion. |

Estos teoremas establecen una relacién profunda entre la analiticidad, la
holomorfia y los operadores en el contexto de las funciones de operadores con
valor. La interpretacion de estas propiedades en el andlisis funcional proporciona
una poderosa herramienta para tratar con familias de operadores y entender su
comportamiento en términos de propiedades analiticas y holomorfas.

Analiticidad del Resolvente

Podemos aplicar ahora la teorfa introducida en la Secciéon 77 al resolvente y
utilizarla para derivar propiedades bésicas del espectro.

Para un operador cerrado T, el conjunto resolvente p(T) es abierto y la
funcion z — (T — 2)~! es analitica en cada componente conexa de p(T).

Demostraciéon. Para comodidad en esta discusion, escribamos el resolvente como
R(zT) = (T —2)~%

Para ver que T — z es invertible para z suficientemente cercano a un punto
arbitrario zg € p(T"), primero notamos que

(T = 2)R(20;T) = I — (2 — 20) R(20; T).

El lado derecho puede ser invertido usando la serie de Neumann,

oo

Q(2) =Y (z—20)"R(20;T)",

n=0

que define una funcién analitica para |z — zo| < |[|[R(z0;T)|~". Se sigue de esta
relacién que

(T' = 2)Q(2)R(z0;T) = I.

Similarmente, en el dominio D(T) tenemos

R(z0; TY(T —2z) =1 — (2 — 2z0)R(20; T,

69



4. Espectro y Resolvente

Aplicando Q(z) a esta relacién da
Q()R(z0; T)T = 2) = 1
en D(T). Juntas, estas relaciones implican que
R(zT) = Q(2)R(20; T)-

Por la definicién de Q(z), esto nos da una expansién
R(zT) = Z(Z — 20)"R(z0; T)"
n=0

para |z — zo| < ||R(z0;T)||”". Asi R(;T) es analitica en z. [ |

El Teorema ?? tiene varios corolarios importantes. El primero es una simple
observacion de la relacién entre la norma del resolvente y el radio de convergencia
en la expansion.

Corolario 4.4.1. Norma del Resolvente y Distancia al Espectro

Para z € p(T),
1

=271 G oy

Corolario 4.4.2. Primera Identidad del Resolvente

Para un operador T : D(T') — H, los resolventes en puntos z,w € p(T')
conmutan y satisfacen

(T—2)'—(T-w)'=C-w)(T-2)"Y(T-w™"

Corolario 4.4.3. Segunda Identidad del Resolvente

SiD(S)=D(T) y z € p(S)Np(T), entonces

(S—2)'—(T-2)"1=(S—2)"(S-T)(T -=2)"".

Radio Espectral

Definicién 4.4.2. Radio Espectral

El radio espectral de un operador T se define como

r(T):= sup |z|
z€o(T)

&

Para una matriz autoadjunta, el radio espectral es igual a la norma.
Esperariamos que estas cantidades estén estrechamente relacionadas también
para operadores.

70



4.4. Resolvente

El radio espectral de un operador acotado puede estimarse utilizando el
analogo de una expansion en serie de Laurent para el resolvente. Para T' € L(H),
reemplazando z por 1/z en la férmula de la serie de Neumann da

o0
(T—2)"t= Z zntrn
n=0

para |z| > || T

Corolario 4.4.4. Espectro y Radio Espectral

Para un operador acotado T, el espectro no estd vacio y el radio espectral
satisface

H(T) < |IT)|. .

Demostracion. El limite en el radio espectral sigue inmediatamente de la
expansién. Para probar la primera afirmacién, suponemos que o(T") estd vacio.
Esto implica que (T — 2z)~! es analitico para todo z € C por el Teorema ?7.
Para v, w € H, la funciéon

h(z) = (T — 2) "o, w),

es entonces entera y satisface h(z) — 0 cuando z — oco. Por lo tanto h = 0 por
el teorema de Liouville. Dado que esto se cumple para cualquier v, w, implica
que (T — z)~! = 0 para todo z, lo cual no es posible. |

La relacién entre la norma de un operador acotado y su radio espectral fue
precisada por I. M. Gelfand.

Teorema 4.4.4. Formula del Radio Espectral de Gelfand

Para un operador acotado T,

r(T) = lfm |T"||*.

n—o0

Ademds, si T es acotado y autoadjunto entonces r(T) = || T

Q

Demostracion. Si T™ — 2™ es invertible para z € Cy n € N, entonces T — z
también lo es, por

(T o Z)_l —_ (Tn o Zn)—l(Tn—l + ZTn—Z N zn—l)‘
Por lo tanto, si A € o(T'), entonces A" € o(T"), y tenemos
A" < T
Tomando la raiz n-ésima y dejando que n — oo muestra que
r(T) < liminf |77
n—o0

Por otro lado, considerando la funcién F(z) := (I — 2T)~!, esta es analitica
cerca de z = 0 por la expansién de la serie de Neumann, y para 0 < |z| < r(T)~*

por la identidad
F(z) = —2(T —1/2)7".
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4. Espectro y Resolvente

Aplicando el Teorema ?7 al disco {|z| < a} para a < r(T)~! da la estimacién
17" < Mea™
para n € N. Al limite cuando n — oo esto da
lim sup ||T"||% <al,
n—oco
para todo a < r(T)~!. Por lo tanto,

w < (7).

lim sup ||T"
n—oo

En combinacién con la relacién anterior esto prueba que |77 % — #(T) cuando
n — 00. Si A € L(H) es autoadjunto, entonces || A2|| = || A||? por (3.4). Iterando
este resultado, vemos que

k k
1A% ]| = [|Al1”

para k € N. Restringiendo el limite en la férmula del radio espectral a la
subsecuencia n = 2% da r(A) = || A]|.

Para operadores no acotados en general, no hay un analogo de Corolario 77
o Teorema ?77. El espectro de un operador no acotado puede estar vacio, por
ejemplo. Sin embargo, para un operador autoadjunto A veremos en el Capitulo
5 que o(A) no estd vacio y que r(A) = oo si y solo si A es no acotado (ver
Teorema 5.9). ]

4.5. Espectro de Operadores Autoadjuntos

Algunas propiedades bésicas del espectro de una matriz autoadjunta se
transfieren directamente al caso de operadores.

El espectro de un operador autoadjunto es real, y los eigenvectores
correspondientes a autovalores distintos son ortogonales.

Demostracion. Si A es cerrado, entonces A — z tiene inversa acotada si y solo si
A — z es biyectiva, por el Teorema ?7. Asi, para A autoadjunto y z estrictamente
complejo, el Teorema ?? implica que z € p(A4). Por lo tanto, o(A4) C R.
Supongamos ahora que ¢1 y ¢2 son eigenvectores de A, con autovalores
correspondientes A1, As. Dado que los autovalores son reales, tenemos

0 = (Ad1, pa2) — (p1, Ad2)
= (A1 = A2) (01, P2).

Por lo tanto, A1 # A implica que ¢, es ortogonal a ¢,. |
Otra caracteristica importante de los operadores autoadjuntos es el hecho

de que cada punto en el espectro es un .2utovalor aproximado.°® el siguiente
sentido.
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4.5. Espectro de Operadores Autoadjuntos

Sea A un operador autoadjunto. Entonces z € o(A) si y solo si existe
una secuencia {u,} C D(A) con ||u,|| =1y

lim |[(A — 2z)u,|| = 0.

n—r o0

Demostracion. Si z € p(A), entonces (A — 2)~! mapea H en D(A). Para
u € D(A), podemos establecer u = (A — z)~1v para algin v € H. Si |Jul| = 1,
entonces la acotacién de (A — z)~! da

1< (A =27 llv]l-

Por lo tanto,

1
(4= 2l > =
para todos los vectores unitarios v € D(T'). Por lo tanto, no puede existir una
secuencia de vectores unitarios para los cuales (A — 2)u, — 0.

Ahora asumamos A € o(A). Si A es un autovalor, entonces podemos
trivialmente establecer cada w, igual a un eigenvector. Asi que supongamos que
A no es un autovalor, lo que significa que A — X es inyectivo pero no sobreyectivo.
En este caso, por el Lema ?7? y el hecho de que A es autoadjunto, tenemos que

rango(A — \)* = {0}.

Por lo tanto, el rango de (A — \) es denso en H. Como A — X es inyectivo,
existe un mapa lineal W : rango(A — \) — D(A) tal que (A — )W =1 en
el rango (A — \). Debido a que el rango (A — A) es denso, el operador W es
no acotado. De lo contrario, W podria extenderse a H por continuidad, lo
que implicaria A € p(A). Dado que W es no acotado, existe una secuencia
{vn} C rango(A — A) tal que |jv,]| =1y

lim ||[Wu,|| = cc.
n—roo

De la secuencia {v,} construimos una secuencia de vectores unitarios,

W,
Up 1= ——,
W
satisfaciendo .
A—Nuy|| = ——.
Entonces, por la relacién anterior,

Im [[(A— Auy|| = 0.

n—oo

Resultados como el Teorema 7?7 son particularmente ttiles para perturba-
ciones de un operador cuyo espectro ya se conoce. Esta situacién es comun en
aplicaciones fisicas.
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. Espectro y Resolvente

Ejemplo 4.5.1. Operador de Schréodinger en Mecanica Cuantica

En mecdanica cudntica, un operador de Schrodinger en R™ es un operador
diferencial de la forma —A +V donde V' es una funcion potencial que
actia mediante multiplicacion. Supongamos que V' es una funcion acotada,
real y con soporte compacto. Entonces la multiplicacion por V define un
operador acotado, y por lo tanto —A + V' es autoadjunto en el mismo
dominio que —A, es decir, H?(R").

Podemos construir secuencias aproximativas para o(—A + V') a partir
de funciones de ondas planas €¢'*, para £ € R", que satisfacen

_ r 2 i€z
Ae l€|2ei€ =,

Continuando con el operador de Schrodinger en R™, definimos la familia
de cortes x € C5°(R™) mediante

Xk(@) = (x| — k),

para k € N. Aqui, ¥ es una funcion en C*(R) con ¥(t) =1 parat <0y
¥(t) = 0 para t > 1. Estos cortes se utilizan para construir una secuencia

fr(@) = xp(2)e’™ ",

que se aproximard al espectro de —A + V.
Para esta secuencia, encontramos que

(_A + V- |§|2>fk = ka? - [Aaxk]eiém7
donde el conmutador
[A, xk] == Axk — X£A,

es un operador diferencial de primer orden. Para k grande, |V fi| = |V|,
y podemos estimar

1A, xele’s || < Cevol{k < |a| < k+ 1}
— O™ V),

Por lo tanto,
I(=A+V — [ fil| = O™ =D72).
Dado que || fx||* > vol B(0; k), también tenemos
1l > ck™/2.

Ast, fi/Ilfxll define una secuencia de autovalores aproxzimados para
—A +V, con autovalor |£|?. Por el Teorema ??, esto implica que

[0,00) C o(—A+ V).

&
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4.6. Teoria Espectral de Operadores Compactos

propiedades espectrales es fundamental en el contexto de la mecénica cudntica
y otras areas de la fisica.

4.6. Teoria Espectral de Operadores Compactos

En resultados previos, vimos que los operadores compactos son limites en la
norma de operadores de rango finito. Por lo tanto, es de esperar que la teoria
espectral de los operadores compactos guarde semejanza con la teoria matricial.
En esta seccién, establecemos varias propiedades espectrales para operadores
compactos que son claros analogos de los resultados en algebra lineal.

El primer paso es demostrar que los espacios propios de un operador
compacto son de dimensién finita.

Lema 4.6.1. Dimensién Finita de Espacios Propios de Operadores Compactos

Si T € L(H) es compacto y X # 0, entonces

dimker(7 — \) < oo.

Demostracion. Suponga que ker(T' — X) es de dimensién infinita. Entonces,
existe una secuencia ortogonal {e; 5=1 tal que T'e; = Ae;. Si A # 0, la secuencia
{Ae;} claramente no tiene ninguna subsucesion convergente, por lo que 7" no es
compacto. |

Para analizar la resolvente (T — z)~! para z # 0, es equivalente estudiar
la invertibilidad de I — 2T para z € C. Esto es la aplicacién inmediata que
tenemos en mente para el siguiente resultado. Sin embargo, la formulacién més
general, en términos de familias analiticas de operadores compactos, resulta ser
bastante util.

Teorema 4.6.1. Teorema Analitico de Fredholm

Sea H un espacio de Hilbert separable y F : Q — L(H) una funcidn
analitica en un dominio abierto y conectado  C C, tal que F(z) es
compacto para cada z € ). Entonces, o bien:

(a) I — F(z) no es invertible para todo z € ; o

(b) existe un subconjunto discreto T' C Q tal que I — F(z) es invertible

para z € Q\ T y ker[I — F(z)] # {0} para z € T. 0

Demostracion. Sea zy un punto en 2. Nuestro primer objetivo es reducir la
invertibilidad de I — F'(z) a un problema de dimensién finita cerca de zy. Por
la continuidad de F(-) existe un € > 0 tal que

1
1F() ~ F(o)ll < 5
para |z — zg| < €. Por el Teorema 3.37, existe un operador de rango finito R tal

que

1
|F(z0) — BRIl < 5.
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4. Espectro y Resolvente

Entonces, por la desigualdad triangular,
[F(z) = Rl| <1

para z € B(zp;¢€).
El operador
Q(z):=I-F(2)+R

es entonces invertible por series de Neumann para z € B(zp;¢). Ademés, el
hecho de que F(z) es analitico implica que Q(z)~! es analitico. Esto se puede
ver derivando los coeficientes de la serie de potencias para Q(z)~! a partir de
los de Q(2), justo como en el caso escalar.

La invertibilidad de Q(z) se puede aprovechar para escribir

I-F(z)=Q(:) - R
= (I = RQ(2)7)Q(2).

Por lo tanto, I — F(z) es invertible si y solo si I — RQ(z) ™! es invertible. Ademés,
Q(z) mapea ker[I — F(z)] biyectivamente en ker[I — RQ(z)™1].
Sea {e1,...,e,} una base ortonormal para el rango de R, de modo que

Defina la funcién analitica matricial M (z) por
[M(2))ij = (e, RQ(2)"e;).

El determinante
D(z) :=det(I — M(z2))

es analitico para z € B(zp;¢). Por lo tanto, o bien D = 0 o D tiene un conjunto
discreto de ceros en este disco.
El siguiente paso es mostrar que D(z) = 0 precisamente cuando I — F(z) no

es invertible. Si D(z) = 0, entonces existe un vector no nulo (as,...,a,) € C”
tal que
n
a; =) (e, RQ(2)"e;)a;.
j=1
Para v := Z;l:l aje; esto es equivalente a

v = RQ(z) v

Por (4.31),
(I - P(=)Q(=)v = 0.

Por lo tanto, D(z) = 0 implica ker[I — F'(z)] # {0}. Por otro lado, si D(z) # 0,
entonces (4.32) no tiene soluciones no triviales. Por lo tanto, I — RQ(z)™! es
invertible y también lo es I — F(z).

Hasta este punto, hemos demostrado que el resultado reclamado se cumple
en un vecindario de cada punto zy € 2. La demostracién se completa con un
argumento estandar de conectividad. Los conjuntos

A:={z€Q:I—F(-) no es invertible en un vecindario de z}
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y

B:={z¢€Q:I-F(-) es invertible en un vecindario de z menos un conjunto discreto}

son abiertos y disjuntos por definicién, y hemos mostrado que 2 = AU B. Dado
que €2 es conectado, esto implica que o bien 2 = A o bien 2 = B. |

Como corolario del teorema analitico de Fredholm, obtenemos la siguiente
caracterizacion del espectro de un operador compacto.

Para un operador compacto T en un espacio de Hilbert separable H, todos
los elementos de o(T) \ {0} son autovalores de multiplicidad finita, y
o(T) no tiene puntos de acumulacion aparte de posiblemente 0.

Demostracion. Se sigue directamente de aplicar el Teorema ?7? con F(z) = 2T,
mostrando que existen puntos discretos en C donde I — 2T no es invertible y
que estos puntos son precisamente los reciprocos de los puntos en o(T) \ {0},
cada uno de los cuales es un autovalor. La finitud de las multiplicidades de estos
autovalores se garantiza por el Lema ?7. |

4.7. Teorema Espectral para Operadores Compactos
Autoadjuntos

El Teorema 77 no garantiza la existencia de autovalores. Aunque sabemos que
el espectro de un operador compacto no esta vacio, por el Corolario 77, es posible
que el espectro sea igual a {0} y que cero no sea un autovalor. Por ejemplo, dado
una base ortonormal {ey}, considere el operador de desplazamiento modificado

1
Tek = %ek_;’_l .

Si el operador compacto es autoadjunto, sin embargo, su teoria espectral se
parece mucho al caso matricial.

Sea A un operador autoadjunto compacto en un espacio de Hilbert
separable H. Existe una base ortonormal {¢r} para H, tal que

Adr = A\ ou

para A\, € R, con A\, = 0 cuando k — oo.

Demostracion. Para cada autovalor de A, elija una base ortonormal para el
eigenspace correspondiente. Por el Teorema de operadores autoadjuntos y
la separabilidad de H, la coleccion de estos elementos de base forma una
secuencia ortonormal {¢y} (posiblemente finita). Si hay infinitamente muchos
eigenvectores, entonces el hecho de que los autovalores convergen a cero sigue
del Teorema de espectro de operadores compactos.

Sea W el cierre del espacio generado por {¢,}. Es facil verificar que ya que
A preserva W y es autoadjunto, también preserva W+. La restriccién de A a
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W+ define un nuevo operador A, que también es compacto y autoadjunto.
Ademds, A, no tiene eigenvectores, porque los eigenvectores de A estaban
todos incluidos en W. Por el Teorema de espectro de operadores compactos
concluimos que A tiene radio espectral r(A ) = 0, y sigue del Teorema de
férmula de radio espectral de Gelfand que A, = 0. Esto implica también que
W+ = {0}, porque cualquier elemento no nulo de W+ serfa un eigenvector de A
con autovalor 0. Por lo tanto, W = H, lo que implica que {¢,} es una base. W

El Teorema ?7? es un caso especial del teorema espectral mas general que
se demostrard en el Capitulo 5. Para computaciones o estimaciones de los
autovalores de un operador compacto, podemos adaptar otro principio basico
del caso matricial. (Vea la Seccién 5.4.3 para una versién mds general de
operadores.)

Suponga que A es un operador compacto autoadjunto en un espacio de
Hilbert separable H. Si los autovalores positivos de A se listan en orden
decreciente como Ay > Ao > ..., entonces

) { ) (u, Au) }
)\k = ma mim ——s r,
WeAr (uew\{0} |ul/?

donde Ay denota el conjunto de subespacios de H de dimension k.

Demostracion. Sea {¢y} los vectores base ortonormales correspondientes a los
autovalores {\;}. Para u € span{¢y,..., ¢}, la expansion en base implica que

k
(u, Au) =Y " N |(u, 65)
j=1
> Ail|ull?,
(porque los autovalores estdn en orden decreciente). Por lo tanto,

i (u, Au)

min 3
u€span{¢i,...,¢x }\{0} ”uH

Por otro lado, para cualquier W € A, W Nspan{¢y,...,¢r_1}" tiene
dimensién al menos 1. Por lo tanto, podemos elegir un vector no nulo w €
W Nspan{ey, ..., ¢r_1}++. El hecho de que w estd en el complemento ortogonal
de span{¢i,...,¢r_1} implica que w es una combinacién de eigenvectores con
eigenvalues menores o iguales a \;. Por tanto, se cumple que

(w, Aw) < Apflw]?,

lo que implica que
A
min {u, ;J> < A&
weWw\{0} [[ul]
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4.8. Operadores de Hilbert-Schmidt

Supongamos que A es un operador autoadjunto compacto en L?(£2), donde
2 es un subconjunto abierto de R™. En secciones anteriores, introdujimos el
concepto de operador de Hilbert-Schmidt, que puede representarse con un nicleo
integral en L?. En términos de los autovalores y eigenvectores proporcionados
por el teorema previo, este nicleo tiene la forma

K(z,y) = > Mo (@) ok (),
k=1

que converge en L2(Q x ). Para ciertas aplicaciones, es til poder fortalecer la
convergencia de K a convergencia uniforme imponiendo suposiciones adicionales
sobre Ay K.

Supongamos que 2 C R™ es un dominio acotado y A es un operador de
Hilbert-Schmidt positivo en L*(Y). Si el miicleo integral K (-,-) es continuo
en 2 x ), entonces la eigenfuncion ¢y es continua en Q si A\, > 0, y la
expansion converge uniformemente en conjuntos compactos.

Demostracion. Basta asumir que A\ > 0 para todo k, ya que términos con
Ar = 0 no afectan la suma. Por la definiciéon de K y la ecuacion de autovalores,

oulz) = 3 / K (2, y)x(y) dy.

Dado que Q es acotado, la eigenfuncién ¢, también estd en L(£2), por el
teorema de Fubini. La continuidad de ¢y, se sigue de la ecuacién anterior por el
teorema de convergencia dominada.

Afirmamos que la positividad de A implica que K (z,z) > 0 para todo = € €.
Notemos que si K (zg,zo) < 0 para algin xg € §2, por continuidad K(-,-) < 0
en U x U para algun vecindario U de xg. Esto implicaria

(xv,Axu) <0,

contradiciendo la positividad de A.
Para N € N, definamos la suma parcial

N
Kn(z,y) =Y Meor(@)or(y),
k=1

con el resto Ry (z,y) = K(z,y) — Kny(z,y). Tanto K como Ry son continuos.
De la expansién en L2,

Ry(z,y) = Y Meow(@)r(v),
k=N+1

vemos que Ry (z,y) es el nicleo de un operador positivo. Por tanto, Ry (z,z) >
0, por el mismo razonamiento aplicado a K. Concluimos que Ky (z,z) < K(z,x)
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4. Espectro y Resolvente

para todo N, lo que implica
> Nelon(@)? < K(z, ).
k=1

El teorema de Dini de andlisis real dice que si una secuencia monétona
de funciones continuas en un conjunto compacto converge puntualmente a
una funcién continua, entonces la convergencia es uniforme. Por tanto, la cota
implica que > Ag|¢x(z)|* converge uniformemente en conjuntos compactos.

Para extender este resultado fuera de la diagonal, la desigualdad de Cauchy-
Schwarz nos da

2 mo m2
< D M@ Y Al

k=m- k=m1

fj e ram

k=m1

Por tanto, la serie
Z Akr () dr(y)
k=1

converge uniformemente en conjuntos compactos. El limite es continuo y, por
tanto, igual a K porque la ecuacién se cumple en el sentido L2. |

4.9. Traza de Operadores

Supongamos que A es un operador compacto autoadjunto en un espacio de
Hilbert separable H. Por el Teorema de operadores compactos autoadjuntos,
existe una base ortonormal {¢;} consistente en eigenvectores tales que los
correspondientes autovalores { A} son discretos y convergen a cero. Se dice que
el operador A es de clase traza si

E |>\k| < 00,
k
en cuyo caso definimos

trA:= i Ak
k=1

Un operador compacto T es de Hilbert-Schmidt si y solo si T*T es de clase
traza, y la norma abstracta de Hilbert-Schmidt introducida en secciones previas
puede calcularse como

|T||]s = tr T*T.

En muchas aplicaciones de la teoria espectral, el operador compacto se
presenta en forma de un nucleo integral, y es particularmente util poder expresar
la traza como una integral sobre este ntcleo.

Supongamos que 2 C R™ es un dominio acotado. Si A es un operador de
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Hilbert-Schmidt positivo en L?(Q), con nicleo continuo K(-,-), entonces
trA = / K(z,z)dx,
Q
donde A es de clase traza si y solo si la integral es finita.

Demostracion. Los autovalores A\g y las eigenfunciones ¢ de A cumplen con
Ar > 0. El teorema de convergencia monétona nos permite afirmar que

Ak = e |dn(2)]? de.

Si K es continuo, entonces, de acuerdo con el Teorema de Mercer, se sigue que

Z)\k:/K(x,x)dx.
k=1 @
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CAPITULO 5

El Teorema Espectral

El primer teorema espectral para matrices fue probado por Augustin-Louis
Cauchy, quien establecié que una matriz simétrica real es diagonalizable en
1826. Charles Hermite extendié este resultado en 1855, probando que una
matriz autoadjunta compleja de n x n tiene n autovalores reales, y existe
una base ortonormal para C" consistente en eigenvectores. El teorema de
Hilbert-Schmidt (ver Teorema de Hilbert-Schmidt) muestra que los operadores
compactos autoadjuntos son diagonalizables en el mismo sentido.

En la teoria de operadores, el papel de las matrices diagonales es
desempefniado por operadores de multiplicacion del tipo discutido en el Ejemplo
3.2. La versiéon operador del teorema espectral establece que un operador
autoadjunto es unitariamente equivalente a un operador de multiplicaciéon. Esto
fue establecido independientemente por Marshall Stone y John von Neumann a
principios de la década de 1930. Su desarrollo del teorema espectral fue motivado
por la mecénica cuantica, donde los operadores autoadjuntos juegan un papel
central como las representaciones de observables fisicos como la posicion, el
momento y la energia.

Ya hemos visto un caso especial del teorema espectral de operadores en el
Ejemplo 3.23, donde se observé que la transformada de Fourier en R™ conjugaba
al Laplaciano a la multiplicacién por |£|?. Para ilustrar la diferencia entre la
forma de operador de multiplicacion del teorema espectral y la versiéon matricial,
consideremos el caso de un operador diagonal.

Ejemplo 5.0.1. Operador Diagonal

Supongamos que A es un operador autoadjunto en H, con una base
ortonormal de eigenvectores {¢,} tal que Ap, = A\ para A, € R.
Supongamos ademds que los autovalores A, son distintos. Para expresar
A como un operador de multiplicacion, definimos la medida

M= Zé)un

donde 0, denota la medida puntual en x € R. El mapa unitario
Q : L?(R,du) — H definido por

Qf ==Y f(hn)¢n
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conjuga A a un simple operador de multiplicacion,
Q7 1AQ = M,.

Nota: Si aplicamos la misma construccion a un autovalor X\ con
multiplicidad m, el término correspondiente en (5.1) seria mdy. Esto
cambia la normalizacion de la medida, requiriendo algin ajuste en (5.2)
para hacer que @ sea unitario, pero mo afecta la multiplicidad de A
como autovalor de M. Para acomodar multiplicidades mds altas en esta
construccion, necesitariamos tomar maultiples copias de R.

¢

El teorema espectral puede extenderse desde el caso autoadjunto a la clase
de operadores normales, es decir, operadores acotados que conmutan con sus
adjuntos. De hecho, la extensién a operadores normales podria derivarse como
un caso especial de un teorema espectral conjunto para familias conmutativas
de operadores acotados. Limitaremos nuestra atencién al caso autoadjunto no
acotado en este capitulo, porque ese es el contexto relevante para todas las
aplicaciones discutidas mas adelante en el libro. Nuestro enfoque para la prueba
implica explotar la conexién entre operadores autoadjuntos y unitarios, un truco
debido a von Neumann.

5.1. Operadores Unitarios

En teoria de operadores, el término “calculo funcional” se refiere a la
capacidad de aplicar una funciéon a un operador. La construccién del calculo
funcional continuo para operadores autoadjuntos acotados se desarroll6 en los
ejercicios previos, basandose en aproximaciones polinomiales.

En esta seccién, derivaremos el cdlculo funcional para operadores unitarios
basandonos en series de Fourier y lo utilizaremos para probar un teorema
espectral. Recordemos que un mapa U € L(H) es unitario si y solo si

U*U =UU* = 1. (5.1)

Esta féormula sugiere que el espectro de un operador unitario deberia ser un
subconjunto del circulo unitario S := {|z| = 1} C C, lo cual es efectivamente el
caso.

Calculo Funcional Continuo

Nuestro primer objetivo es definir f(U) para U unitario y f una funcién
continua S — C. Si f tiene una expansién convergente con respecto a la base
de Fourier {e™*?}, entonces podemos definir f(U) reemplazando e**Y en la serie
con U*. Esto proporcionaré el primer paso en nuestra construccién.

Para una funcién f € L'(S), definimos los coeficientes de Fourier discretos

Ccomo 1 o
f(k) = o /0 f () e *dp (5.2)

para k € Z. Si f € C™(S), entonces la integracién por partes repetida
proporciona la estimacion

fk)y=0(1+k)™) (5.3)
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para todo n € N. En este caso, definimos f(U) para U € L£(H) unitario por la
serie convergente

FU) =) kU (5:4)

kEZ

Para extender esta definicién a funciones continuas, el hecho crucial a
establecer es la positividad de f(U) cuando f > 0. Esto nos permitird controlar
la convergencia f,,(U) — f(U) en la topologia de operadores, asumiendo que
la secuencia {f,} C C*°(S) converge uniformemente a f. Recordemos que un
operador A es positivo (A > 0) si

(v, Av) >0, (5.5)

para todo v € D(A).

Supongamos que U € L(H) es unitario. Entonces el mapa f +— f(U)

definido por (b.4) se extiende de manera dnica a un mapa continuo

C(S) — L(H) que satisface las siguientes propiedades:

(2) f(U)* = f(U).

(b) f(U)g(U) = (f9)(U).

(¢) Si f >0, entonces f(U) > 0.
)

(d) [IF @I < sup |f].

Demostracion. Comenzamos la demostracién estableciendo las propiedades para
funciones suaves, especificamente para f € C*(S).

Para la propiedad (a), consideramos la estructura de f(U) como estd definida
en (5.4). Tomando en cuenta que U* = U~!, el adjunto de f(U) se expresa
como:

fO) =>"fu*.

kEZ

Utilizando la definicién de los coeficientes Fourier en (5.2), se deduce que

f (k)y=f (—k). Esta relacién confirma que para funciones suaves, se cumple que
f(U)* = f(U), lo cual establece la propiedad (a).
Para la propiedad (b), consideramos dos funciones suaves f,g € C®(S).

Aplicando la férmula de convolucién para series de Fourier, obtenemos que:

Fotk) =" F0yatk - 1.

leZ

La interpretacién de esta férmula en el contexto de operadores nos lleva
directamente a concluir que f(U)g(U) = (fg)(U), lo que valida la propiedad
(b).

Para la propiedad (c¢), asumimos que f € C*(S) y que f > 0. Definimos
he(z) :== +/f(2) + € para un ¢ positivo arbitrario. Esta funcién es suave y, por
ende, h.(U) estd bien definido por (5.4)) y es autoadjunto por la propiedad (a)
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ya probada. Ademés, la relacién h.(U)? = f(U) + ¢ se sigue de la definicién.
Para cualquier vector v € H, tenemos que:

(v, F(U)) = (v, (he(U)? =€) v)
= [lhe(U)v]* — e]lv]?

—ellvll*.

Y

Al tomar el limite cuando ¢ tiende a cero, obtenemos (v, f(U)v) > 0, lo que
demuestra que f(U) > 0 y asi se establece la propiedad (c).

Para la propiedad (d), consideramos una funcién suave f € C*(S) y
definimos M := sup|f|. La desigualdad M? — |f|? > 0 y la propiedad (c)
implican que:

(v, (M? = |f]2(U)) v) > 0.

Dado que (v, |f[*(U)v) = || f(U)v||?* por las propiedades (a) y (b), concluimos
que || f(U)v|| < M||vl|, lo cual valida la propiedad (d).

Después de establecer las propiedades para funciones suaves, extendemos los
resultados a C(S). El teorema de aproximacién de Weierstrass nos asegura que
C*(S) es denso en C(S) con respecto a la norma sup. Por lo tanto, para cada
f € C(S), existe una secuencia {f,} C C*(S) tal que f,, — f uniformemente
en S. La correspondiente secuencia de operadores {f,(U)} forma una sucesién
de Cauchy en L(H) gracias a la propiedad (d) y, por ende, podemos definir
f(U) como el limite de {f,,(U)}.

Para concluir, verificamos que f(U) es independiente de la eleccién especifica
de {fn} v que las propiedades (a)-(d) se preservan en el limite. Esto completa
la demostracion del teorema. |

Medidas Espectrales

La conexién entre el calculo funcional continuo y la forma del operador
de multiplicacién del teorema espectral es proporcionada por un resultado
fundamental de la teoria de la medida. Utilizaremos el cdlculo funcional para
construir la medida, considerando funcionales C'(S) — C de la forma

f= (v, f(U)v),

para v € H. Por la propiedad (c) del Teorema ?7?, este funcional es positivo en
el sentido de que si f > 0, entonces

(v, f(U)v) > 0.

Un funcional positivo en C(S) conlleva una medida de Borel en S, de
acuerdo con el siguiente teorema, que es una version adaptada del Teorema de
Representacién de Riesz para nuestro contexto.

Dado un funcional lineal positivo 5 : C(S) — C, existe una inica medida
de Borel o en S tal que

B(f) = /S fdu
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para todo f € C(S).

Dada la naturaleza de nuestro funcional positivo 3, definimos la medida de
un subconjunto abierto Q2 C S por

1o(€2) := sup{B(f) : f € C(5),0 < f < 1,supp f C 2}
y extendemos esta definicién a conjuntos de Borel A C S mediante
wu(A) :=1nf {po(Q) : A C Q con Q abierto}.

Para un operador unitario U € L(H) y un vector v € H, el Teorema ?7? (c)
implica que el funcional lineal es positivo en C(S). Por el Teorema 77, existe
una medida de Borel asociada pu, en S tal que

- /S fdps.

Esta se denomina la medida espectral asociada con v.

Dado U y v como se describid anteriormente, el mapa W, : f +— f(U)v
tiene una unica extension continua a una isometria

W, : L2 (S, du,) — H,

tal que

Demostracion. Consideremos f, g € C(S). Por la definicién de W, y el Teorema
79

(W f, Wug) = (f(U)v, g(
=, f(U)g
= (v, fg(U)v

U)v)
(U)v)
)-

Por lo tanto, usando la medida espectral u,, tenemos que

<va7 Wvg> :/S.fgdﬂv

=(f,9)L2(s,dp0)-

Dado que C(S) es denso en L2 (S,du,), y W, preserva el producto interno
para funciones en C(S), se deduce que W, tiene una nica extensién continua a
una isometria de L2 (S, du,) a H.

La identidad UW,[f(z)] = W, [2f(2)] se sigue del hecho de que (zf)(U)
Uf(U), como se establecié en el Teorema ?7(b).
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Teorema Espectral para Operadores Unitarios

La construccién de medidas espectrales nos lleva directamente a la demostra-
cién del teorema espectral en el caso unitario. Recordemos algunas caracteristicas
bésicas de los operadores de multiplicacién, que son fundamentales para nuestra
discusién. Sea (X, M, ) un espacio de medida o-finito. Para un operador de
multiplicacién M que actiia en L?*(X, du) con

D(My) = {u € L2(X,dp) : fu € L*(X, dp)},

el adjunto se define por M} = M sobre el mismo dominio D(M7) = D(My).
Asi, My es unitario si y solo si |f| =1 casi en todas partes con respecto a f.
Para v € H, estéd claro que el rango del mapa W, del Lema ?7? es el espacio

H, :=span{U*v, k € Z}.

Es posible que H, = H, caso en el cual la forma unitaria del teorema
espectral ya estd probada por el Lema ??. Si H, no cubre todo H, podemos
iterar la construccion para obtener el siguiente resultado:

Supongamos que H es un espacio de Hilbert separable y que U € L(H)
es unitario. Entonces existe un espacio de medida (Y,v), definido como

(Yv U) = U(vak>7

k

donde {vi} es una secuencia de medidas finitas, y un mapa unitario
W : LA(Y, dv) — H,

tal que
WlUW = M,,

donde 1n(z) := z en cada copia de S.

Demostracion. Consideremos {w;} un conjunto denso y numerable de #.
Aplicando el Lema 7?7 al vector w; obtenemos una medida v; y un isomorfismo

Wi - LQ(S,dvl) — Hi.

Si H1 = H, entonces la prueba esta completa. De lo contrario, observamos
que U preserva H; por definicién y, por la unitariedad, U también preserva
HE.

Luego, seleccionamos el primer j tal que w; ¢ Hy, y dejamos que vy sea la
proyeccién ortogonal de este w; en Hi-. Aplicando el Lema ?? a vy obtenemos
una medida po y una isometria Wy cuyo rango es Hy. Luego, si Hy & Hy = H,
la prueba esta completa. De lo contrario, tomamos el primer w; ¢ H1 & Ha y
usamos esto para definir vz € (H; @ Hs)" mediante proyeccién ortogonal.

Continuando este proceso, obtenemos una secuencia {v;} (posiblemente
finita) tal que w; € €@, Hy para todo j. Esto implica que

" =D He.
k
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Para el espacio de medida (Y,v) := |J,(S,vx), hay una descomposicién
correspondiente

L*(Y,dv) = € L*(S, duvy).
k

Asi, tenemos un mapa unitario W : L*(Y,dv) — H dado por €, W.
La relacion W—UW = M, se sigue del Lema ?? y la estructura de la
descomposicién. |

Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos

El desarrollo de medidas espectrales nos conduce directamente a la
formulacién y demostracién del teorema espectral en el caso de operadores
autoadjuntos.

Teorema 5.1.4. Teorema Espectral - Forma de Operador de Multiplicaciéon

Supongamos que A es un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert
separable H. Existe una coleccion contable de medidas de Borel finitas
{ur} sobre R y un mapa unitario Q : L*(X,p) — H, con (X,u) =
Uk (R, pe), tal que

Q_IAQ = M,

D(A4) = QD(Ma),

donde o : X — R estd dado por o(zx) := x en cada copia de R.

Q

La equivalencia unitaria de A con M, implica, por resultados previos, que
o(A) = rango esencial(«),

donde el rango esencial se define con respecto a . Esto significa que las medidas
ik, tienen soporte dentro de o(A). La asociacién entre operadores autoadjuntos
y unitarios se inspira en la transformacién de Cayley, que mapea la linea real al
circulo unitario S C C.

Lema 5.1.2. Transformada de Cayley

Si A es autoadjunto, entonces
U:=1-2i(A+i)!

es unitario. V)

Demostracion. Por las propiedades de los operadores autoadjuntos,
[(A+))7] =@A-i)"

Por lo tanto,
U =T+2i(A—i)" !,

y U conmuta con U* porque (A —i)~ y (A +i)~! conmutan. Para completar
la demostracién, observamos que

U U=T+2i(A—i)" —2i(A+49) " +4(A—i) " H(A+q)~ .
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Por la primera férmula del resolvente,
2i(A—i) " = 2i(A+i) T+ 4(A—i) A+ =0.

Por lo tanto, U*U = I, lo que demuestra que U es unitario. |

Demostracion del Teorema espectral

Demostracion. Dado A autoadjunto, sea U el operador unitario definido por
la transformada de Cayley. Del Teorema 7?7, obtenemos la descomposicién
H = € Hy, con una secuencia correspondiente de medidas finitas v, en S y
mapas unitarios Wy, : L2(S,vx) — Hy, tales que

W, 'UWy = M,

donde z es la coordenada compleja en S.

El operador I — U = 2i(A +4)~! es inyectivo en H. Por lo tanto, M;_, es
inyectivo en cada componente de L?(S,vy), lo que implica que vx{1} = 0 para
cada k. Podemos usar la inversa de la transformada de Cayley para definir el
push-forward de v; a una medida de Borel finita en R,

Pk = TV

Existe un mapa unitario correspondiente Wy, : L*(R, duy) — L?(S, dvi) dado
por el pullback ¢ — ¢ on. Definimos (X, 1) = U, (R, px), y el mapa unitario

Q: L*(X,du) - H

por Q = @k Qk donde Qk = Wk\I/k . LZ(R,d,LLk) — Hk.

En X definimos la funcién coordenada o : X — R dada por ai(z) =z en
cada copia de R indexada por k. Para probar que Q(D(M,)) C D(A), basta
considerar cada copia de R por separado.

Para mostrar que Q(D(M,)) C D(A), consideramos f € D(M,) y
observamos que

Q'AQf = AQT'Qf = Af.
Como A es autoadjunto, esto implica que Q f € D(A), por lo tanto Q(D(My)) C
D(A).

Ahora, supongamos que v € H y pertenece a D(A). Para demostrar que
v € Q(D(M,)), consideramos el vector v en la descomposicion H = @ Hy, y
aplicamos el mapa unitario Q:

v=Qf = P Qxfr,
k

donde f = @, fx y cada f € L*(R, duy). La relacién entre A y M, se establece
observando que
Av=AQf = QM.f,
lo que implica que f € D(M,) y v € Q(D(M,)). Por lo tanto, hemos demostrado
que D(4) € Q(D(M,).
Para completar la demostracién del teorema, establecemos la equivalencia
unitaria entre A y M,. Consideramos v € D(A) y observamos que

Q 'Av=Q AQQ v = M,Q M.
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Esto muestra que Q' AQ actia como M, en Q~(D(A)) = D(M,), lo que
completa la demostracién del Teorema ?77.

Para solidificar la relacién entre A y M, consideremos v € D(A). Ya hemos
establecido que Q7 1AQ actiia como M, en D(M,). Especificamente, para
cualquier f € D(M,), tenemos

Q™M AQf = Mo f.

Esto implica que la accion de A en el espacio H corresponde a la accién de
M, en el espacio L?(X,du) a través del mapa unitario Q. Por lo tanto, hemos
demostrado que A y M, son unitariamente equivalentes.

Para concluir, enfatizamos que el conjunto de valores propios de A, denotado
por o(A), coincide con el rango esencial de la funcién «. Esto se deduce del
hecho de que las medidas uy tienen soporte dentro de o(A), lo que implica que
cualquier valor en el espectro de A se refleja en el soporte de al menos una de
las medidas py. La relacién unitaria entre A y M, asegura que las propiedades
espectrales de A se transfieren directamente a M, y viceversa.

Este resultado es profundo ya que establece un puente entre los operadores
autoadjuntos en espacios de Hilbert y los operadores de multiplicacién en
espacios de funciones, permitiendo una comprensién mas profunda de la
estructura espectral de dichos operadores. Ademas, la técnica de la transformada
de Cayley utilizada aqui es un ejemplo poderoso de como las transformaciones
de dominio pueden ser utilizadas para trasladar problemas entre diferentes
contextos matematicos, proporcionando asi nuevas perspectivas y herramientas
para su andlisis.

La demostracion del Teorema ?7 queda asi completada. |

Ejemplo llustrativo: Operador de Multiplicacion en L?(R)

Consideremos el operador A = M, que actia como multiplicaciéon por
la variable independiente en el espacio L?(R,du), donde du es la medida de
Lebesgue. Este operador es autoadjunto y su espectro coincide con toda la linea
real R.

Aplicaciéon de la Transformada de Cayley: La transformada de Cayley
de Aes U = M, (), donde v(x) = i;;, y mapea la linea real R al circulo unitario
S C C. La transformada de Cayley convierte el operador de multiplicacion M,
en un operador unitario en L%(S, dv), donde dv es la medida inducida por la
transformada de Cayley.

Construccién de la Medida Espectral: Dado f € C(S), el valor esperado
de f(U) en el estado "vector unitario"v € L?(R), normalizado adecuadamente,
se calcula como

(v, f(U)v) :Af(v(x))lv(w)lzdu(x)-

En este caso, la medida espectral producida por el Teorema Espectral es la
medida estandar en el circulo dv = %, y el mapa unitario W : L%(S,dv) —
L3(R,dp) estd definido por f +— f(U)v.

Verificacién de la Equivalencia Unitaria: El operador Q : L3(R, dus,) —
L?(R,dp), definido a través de la transformada de Cayley inversa y la
estructura de la descomposicion, actiia como ) = M, que es unitario como un
mapa de L?(R,duy) a L*(R,du). Dado que comenzamos con un operador de
multiplicacién, la conjugaciéon de A por @ es trivial, es decir, Q' M,Q = M,.
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5. El Teorema Espectral

Este ejemplo ilustra cémo la estructura del Teorema Espectral se manifiesta
en un caso con multiplicidad trivial. La transformacién de Cayley y el mapa
unitario () proporcionan una correspondencia explicita entre el operador
autoadjunto original A y el operador de multiplicacion M, en el espacio
transformado, revelando la estructura espectral subyacente de A de una manera
muy concreta y computable.

Calculo Funcional para Operadores Autoadjuntos

Hemos discutido previamente una forma continua del cédlculo funcional
para operadores unitarios. Una aplicacion fundamental del célculo funcional es
para operadores autoadjuntos, abarcando una clase mas amplia de funciones,
incluyendo las funciones de Borel. Este enfoque es particularmente ttil para
definir proyecciones que aislan diferentes partes del espectro y tiene multiples
aplicaciones en la teoria de ecuaciones diferenciales parciales, como en la
construccion de operadores solucién para ecuaciones. Por ejemplo, el operador
del calor e'® mapea datos iniciales a una solucién de la ecuacién del calor en
R™.

El célculo funcional que desarrollamos y la forma de operador de multiplica-
cién del teorema espectral proporcionan herramientas equivalentes en esencia.
Para operadores acotados, se puede derivar la forma de operador de multiplica-
cién a partir del calculo funcional mediante el Teorema de Representacion de
Riesz en R. Para operadores no acotados, el enfoque es menos directo, lo que
motiva nuestra eleccién de la forma de operador de multiplicacién como version
principal del teorema espectral.

Las funciones de Borel en R son aquellas funciones complejas cuya preimagen
de un conjunto de Borel es también un conjunto de Borel. De acuerdo con la
definicién de medibilidad, si g : X — R es medible y f : R — C es de Borel,
entonces la composicién f o g es medible.

Se denota por By (R) el espacio de funciones de Borel acotadas de R a C.
Para un operador autoadjunto A en H y una funcién f € By, (R), definimos el
operador acotado

f(A) = QMfoaQ_17

donde Q : L*(X,du) — H y a : X — R se establecen segiin los conceptos
introducidos previamente.

Dado un operador autoadjunto A en H, el mapa By(R) — L(H) definido
por f— f(A) tiene propiedades significativas:

(a) El mapa es un *-homomorfismo, es decir, cumple que fg(A) =

f(A)g(A) y f(A)" = f(A).

(b) Para toda f € By(R), se tiene que || f(A)|| < supre,(a) [f(N)],
alcanzando la igualdad si f es continua.

(¢) Siuna secuencia {fn} converge puntualmente a f y sup |f,| < M
para todo n, entonces f,(A) converge a f(A) en el sentido del
operador fuerte, es decir, fn,(A)v — f(A)v para todo v € H.
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Las demostraciones detalladas de estas propiedades y la demostracion de
la unicidad de este mapa estan en [Bor20)].

Este calculo funcional proporciona una herramienta esencial para el andlisis
de operadores autoadjuntos y ofrece una comprensién profunda de su estructura
espectral. Al aplicar este calculo funcional, obtenemos una visién detallada de la
dindmica de sistemas descritos por operadores autoadjuntos y sus aplicaciones
en diversas dreas de las matematicas.

Para operadores autoadjuntos A y funciones f pertenecientes a Cy(R), el
espacio de funciones continuas y acotadas en R, se establece una conexién
intima entre el cdlculo funcional y la aproximacién del operador f(A). La
férmula integral proporciona una representacién concreta de f(A) en términos
de resolventes de A, lo que facilita su estudio y manipulacion.

Supongamos que A es autoadjunto y f € Cp(R). Entonces, f(A) puede
representarse como

FA) =tim = [ FO)V[(A—A—ie) ! — (A—A+ie) Y] dn,

donde el limite se toma en el sentido del operador fuerte. Si f es
uniformemente continua, entonces el limite cuando ¢ — 0 existe en
la topologia de la norma del operador.

Demostracion. La demostracién de este teorema utiliza el calculo funcional
y la teoria espectral de operadores autoadjuntos. Los operadores f.(A), que
aparecen en el lado derecho de la expresion anterior, se definen a través de la

integral
1 1 e [~ f(N)
2772/ A [m—)\—ia_x—)\—i—ie}d)\_w/oo(oc—)\)z—i—a?d/\'

La diferencia f(z) — f-(x), evaluada a través del cambio de variables z = A —¢t,

es
fx) = /‘f t2+xl+gt)dt.

Bajo la suposicién de que f es continua, y aplicando el teorema de convergencia
dominada, se establece que f. — f puntualmente a medida que € — 0, y que la
norma L*>° de f. estd acotada por la norma L> de f. Esto conduce al limite en
el sentido del operador fuerte.

Si f es adicionalmente uniformemente continua, la convergencia de f. a f
es uniforme, permitiendo concluir que la convergencia del operador también es
uniforme en la topologia de la norma del operador. Los detalles completos de la
demostracién se encuentran en [Bor20]. [ |

Este teorema proporciona una poderosa herramienta para el estudio de
operadores autoadjuntos en espacios de Hilbert, permitiendo representar y
aproximar los operadores funcionales de manera efectiva y manejable.
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5.2. Descomposicion Espectral para Operadores
Autoadjuntos

En esta seccién exploramos diversas descomposiciones del espectro de un
operador autoadjunto A. Ya hemos introducido el espectro puntual op(A), que
consiste en los autovalores de A.

Para identificar otros componentes del espectro, utilizamos el célculo
funcional para crear proyecciones. A cada subconjunto de Borel £ C R,
asociamos una proyecciéon ortogonal

g = XE(A)a

definida conforme a un teorema previo de calculo funcional. Esto genera una
familia de proyecciones, colectivamente denominada la resolucién espectral
de A. A continuacién, se muestra cémo el espectro y el soporte de II estan
relacionados.

ara un operador autoadjunto A, un punto A € R se encuentra en o(A) si
y solo si I(x_c xye) # 0 para todo € > 0. Si Ilxy # 0, entonces A es un
autovalor y el rango de Iljy es el espacio propio correspondiente.

Demostracion. Definimos el espacio de medida (X, i), el mapa unitario @ :
L*(X,dp) — H, y la funcién a(z) := x de acuerdo con la resolucién espectral
de A. Para F C R,

g =Q 'Xa-1(m)Q-
Por lo tanto, II # 0 si y solo si u({e € E}) > 0. La primera afirmacién se
sigue del hecho de que o(A) es el rango esencial de a.

Si ¢ € range(Ilyy}), entonces Q¢ tiene soporte en o = A. Por lo tanto,
a(Q71¢) = AM(Q71¢), lo que implica que Ap = \. [ |

Espectro Discreto y Esencial

La primera subdivisién del espectro considera el rango de la proyecciéon
espectral II cerca de un punto.

Definicién 5.2.1. Espectro Esencial y Discreto

Para un operador autoadjunto A, el espectro esencial oess(A) es el
conjunto de X\ € o(A) tal que Il(x_. x1.) tiene rango infinito para todo
e > 0. El espectro discreto oqisc(A) consiste en los A € o(A) para los
cuales T (x_. x1e) tiene rango finito para algin € > 0.

&

Las definiciones son complementarias, de modo que
0(A) = 0qisc(A) U gess(A)

es una unién disjunta. El espectro discreto es claramente un subconjunto del
espectro puntual. La diferencia entre ambos es que un autovalor puede tener
multiplicidad infinita o estar dentro del espectro esencial, considerandose en tal
caso como parte del espectro puntual pero no del discreto.
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El criterio de Weyl para el espectro esencial se presenta en el siguiente
teorema.

Supongamos que A es un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert
H. Un punto z € C se encuentra en cess(A) si y solo si existe una
secuencia {u,} C D(A) con ||un,| =1, tal que u,, — 0 en el sentido débil

Y
lim ||(A — 2)uy,| = 0.

n— oo

Demostraciéon. Ya sabemos por un teorema anterior que no existe tal secuencia
para z € p(A), por lo que solo es necesario considerar A € g(A). Si A € 0ess(A),
el rango de H( A—La4l) €8 infinito-dimensional para todo n. Por tanto, para

cada n, podemos elegir un vector unitario u,, € rango de H( N ) que sea

—La41

n? n
ortogonal a uq,...,u,_1. Una secuencia ortonormal converge débilmente a 0.
Ademaés, el hecho de que u,, € rango de H( A-datd) implica que

1
A— —.
(4= Nunll < -

Por lo tanto, (A — A)u,, — 0.

Supongamos ahora que A € ogisc(A) y elijamos ¢ > 0 de tal manera
que TIx_. r4c) tenga rango finito. Sea {ej,...,exr} una base para el rango
de I(x_¢,x1e), de modo que

k
Ha—epteo)u = Z(u, €;)€;.

j=1

Sea {uy} una secuencia en D(A) con ||uy,|| = 1. Si u, — 0 débilmente, entonces
en particular

nh_}rr;()(un,eﬁ =0

para todo j € N. Por lo tanto,
nli_{go HH(Afs,)\Jrs)unH =0.

Dado que A conmuta con Ilg, podemos usar la descomposicién ortogonal para
estimar

[(A = Nun | = [[(A = X1 =T nse))unll + [[(A = DI xgeyn|

2 el = e nre))unll — €T n—c,xte) unll-
Por lo anterior, esto implica que
I%I_ligf (A= XNu,l > e.
Por lo tanto, los criterios para {u, } no pueden satisfacerse para A € oqisc(4). M

La secuencia {u,} que aparece en el Teorema de Weyl se llama secuencia
de Weyl para A. Si A es la clausura de un operador esencialmente autoadjunto
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Ay, entonces es suficiente considerar secuencias de Weyl en D(Ap). En otras
palabras, es suficiente considerar funciones en un dominio niicleo para A. Para
ver esto, supongamos que {u,} C D(A) es una secuencia de Weyl para A. Debido
a que A es la clausura de Ay, para cada n, podemos encontrar w,, € D(Ay)
tal que ||w, — un|] < 1/ny ||Aw, — Auy|| < 1/n. La secuencia {wy,/||w.]| }
proporciona entonces una secuencia de Weyl para A contenida en D(Ay).

El término .*Spectro esencial'se explica mediante el siguiente corolario al
Teorema de Weyl. Dado que los operadores compactos mapean secuencias
débilmente convergentes a secuencias fuertemente convergentes, la adicion de un
operador compacto no afecta la existencia de secuencias de Weyl. Esto conduce
a la prueba del siguiente teorema.

Supongamos que A y B son operadores autoadjuntos, con B compacto.
Entonces,
Uess(A ar B) — Uess(A)-

Demostracion. Sea X\ € 0ess(A + B). Por definicién, para todo n € N, existe
una secuencia {u,} C D(A+ B) con |ju,| = 1 tal que u, — 0 en el sentido
débil y

lim [|[(A+ B — Nuy,| =0.

n—r oo
Dado que B es compacto, la imagen de cualquier secuencia débilmente
convergente bajo B es fuertemente convergente. Por lo tanto, {Bu,} tiene
una subsucesién convergente. Sin pérdida de generalidad, asumimos que {Bu,, }
en si misma converge. Asi, existe v € H tal que Bu,, — v.
Observamos que

lim [[(A—AN)u,|| = lim ||(A+B—XN)u,—Bu,|| < lim ||[(A+B—X\)uy,|+ lim || Bu,—v| = 0.
n—00 n— o0 n—o0 n—oo

Esto implica que A € ges5(A), ya que hemos encontrado una secuencia {u,} que
satisface las condiciones para ser una secuencia de Weyl para A y A.

Reciprocamente, supongamos que A € 0e(A). Entonces, existe una
secuencia {u,} C D(A) con |juy,|| =1, u, — 0 débilmente y

T [(4— Muy | = 0.
Nuevamente, como B es compacto, existe una subsucesién de {Bu,} (que por

simplicidad seguimos denotando por {Buy,}) que converge en H. Llamemos v
al limite de {Bu,,}. Entonces,

lim [[(A+B—MNu,| = lim ||(A=N)up,+Bu,|| < lim ||[(A=Nu,||+ lim || Bu,—v|] = 0.
n—oo n—o00 n—o00 n—oo

Por lo tanto, A € gess(A + B), lo que demuestra que oess(A + B) C 0ess(A).
Habiendo demostrado ambas inclusiones, concluimos que oess(A + B)
o—ess(A)'

5.3. Espectro Continuo y Descomposicion Espectral

En esta seccidn, clasificamos el espectro de un operador autoadjunto A
a través de las propiedades de las medidas asociadas. Segin el teorema de
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descomposicion de Lebesgue, una medida regular de Borel p en R admite una
descomposicién tnica de la forma,

B = fpp + Hac + Usc,

donde ppp es una medida de punto puro (una suma de medidas puntuales),
lac €s absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, y s s
continua singular.

Dado que el espacio de medida (X, ) proporcionado por el teorema espectral
consiste en copias de R equipadas con medidas de Borel finitas, podemos derivar
de la descomposicién de Lebesgue la descomposicion,

LA(X,dp) = L*(X, dppp) ® L*(X, dptac) © L* (X, dpise)-
La correspondiente descomposicion de H se denota,
H =Hpp ® Hac ® Hsc.

Basandonos en esta subdivisién, la porcién continua del espectro puede
descomponerse en conjuntos disjuntos,

Ocont (A) = Uac(A) U USC(A)7

donde
0ac(A) = 0 (Aly,) s 0sc(A) =0 (Aly,)-

Es importante notar que el espectro puntual opi(A), el conjunto de
autovalores, no es necesariamente cerrado. Por otro lado, el espectro de la
restriccién Al,, es cerrado por definicién. De hecho, es ficil verificar que

PP

o (Aly,,) = o (A).

Esta afirmacion se sigue de la teoria subyacente. Por lo tanto, la descomposicién
de medidas lleva a la particion,

0(A) = opt(A) Uoac(A) Uosc(A4),

como una alternativa a la descomposicién anterior.

A diferencia del espectro esencial, la descomposicién anterior es inestable bajo
perturbaciones compactas. Un notable teorema de Weyl y von Neumann dice que
para cualquier operador autoadjunto acotado, existe una perturbacién compacta
(de hecho, de Hilbert-Schmidt) tal que el operador perturbado tiene espectro
de punto puro. Por otro lado, Kato demostré que el espectro absolutamente
continuo es estable bajo perturbaciones de clase traza.

Para v € H, la resolucién espectral se puede utilizar para asociar una medida
espectral a un vector v € H, estableciendo

iy (E) = (v, I gv)

para un conjunto de Borel £ C R. La integracién respecto a la medida espectral
estd relacionada con el calculo funcional mediante

<’U,f(A)’U> = ‘/Rfd,ufv
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para f € B,(R). Esto es andlogo a la férmula para la medida espectral en el
caso unitario.

Partiendo de la funcién cuadratica, podemos derivar la forma sesquilineal
correspondiente h(v,w) = (v, f(A)w) utilizando la identidad de polarizacién
como antes. Por el lema de Riesz, el operador f(A) estd determinado de manera
tinica por el conjunto de elementos de matriz (v, f(A)v). Por lo tanto, el cdlculo
funcional completo podria recuperarse a partir del conocimiento de la resolucién
espectral II.

A nivel de operadores, la relacién puede expresarse méas directamente en
términos de integracion respecto a la medida proyeccién-valorada F — Ilg.
Es decir, es posible definir la integraciéon respecto a dIl, al igual que para
una medida ordinaria. En términos de esta integral de operador, la férmula es
equivalente a

f(4) = / FOII(N).

No desarrollaremos aqui la teoria de la medida proyeccién-valorada. Para
nuestros propdsitos, basta considerar la expresion como una notacién abreviada
para la definicion débil.

5.4. Principio Min-Max

El criterio de Weyl permite ubicar el espectro esencial sin conocimiento
explicito del resolvente o de los proyectores espectrales. En ese sentido, es
similar al principio max-min que establecimos para operadores compactos.
Para operadores autoadjuntos generales, podemos formular una version de este
principio que ayuda a separar el fondo del espectro esencial de los autovalores
discretos por debajo de él.

Sea A un operador autoadjunto cuyo espectro estd acotado por debajo.
Sea Ay el conjunto de subespacios de D(A) de dimension k, y defina

) { . {u, Au) }
Q= Inin max ———5—
wen, Luew\{o} |lul|?

para k € N. Entonces, para cada k, se sostiene una de las siguientes
alternativas:

(a) ayp es el k-ésimo autovalor (ordenado en forma creciente y contado
con multiplicidad) y hay al menos k autovalores por debajo del
espectro esencial.

(b) ap = inf oess(A) y hay a lo sumo k — 1 autovalores por debajo del

espectro esencial.

Demostracion. Para c € R, suponga que rank II(_ ;) > k. Dado que el espectro
de A estd acotado por debajo, se tiene que rango I1(_ ) C rango I, ) para
algiin a € R. Por la caracterizacién de D(A), se sigue que

rango II(_ ) C D(A).
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La suposicién sobre el rango implica que existe un subespacio W € Ay tal que
W C rango IT(_ ). La restriccién de A al rango II(_ ) estd acotada por c,
de modo que

(u, Au)

max — ———o— <ec.
weWw\{o} ||ul|

Por lo tanto,
ap < c.

Ahora suponga que rankIl_., ) < k. Entonces, para cada subespacio
W € Ay, existe algin vector u € W tal que

(u, Au) > cl|ul|*.

Esto implica que
Qg > C.

Tomando el contrapositivo de estas afirmaciones, concluimos que para todo
e >0,
rank [T _ oo o, —c) < K, (5.6)
rank IT_ o o, 1) > k.
Se deduce que rank (4, ¢ o, +c) = 1 para todo € > 0, lo que significa que
ar € o(A). Si (4, —c a,+e) tiene rango finito para algin ¢ > 0, entonces
i € 04isc(A), v se sigue de la ecuacién que oy es el k-ésimo autovalor.
Por otro lado, si [I(4, —c,a,+<) tiene rango infinito para algiin € > 0, entonces
Q) € Tess(A), por definicién. La primera afirmacién implica que ningin punto
por debajo de ay yace en cess(A), por lo que i es el fondo del espectro
esencial. |

Nota: Existe un principio max-min correspondiente. Es decir, el valor de oy
del Teorema también se puede calcular como

B , (u, Au)
ap = max min 3 .
01,0k 1 €EH | ueD(A)N{v1,...,vk_1}\{0} |||

Este enfoque ofrece una perspectiva alternativa y complementaria al enunciado
en el Teorema, enfatizando la interrelacién entre los aspectos 'min’ y 'max’ del
espectro.
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CAPITULO 6

Operadores de Schrodinger

En mecénica cuantica, el movimiento de una particula inica en R™ se describe
mediante una funcién de estado normalizada 1) € L? (R™), de tal manera que
|)|? es la densidad de probabilidad de la ubicacién de la particula. Cantidades
observables como la energia y el momento se representan mediante operadores
autoadjuntos (no acotados) en L? (R™). Por ejemplo, la coordenada clésica z;
se representa mediante el operador de multiplicacién M, y el componente de
momento p; por el diferencial —ihd,,, donde & es la constante de Planck. Los
valores posibles de una observable estan dados por el espectro del operador
asociado, y la distribucién de estos valores para un estado cuantico particular
1 corresponde a su descomposicion espectral.

Para una particula cldsica de masa m, la energia cinética es p*/2m. Si
la energia potencial estd representada por una funcién de valor real V(z), la
energia total clasica (llamada funcién Hamiltoniana) es

p?
E:=—+V(x).
2m
La version cuantica del Hamiltoniano, de acuerdo con la prescripcion descrita
anteriormente, es el operador

52
H=——A+V
2m
(con el potencial actuando por multiplicacién).

Un operador de la forma H se denomina operador de Schrodinger. En 1926,
Erwin Schrodinger aplicé el esquema de cuantificacién descrito anteriormente
al caso del electrén en un dtomo de hidrégeno, donde V(z) es el potencial de
Coulomb para el campo eléctrico generado por un solo protén, supuesto fijo en
el origen. En unidades gaussianas, este potencial estd dado por

q
Viz) = ——,
(e) ==L
donde ¢ es la carga elemental y r := |z|. Schrodinger demostré que el espectro

del Hamiltoniano asociado tiene espectro discreto debajo de cero. Ademas, los
autovalores corresponden precisamente a los niveles de energia que Niels Bohr
habia postulado para el hidrogeno atémico en 1913 para explicar las lineas
de absorciéon y emisién del gas de hidrégeno observadas en el siglo XIX. Esta
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6. Operadores de Schrodinger

derivacion del resultado empirico a partir del espectro de H fue un gran logro
para la nueva teoria mecanica cuantica.

Para fines matematicos, generalmente escalamos las constantes fisicas y
escribimos un operador de Schrédinger como

H=-A+V

En este capitulo desarrollaremos la teoria espectral de los operadores de
Schrodinger para varias clases de potenciales de valor real en R™. Aunque el
caso n = 3 es de especial importancia, hay situaciones fisicas, generalmente
involucrando redes cristalinas, donde el movimiento de particulas estd limitado
a una o dos dimensiones. Ademads, los sistemas con multiples particulas
interactuantes se describen mediante operadores de Schrédinger en espacios de
dimensiones superiores.

Si asumimos que el potencial V' es de valor real y localmente L?, entonces H
estd bien definido como un operador simétrico en C§° (R™). Como hemos visto
en los ejemplos anteriores, el Laplaciano en si es esencialmente autoadjunto en
Cg° (R™), con el dominio de la extensién autoadjunta dado por H? (R™). Por lo
tanto, bajo la suposicion adicional de que V' es acotado, el lema correspondiente
implica que H es esencialmente autoadjunto en C§° (R™) y autoadjunto en
H? (R").

Estas suposiciones sobre el potencial son demasiado restrictivas para muchos
problemas en mecanica cuantica. El potencial de Coulomb, que es singular y
no acotado, es un ejemplo de esto. Establecer extensiones autoadjuntas para
una amplia clase de potenciales que incluye los casos fisicos importantes es un
objetivo fundamental en la teoria de operadores de Schrédinger. Si podemos
demostrar que un operador Hamiltoniano cuéntico es esencialmente autoadjunto
en C§° (R™), entonces su espectro estd canénicamente definido y no depende de
otras elecciones.

Potenciales Positivos

Dado que el Laplaciano es un operador positivo, es posible establecer la
autoadjuncién esencial de —A + V' bajo condiciones bastante generales cuando
V > 0. Esta seccién se enfocard en dicha autoadjuncién para el caso V' > 0.

Autoadjuncion Esencial

La autoadjuncién esencial de —A +V en C§° (R™) puede demostrarse para
V > 0 estableciendo que (—A 4+ V)* 4 1 es inyectivo. Se examinard el caso en
el que V es localmente acotado.

Sea V. € L2 (R™) de valor real con V- > 0. Entonces, —A +V es

loc
esencialmente autoadjunto en C3° (R™).

Demostracion. Defina A = —A+V con dominio D(A) = C§° (R™), y considere
u € D (A*). Buscamos demostrar que u es al menos localmente H?2.

Para ¢ € C§° (R"), es evidente que ¢u € D(A*). Esto implica que
(—A+V)yu € L (R"), con la derivada definida en sentido débil. La suposicién
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de que V es localmente acotado nos lleva a concluir que —A(yu) € L? (R™).

La transformada de Fourier muestra que |£ |21EJ, € L?(R"), implicando que
Yu € H? (R™). Esto prueba que

D (A*) Cc HE. (R™).

El objetivo principal es demostrar que A* + 1 es inyectivo. Para u € D (A*),
asumimos por contradicciéon que

(A" +1)u=0.

Esto implica que
(U, (—A+V +1)p) =0

para todo ¢ € C§° (R™). Es decir, u es una solucién débil de la ecuacién
correspondiente. Dado que u € HZ . (R™), para x € C§° (R™), la aproximacién

de x?u por funciones en C§° (R™) permite mostrar que
(u,(—A+V +1)x*u) = 0.
La condiciéon V' > 0 conduce a

Il < (u, A(x*u)) -
La férmula de Green indica que

(u, Ax*u)) = [[uVx[* = |V (xu) ||
< [JuVx]?.

Asi, tenemos
Ixul® < uvx|®.

Considerando x(z) como una funcién del tipo h(|x| — R), con h(t) = 1 para
t <1y h(t) =0 parat > 2, el limite de R — oo muestra que u = 0.

Concluimos que A* 41 es inyectivo, lo que demuestra que A es esencialmente
autoadjunto.

La mejora del resultado bajo la hipétesis mas débil de que V € L2 (Q) se
basa en un resultado de la teoria de distribuciones conocido como la desigualdad
de Kato. ]

Extension de Forma Cuadratica

Otro enfoque para el problema de la extensién autoadjunta de —A + V'
es el método de extensién de Friedrichs, discutido en la Seccién ?77. Definir
extensiones en términos de formas cuadréticas tiene la gran ventaja de que
los dominios de forma son generalmente mas simples que los dominios de los
operadores correspondientes.

El método de Friedrichs proporciona un complemento 1til a los argumentos
directos utilizados en la seccién anterior. Aunque el Teorema ?7? no proporciona
informacién sobre el dominio exacto del operador, si establece la crucial
propiedad de autoadjunciéon esencial. El método de Friedrichs se aplica de
manera mas general y proporciona una descripciéon del dominio del operador,
pero deja la autoadjuncion esencial como una cuestion separada.

Formulacion del Problema y Resultado Principal
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6. Operadores de Schrodinger

Sea V € L] . (R™) de valor real con V > 0. Entonces, el espacio
Ho = {f e H' (R"): VifeL? (R”)}
es un espacio de Hilbert con respecto al producto interno

Existe una extension autoadjunta de —A + V', con dominio
D(-A+V):={ueHqg: fr Qu, f] se extiende a L* (R™)},
como funcional acotado,tal que

Qlf, gl ={f,(-A+V +1)g)
para todo f,g € D(—A+ V).

Demostracion. Completitud de Hg. Dado que V' > 0, estd claro que Q[ ]
define un producto interno. Para demostrar la completitud, supongamos que
{un} € D(—A + V) es una sucesiéon de Cauchy con respecto a la norma || - ||o
asociada con Q. Debido a que

[ullzr < lullq,

{u,} es de Cauchy y, por lo tanto, converge a algtin u € H* (R").
Dado que

IV + D2 < 1 fllos

{(V +1)2u,} también es de Cauchy con respecto a L2. Por lo tanto, existe
algin h € L% (R™) tal que
(V4+1)7u, = h

en el sentido L2. Esto implica que u, — (V 4+ 1)"2h en L? (R™) también, lo
que implica que u = (V + 1)_%h. Dado que h es L?, tenemos que u € Hq, y la
combinacién de la convergencia en H'! y la relacién anterior implica que w,, — u
con respecto a || - ||q. Por lo tanto, Hg es completo.

Definicion de —A + V. Para u € D(—A + V), el lema de Riesz define un
tinico w € L? (R") tal que

Qlu, f1 = (w, f)
para todo f € Hg. Luego definimos

(—A+V)u:=w—u.

La prueba de la autoadjuncién ahora sigue el mismo argumento utilizado en
el Teorema 77, es decir, utilizamos el lema de Riesz en Hq para establecer la
sobreyectividad de —A + V, lo que implica que D ((-A+V)*) C D(-A+ V).

Dominio de Forma de —A + V. El espacio Hg definido anteriormente se
llama el dominio de forma de —A + V. Aunque estéd claro que C§° (R™) estd
contenido en Hg, es posible que el dominio de —A + V' dado no incluya a
Cs° (R™). Esto se debe a que Vi) puede no estar contenido en L? (R") para
VeLl, yiveCs (R). [ |

loc

104



6.1. Espectro Discreto

El Teorema ?7 ilustra la principal ventaja del método de Friedrichs, a saber,
la facilidad de trabajar con dominios de forma cuadratica. Como subespacio de
L2 (R"),

HQ =H! (Rn) ND (le/z)

En otras palabras, el dominio de forma cuadratica de —A + V' es simplemente
la interseccién de los dominios de forma de —A y My, . Por el lado del operador,
el dominio D(—A + V) no tiene conexién directa con D(—A) = H? (R") y de
hecho puede ser disjunto de él.

Cuando V € L2 (R") (asumiendo todavia V' > 0), es facil ver desde la
relacién anterior que C§° (R™) C D(—A + V). Dado que la autoadjuncién
esencial implica la unicidad de la extension, los dos métodos producen el mismo
resultado cuando V satisface ambas hipdtesis.

6.1. Espectro Discreto

La evolucién de estados en mecanica cuantica es descrita por la ecuacion de
Schrédinger para un estado cuantico W,

0
,— W = HU
‘ot ’
donde H = —A + V es el Hamiltoniano cuédntico. Las autofunciones de

H corresponden a soluciones estacionarias de la ecuacion de Schrodinger.
Intuitivamente, esperamos que tales soluciones estables ocurran solo en energias
para las cuales la particula clasica correspondiente estd atrapada, es decir, que
su movimiento esté confinado a una region compacta. El atrapamiento ocurre
en energias F para las cuales el conjunto {V(z) < E} es acotado.

En el caso de que V' — oo en el infinito, las particulas cldsicas estan atrapadas
a todas las energias. Por lo tanto, esperariamos que el operador de Schrédinger
tenga un espectro puramente discreto bajo esta condicién.

Sea V€ Ll (R") conV >0, y sea —A +V el operador autoadjunto
como en el Teorema ??. StV (x) — 0o cuando x — oo, entonces —A+V
tiene resolvente compacto y espectro puramente discreto.

Demostracion. Definamos el espacio de Hilbert Hg con la forma cuadrética
Q[,*] como en la prueba del Teorema ??, y sea A = —A + V el operador
autoadjunto definido de tal manera que

Qlu,v] = (u, (A + 1)v)

para u € D(A) y v € Hq. Si establecemos u = v = (A + 1)~ f para f € L?
entonces

lully = ((A+ D)7 ).

Supongamos que { fi } es una secuencia acotada en L? (R™). Nuestro objetivo
es demostrar que la secuencia uy := (A + 1)7!f; tiene una subsucesién
convergente en L? (R"), lo que establecera que (A + 1)~! es un operador
compacto.
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6. Operadores de Schrodinger

Por la relacién anterior, la secuencia uy, estd acotada en Hg. Para m € N,
definamos x,, € C5° (R™) como una funcién de corte definida de tal manera
que

1, silz| <m,

m\T) =
Xm (@) {O, si|z|>m+ 1.

Para cada m, la secuencia {x,ux}32, estd acotada en H}(B(0; R+ 1)), ya
que ||l < - lo-

Aplicando el teorema de Rellich a {xjur} obtenemos una subsucesién
{u1,;} C {ux} para la cual {xju; ;} converge en L?(R"). Luego aplicamos
el teorema de Rellich a {x2u1 ;} para producir una subsucesién us ; tal que
{x2u2,;} converge, y asi sucesivamente. El resultado es un conjunto anidado de
subsucesiones {u;41,;} C {u;;} tal que {x;u;,;} converge en L? (R") a medida
que j — oo. Luego definimos w; := u; ;. Por construccién, para cada m, la
secuencia cortada {x,w;} converge en L? (R™) a medida que j — oo.

Dado que la secuencia {u} estaba acotada en Hg, también tenemos una
cota uniforme |lw;|lg < M para todos los j. Esto implica en particular que

IV 2wy < M.

Dado € > 0, la hipdtesis sobre V' nos permite elegir m suficientemente grande
de modo que
inf V(z)>

|z|=m

m | =

Esto implica
(1= xm) wy||* < eM?,
para todo j. Ya que x,w; es convergente en L?, existe un N > 0 tal que
i,7 > N implica
[Ixtm (wi — w;)|| <e.

Combinando esto con la relacién anterior obtenemos

lwi —w;ll < lIxm (wi —wi) || 4+ (1 = Xom) will + || (1 = xm) wj |
<e+2My/e,

para i,j > N. Dado que ¢ era arbitrario, esto demuestra que {w;} es una
sucesién de Cauchy y, por lo tanto, convergente en L? (R™).

Por lo tanto, el operador (A + 1)t es compacto, y la discrecién del espectro
se sigue del Teorema ?77. |

En esta seccién, hemos formalizado y demostrado que bajo ciertas condiciones
sobre el potencial V', el operador —A 4+ V posee un espectro puramente discreto.
Esta propiedad es crucial en el estudio de sistemas cudnticos donde las particulas
estan confinadas a regiones especificas en el espacio.

6.2. Oscilador Armoénico Cuantico

El oscilador armoénico clasico describe el movimiento de una particula sujeta
a una fuerza restauradora proporcional a su desplazamiento del origen. La
correspondiente funcién de energia potencial es cuadratica. El andlogo mecanico
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6.2. Oscilador Arménico Cuantico

cudntico de este sistema (con la constante de Planck escalada) es un operador
de Schrédinger —A + V, actuando en L? (R™), con un potencial dado por

n

V(x) = Z Zl'iMijl'j,

4,j=1

donde M es una matriz definida positiva. El operador —A + V es esencialmente
autoadjunto en C§°(R) y tiene un espectro puramente discreto.

Espectro del Oscilador Arménico Cuantico

Consideremos el oscilador armoénico cuantico con un potencial como el
descrito previamente. El espectro de este oscilador estd dado por

o(-A4V) = {zn:(%z + Dw; : k; € NO},

i=1

donde w?,...,w? denotan los autovalores de M con w; > 0. Utilizando un
cambio de variables lineal para diagonalizar M, podemos asumir que

Viz) = Z w?x?
j=1

La separacion de variables nos permite reducir la ecuaciéon de autovalores
a una suma de ecuaciones unidimensionales. También es suficiente considerar
el caso w; = 1, ya que el coeficiente puede tenerse en cuenta mediante el
reescalamiento de la variable. Asi, nos enfocamos en el operador unidimensional

H:=—-A+2?,

definido como un operador autoadjunto en L?(IR) por la extensién tinica descrita
previamente.
Para determinar los autovalores de H, resulta conveniente introducir un par
de operadores auxiliares,
A* = —if, tiz.

Como operadores diferenciales, tenemos las relaciones
ATA-=H -1, A“AT=H+1.

Los operadores AT y A~ se llaman operadores de ascenso y descenso,
respectivamente. Esta terminologia se justifica por el siguiente lema:

Sea ¥ una autofuncion de H con autovalor \. Entonces i es suave,
A*peD(H) y
H(ATY) = (A £2) A%,

Demostracion. Primero demostramos que ¥ es suave, mediante un argumento
de regularidad eliptica. Para f € L?(R), afirmamos que

—~Af € H™(R) implica f € H™?(R).
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6. Operadores de Schrodinger

Esto es una consecuencia inmediata de la caracterizaciéon de los espacios
de Sobolev y el hecho de que la transformada de Fourier convierte —A en
multiplicacién por [£|?.

Como se seflal6 en la demostracién previa, D(H) C HZ (R), asi que esta es

nuestra suposicién inicial para . Supongamos, por induccién, que ¢ € H? (R)
con m > 2. Para x € C§° (R™), entonces tenemos

—A(xy) = (A —2?)xyp — [A, x]v.

Dado que [A, x] es un operador diferencial de primer orden, con coeficientes
suaves, el lado derecho est4 contenido en H™~1(IR) por la hipétesis inductiva.
Por lo tanto, xyy € H™T1(R). Por induccién, esto demuestra que 1 € H™ (R)
para todo m € N, lo que prueba que ¥ € C*°(R) por la inclusién de Sobolev.

Como operadores diferenciales, H y A* satisfacen una férmula conmutativa,

[H, A%] = £24%,
Aplicando esto a la autofuncién ¢ € C* (R™) obtenemos
H(A%) = AT (H £2)¢ = (A £ 2) AT,

Nota que solo hemos demostrado que esto se cumple como ecuacién
diferencial. Todavia necesitamos verificar que A*y € D(H).

Por la caracterizaciéon del dominio de forma cuadratica dado previamente,
esta claro que 1 € HY(R) y 29 € L*(R). Por lo tanto, tenemos A%y € L2(R).
Para f € C§°(R), podemos integrar por partes para estimar

[(A%p, HT)| = (A £ 2)4%y, ) < CI 1.
Esto muestra que A*1) esté contenido en D(H). [

Este lema conduce rapidamente a una caracterizaciéon explicita del espectro
en una dimensién.

El oscilador armdnico unidimensional tiene espectro
o(—A+2%) = 2Ng + 1,
y una base ortonormal {¢x 172, de autofunciones

1/%(35) = ﬂ7i27 (k')ié(Ai)kefé’

donde N\, = 2k + 1.

Demostracién. Supongamos que Hiyp = A\ para ¢ € D(H). Dado que 9 es
suave, podemos integrar por partes para obtener

IATI? = (, ATATY) = (v, (H = 1)v) = (A = D|v]*.

Iterando este resultado obtenemos

k
(AT I = Jol* TTO — 27+ 1)

Jj=1
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6.2. Oscilador Arménico Cuantico

para k € N. Si A\ ¢ 2Nj + 1, entonces el producto a la derecha es estrictamente
negativo para valores grandes de k, lo que es imposible para 1) # 0. Por lo tanto,
o(—A + 2?) estd contenido en el conjunto 2Ny + 1.

Si ¢y satisface la ecuacion de autovalores para Ao = 1, entonces A~y = 0
por la relacién anterior. Asi, 1o satisface

d
%wo = zo,

que tiene la solucién normalizada en L2,

x

Yo(x) == 71'7%677,

Unica salvo por una constante multiplicativa. La unicidad demuestra que A\g = 1
es un autovalor simple.

Por el Lema anterior, (AT)*1) es una autofuncién para A\, := 2k + 1, y su
normalizacion se puede calcular usando la relacién anterior,

k-1

(AT Eg|? = T + 1) = 2%k

=0

Normalizar (A*)*1 nos da la autofuncién 1, como se muestra arriba. Para
verificar que los autovalores mas altos también son simples, observamos que
si 1 es una autofunciéon con autovalor Ay, entonces (A~)* tiene autovalor 1.
Dado que Ay era simple, esto implica que (A7) es un miltiplo constante de
g, v se sigue que 1 es proporcional a .

El espectro de —A+w?2? en L2(R) se deriva del Corolario anterior mediante
un argumento de escalamiento. Consideremos la transformacién unitaria de
L?(R) definida por

U,f(x):= wi f (w%x) .
Al conjugar el operador H por U, obtenemos
Uy(=A +22)US = —w™ T A + wa?,
de modo que
—A + w2 = WU, (A + 22U

Por lo tanto, por el Corolario anterior,
o(=A 4 w?z?) = (2Ng + 1w.

El teorema ahora se sigue de la diagonalizacién y la separacién de
variables. ]

Este desarrollo muestra cémo, bajo condiciones especificas, se puede
caracterizar completamente el espectro de un oscilador arménico cuantico.
Las técnicas utilizadas aqui, como los operadores de ascenso y descenso, son
fundamentales en el estudio de sistemas cuanticos.

Algunas funciones propias de H se ilustran en la Figura Cada funcién
propia consiste en un factor polinomial multiplicado por e~*"/2. Estos factores,
hasta una constante de normalizacién, se denominan polinomios de Hermite.
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6. Operadores de Schrodinger

Primeras cinco funciones propias del oscilador arménica unidimensional

0.75 4 — yolx)

ylx)
— Yalx)
— yalx)

yalx)

0.50 4

0.25 4

0.00 4

Wnlx)

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 4

—1.00 A

Figura 6.1: Las primeras cinco funciones propias del oscilador armoénico
unidimensional.

El espectro de —A +w?2? en L2(R) se deriva del Corolario anterior mediante
un argumento de escalamiento. Consideremos la transformacién unitaria de
L?(R) definida por

U, f(x) := wi f (w%x) .
Al conjugar el operador H por U, obtenemos
Uo,(—A + 22U = —w ™A + wa?,
de modo que
—A +wr? = wU, (A + 22Ut

Por lo tanto, por el corolario anterior,
o(=A 4 w?z?) = (2Ng + Dw.

Esta derivacion confirma que el espectro del oscilador arménico cuantico,
bajo la accién del potencial w?2?, puede obtenerse mediante un argumento de
escalamiento y usando los resultados obtenidos previamente.

6.3. Perturbaciones Relativamente Acotadas

Los métodos de la Seccién anterior no son aplicables a potenciales que
describen interacciones electromagnéticas entre particulas, debido a que el
potencial de Coulomb no estd semi-acotado inferiormente. En esta seccion,
desarrollaremos un método general que establece la autoadjuntividad en casos
como el potencial de Coulomb, considerando el término del potencial como una
perturbacion relativamente pequeia de —A.

Para precisar esta nocién, decimos que un operador simétrico B es
relativamente acotado con respecto a un operador autoadjunto A si D(A) C
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D(B) y existen constantes «, § € R tales que
| Bul| < oof| Aul| + Bllull

para todo u € D(A). El siguiente resultado fue probado por Franz Rellich
en 1939, y sus aplicaciones a operadores de Schrédinger en particular fueron
desarrolladas por Tosio Kato.

Sea A un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H. Si B es un
operador simétrico que es relativamente acotado con respecto a A, con
constante o < 1, entonces A+ B es autoadjunto en D(A) y esencialmente
autoadjunto en cualquier nicleo para A.

Demostracion. Nuestro objetivo es aplicar el Teorema 3.29 estableciendo la
sobreyectividad de A + B — io para ¢ € R con |o| grande. Dado que A
es autoadjunto, A — io es invertible para o # 0. Por la suposiciéon de que
D(A) C D(B), podemos entonces escribir

A+ B—ioc=[I+B(A—io) '] (A—io),

y argumentar para la sobreyectividad estimando B(A —io)~!.
Para u € D(A), la suposicién nos da

HB(A —io) || < of|A(A - ia)_luH +8 H(A - iU)_luH .
El teorema espectral proporciona las estimaciones

HA(A — io)_1|| <1, ||(A — iU)_lH < \U|_1.

1

Por lo tanto, esto implica que B(A —i0)~" es un operador acotado con

|B(A—io)™ | < a+Blo|~".

Por hipétesis « < 1, asi que tomando |o| suficientemente grande, podemos
asumir que
|B(A—io)~'|| < 1.

Esto garantiza que I + B(A —io)~! es invertible mediante series de Neumann.
De esto se deduce de la relacién anterior que A + B + io es sobreyectivo como
aplicacién de D(A) a H, siempre que |o| sea suficientemente grande. Por lo
tanto, por el Teorema 3.29, A + B es autoadjunto en D(A).

Ahora suponemos que A es meramente esencialmente autoadjunto. Si
u € D(A), entonces existe una secuencia u, — u tal que Au, converge a
Au. Por la suposicién, la secuencia Bu,, también converge, por lo que u € D(B)

(va que B es cerrado). Por continuidad, podemos extender la relacién a

1Bull < al| Aul| + Blul

para todo u € D(A). Por la primera parte de la demostracion, esto implica que

A + B es autoadjunto en el dominio D(A).
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6. Operadores de Schrodinger

Usando el hecho de que (A + B)u,, — Au + Bu, también podemos concluir

que u € D((A+ B)), con

(A + B)u = Au + Bu.

Esto significa que

(A+B) C A+ B.

Ya que A + B es autoadjunto, es cerrado en particular. Por lo tanto, dado
que A+ B es una extension cerrada de A+ By (A + B) es la extensién cerrada
més pequefia, tenemos B

A+ B cC (A+ B).

Concluimos que (A + B) = A + B, lo cual es autoadjunto. Asi, A + B es
esencialmente autoadjunto. |

La aplicacién original de Kato del Teorema a operadores de Schrédinger
incluye el siguiente resultado, que cubre el caso del potencial de Coulomb en
particular.

Sea n < 3 y supongamos que V es un potencial real en L? (R™)+ L> (R™).
Entonces —A+V es esencialmente autoadjunto en C5° (R™) y autoadjunto
en H? (R™).

Demostracion. La componente L™ (R™) se incluye para aplicaciones, pero no
afecta a la prueba porque contribuye con un operador autoadjunto acotado. Por
lo tanto, basta con considerar V € L? (R").

Supongamos que u € H? (R™). Por la inclusién de Sobolev, esto implica que
u es continuo y acotado para n < 4. Esto da Vu € L? (R"). Dado que esta es
la condicién definitoria para el dominio del operador de multiplicacién My,
concluimos que

H?*(R"™) C D(My).

Como en la prueba de la inclusién de Sobolev, podemos usar el hecho de que
lullos < (2m) |01,
junto con la desigualdad de Cauchy-Schwarz, para estimar

1
i <€ [ e [ (€ B R

para b > 0. El primer integral da

1
7(1“ :Cbnfllv
/Rn e

donde C' depende solo de n, mientras que el segundo es igual a || (—A + b?) ul|?.
Por lo tanto, esto da la estimacién

[ulloe < CO" 4 (—A +b?) ul.
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Para V € L? (R") y u € H? (R"), aplicamos esta relacién para obtener
IVl < [Vl = OV (| Aull + 6% ull) ,
para todo b > 0. Tomando b suficientemente grande da
Vull < af Aull + Bllul,

con « arbitrariamente pequefio. Por lo tanto, —A + V satisface las hipdtesis
del Teorema de Kato-Rellich. Para V € L? (R") y u € H? (R"), aplicamos esta
relaciéon para obtener

Vaull < [[Vlllulls = CO" V| (| Aull + 6*[[ul) ,
para todo b > 0. Tomando b suficientemente grande da
Vull < af|Aul| + Bllull,

con « arbitrariamente pequeno. Esto muestra que el operador definido por
el potencial V es relativamente acotado con respecto al operador —A con un
a < 1.

Por lo tanto, por el Teorema de Kato-Rellich (Teorema ?7?), —A + V es
autoadjunto en D(—A) = H? (R") y esencialmente autoadjunto en cualquier
nicleo para —A, que incluye C§° (R™). Por lo tanto, el operador —A 4+ V es
esencialmente autoadjunto en C§° (R™) y autoadjunto en H? (R"), como se
queria demostrar. |

Continuamos con ejemplos que ilustran la aplicabilidad del Teorema de
Kato-Rellich a operadores de Schrodinger.

Ejemplo 6.3.1. Hamiltoniano del Atomo de Hidrégeno

En R3, consideremos el operador Hamiltoniano para el dtomo de
hidrégeno H := —A — r~'. El potencial V(z) = —r~! estd en L} (R?)
y es acotado fuera de un conjunto compacto. Por lo tanto, H es
esencialmente autoadjunto en Cg§° (R3) y autoadjunto en H? (R3), de
acuerdo con el Teorema ?77. o

Ejemplo 6.3.2. Operador de Schrédinger Magnético

Para una particula cargada en un campo magnético, el Hamiltoniano
cudntico asociado con el potencial vector magnético A : R? — R3 es

H = (iV + A)?,

donde se omiten las constantes fisicas. Un operador de este tipo se
denomina operador de Schridinger magnético. Para f,g € C§° (]Rg),
tenemos

(fiHg) = ((iV + A)f, iV + A)g),

lo que muestra que H es simétrico como operador en C§° (R?’). Ezpan-
diendo el cuadrado, obtenemos

H=-A+2iA-V+(V-A)+ A%
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6. Operadores de Schrodinger

Los términos escalares (V- A) y A? son acotados, siempre que asumamos
que A y V - A estan en L (RS), (donde la divergencia se define en
el sentido débil). Sin embargo, el término del gradiente 2iA -V es un
operador no acotado.

Para aplicar el Teorema de Kato-Rellich, note que para f € H? (R3),

IN

| i) feras
(1717 +1AF12).

N — N~

Para A € L (]RS), se sigue que 2iA -V es relativamente acotado
con respecto a —A. Por lo tanto, H es autoadjunto en H? (RS) Y
esencialmente autoadjunto en C§° (R?).

¢

Estos ejemplos demuestran cémo se pueden tratar potenciales que no
estan semi-acotados inferiormente mediante el enfoque de perturbaciones
relativamente acotadas. Esto amplia significativamente el alcance de los
operadores que se pueden considerar en la teoria de operadores de Schrodinger,
abriendo la puerta a una variedad de aplicaciones fisicamente relevantes.

6.4. Perturbaciones Relativamente Compactas

En esta seccién, abordamos la cuestién de ubicar el espectro esencial de
—A + V. Lamentablemente, el resultado de estabilidad de Weyl, que dice que el
espectro esencial no se ve afectado por perturbaciones compactas, no es 1util para
operadores de Schrodinger. El operador de multiplicacion My no es compacto
en L? (R™) a menos que V se anule casi en todas partes.

Nuestro primer objetivo, por lo tanto, es fortalecer el resultado de estabilidad
de Weyl. En lugar de requerir que la diferencia en operadores sea compacta,
impondremos esta condicién en la diferencia de las resolventes.

Supongamos que A y B son operadores autoadjuntos en un espacio de
Hilbert H. Si existe z € p(A) N p(B) tal que (A—2)"1 — (B —2)"! es
compacto, entonces oess(A) = 0ess(B).

Demostracion. Supongamos que A € gess(A). Existe una secuencia {uy} C D(A)
con |lug|l =1y ur — 0 en el sentido débil, tal que

lim (A — A)uy, = 0.

k—o0
Por la definicién de la resolvente,
(A=2)HA= ) =T (= \)(A—2)",
asi que esto implica que
klirgo llup — (2 — A)(A — 2)"tuyg|| = 0.
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1

La suposicién de que (A — z)~t — (B — 2)~! es compacta implica que

lim [(A—2)"' = (B—2)"uw =0,

k—o0

por lo que podemos deducir de lo anterior que

lim |Jup — (2 — A\)(B — z)_lukH =0.

k—o0

Si ahora definimos
wy, := (B — 2) "y,

entonces esto se traduce en

lim ||(B — Nwg|| = 0.
k—o0
Al escribir esto en la forma

lim ||uk — (Z — )\)’U)]CH
k—o0

y usando el hecho de que |Jug|| = 1, también podemos deducir que
lim |we|| = |2 — A%,
k—o0

por lo anterior.

Supongamos que A # ess(B). Si I denota la resolucién espectral de B,
entonces esto significa que II(y_. x.) tiene rango finito para algtin e > 0. En
particular, II(x_. x4¢)(B — 2)~1 serd compacto, de modo que

kliﬁgo Hix—erteywr = 0.
Con Q¢ := I — l(x_¢ r1e), podemos estimar

(B = Nwi|| = [I(B = M) (M(x—c o)Wk + Qewg) |
2 [|(B = NQewill = [[(B = MT(x—c ate) wil

> €| Qewk || — el x—c ne)wi-

Tomando k — oo, usando lo anterior y el hecho de que limy_, o ||wi|| =
|z — A|71, obtenemos

liminf ||(B — Mwg|| > €|z — Al
k—o00

Esto contradice lo anterior, por lo que concluimos que A € gess(B).
Hemos demostrado que gess(A) C 0ess(B), y el mismo argumento se aplica
intercambiando A y B. |

Este teorema proporciona una herramienta valiosa para el andlisis del
espectro esencial de operadores autoadjuntos, especialmente en el contexto
de operadores de Schrédinger, donde las perturbaciones del operador de Laplace
pueden no ser compactas pero pueden ser tratadas en términos de las diferencias
de sus resolventes.
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6. Operadores de Schrodinger

En muchas aplicaciones de operadores, incluidos los operadores de Schro-
dinger, solo se conoce explicitamente una de las resolventes. Es por ello util
invocar la segunda identidad de la resolvente, que establece que

(B=2)'—(A-2)"t'=(B-2)"Y(B-A)A-2)""

Para satisfacer la hipdtesis de un teorema relevante sobre estabilidad, es
suficiente verificar la compacidad de (B — A)(A — 2)~ L.

Con esto en mente, decimos que un operador T es relativamente compacto
con respecto a A si D(A) C D(T) y T(A—2)"! es compacto para algtin z € p(A).
Por la primera identidad de la resolvente, si T(A — z)~! es compacto para un
valor de z, entonces es compacto para todos z € p(A).

Si A y T son operadores autoadjuntos y T es relativamente compacto
con respecto a A, entonces A+ T es autoadjunto en D(A) y

Uess(A T T) = Uess(A)-

Demostracion. Primero consideramos la autoadjunciéon de A + T'. Nuestro plan
es demostrar que HT(A +io)7t H es pequefio para o grande, y luego argumentar
como en la prueba de un teorema relevante sobre autoadjuncién.

A través del calculo funcional, el operador (A +i)(A — io)~! corresponde a
la multiplicacién por la funcién

T+

)
Xr — 10

folz) =

para = € R. Observe que |f,(z)] <1y f, = 0 puntualmente cuando o — oo.
Por lo tanto, usando la convergencia dominada, tenemos

(A+49)(A—io)™t =0
en el sentido fuerte del operador cuando o — oco. Ahora podemos escribir
T(A+io) ' =T(A—i) " H(A—i)(A+io) .

Dado que T(A —i)~! es compacto por suposicién, y la convergencia fuerte
nos da
[(A—i)(A+io)™]" =0,

se sigue que
lim ||T(A +i0) || =0
T —00
por el resultado de un ejercicio relevante. Al elegir |o| suficientemente grande,
podemos asegurar que
|T(A+io) | < 1.

Como en la prueba de un teorema relevante sobre autoadjuncién, esto implica
que A+ T =+ io es sobreyectivo, y por lo tanto, A + T es autoadjunto en D(A).
El hecho de que A y A + T tengan los mismos espectros esenciales se sigue
inmediatamente de un teorema relevante, por la identidad de la resolvente. M
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Supongamos que —A+V es autoadjunto en un dominio que incluye H* (R"),
como es el caso de los potenciales considerados en secciones previas. Entonces,
para Y € C§° (R™), el teorema de Rellich implica que x(—A+V)~! es compacto
en L? (R™). Esta observacién nos lleva al siguiente corolario:

Corolario 6.4.1. Estabilidad del Espectro Esencial para Potenciales con Soporte Compacto

Supongamos que V' es un potencial tal que —A + V' es autoadjunto en
un dominio que incluye H* (R™). Si W € L>® (R™;R) y tiene soporte
compacto, entonces

Uess<_A + V) = U@ss(_A + 1% + W)

Consideremos, por ejemplo, el operador de Schréodinger H := —A +V en R
con el potencial de pozo cuadrado negativo:

V(:IZ) _ {_Ca |.’E| < a,

0, |z|>a,

donde a, ¢ son constantes positivas. Por un teorema relevante sobre operadores
autoadjuntos, H es autoadjunto con dominio H?(R). Dado que V tiene soporte
compacto, el corolario anterior muestra que el espectro esencial es [0, 00).

Para encontrar el espectro discreto, notamos que para A > 0 no hay
soluciones L? de la ecuacién de valores propios para || > a, por lo que
todos los autovalores son negativos. Claramente —A + ¢ > 0, entonces el
espectro estd acotado inferiormente por —c. Dado que el potencial es simétrico,
podemos asumir que todas las autofunciones tienen simetria par o impar.
Primero consideremos las autofunciones pares para A = —02 con 0 < o < \/c.
Para |z| > a, el requerimiento L? implica que las autofunciones toman la forma
Y(z) = e~?1*l. En [—a, a], una solucién par es un miltiplo constante de cos(wz),
donde w := y/|c — 02|. Dado que las funciones en H?(R) son particularmente C'!,
las primeras derivadas coincidiran en x = £a. Las condiciones de coincidencia
en = *+a se reducen a

o = wtan(wa).

Debido a que wtan(wa) es decreciente como funcién de o, e igual a cero
en o = 4/c, existe al menos un punto de intersecciéon para 0 < o < +/c. Por
lo tanto, existe al menos una autofunciéon par para todos ¢ > 0, y H tiene al
menos un autovalor negativo. Hay multiples autofunciones pares si ¢ > (w/a)?.

Para las autofunciones impares, la condicién de coincidencia es

o = —wcot(wa).

Por lo tanto, una autofuncién impar existe si y solo si ¢ > (7/2a)?.
Las autofunciones se concentran en el soporte de V', como se ilustra en la
Figura.

Lema 6.4.1. Compacidad Relativa de My con Respecto a —A

Sea V € L? (R") con n < 3, entonces My es relativamente compacto con

respecto a —A, y por lo tanto, tenemos que

Uess(_A + V) = [07 OO)
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6. Operadores de Schrodinger

High-Frequency Oscillator-like Eigenfunctions for the Square-Well Potential

1.00 4 = Even eigenfunction
0dd eigenfunction
potential well

0.75 4

wix)
°
o
S

-0.25

—0.50 4

=0.75

—~1.00 4

Figura 6.2: Ejemplo de autofuncién para el potencial de pozo cuadrado soportado
en [—a,al.

Demostracion. La computacion del resolvente para R™ nos da el niicleo integral
(—A+ 1)~ como
Gn(r) == (271')_%7"1_%1(%,1(7"),

donde r = |z|. De la asintética de Bessel estdndar, tenemos

) O(r =), v#0,
o) = {O(logr), v=0,

cuando 7 — 0, y Ky (r) = O (e™") cuando r — oco. Esto nos da

O(r), n=1,
Gn(r) = ¢ O(logr), n=2,
0] (7“2*”) , n>3.
En combinacién con la descomposicién exponencial en el infinito, estas

estimaciones implican que

G, € L*(R"),
siempre que n < 3. El nticleo integral de V(—A +1)7! es
K(z,y) = V(2)Gn(lz —yl).

Podemos estimar

T T 2 mn mn
/ / K (2, y)2d"ed yz/ / IV (2)2Go (| — )| dzd™y
= VI |G
< 0.

Esto muestra que V(—A + 1)~! es un operador de Hilbert-Schmidt, que es
compacto.

Hemos probado la compacidad relativa, y la caracterizacién del espectro
esencial se sigue del Teorema 77. |
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6.5. Atomo de Hidrégeno

Sea V' un potencial real en L  (R™) paran < 3. Si V(z) — 0 cuando
|z| — oo, entonces My es relativamente compacto con respecto a —A vy,
por lo tanto,

Oess (_A + V) = [0700)

Demostracion. Sea X, la funcién caracteristica del conjunto {|z| < n} para
n € N. Puesto que
a1 =1,

tenemos una cota de la norma del operador

(1= xn) V(=A+ 1) < sup V(a).

|z|>n
Por la suposicion de que V' — 0, esto implica que
XaV(A+1) S V(-A+1)7!

a medida que n — oo, con convergencia en la norma del operador. Dado que
XnV(=A + 1)~ es compacto, se sigue que V(—A + 1)~ es compacto. El
resultado reclamado ahora se sigue del Teorema 77.

El Teorema ?7? se aplica en particular al Hamiltoniano cudntico del atomo
de hidrégeno. Trabajaremos el espectro de este operador explicitamente en la
siguiente seccién. Hay resultados analogos al Teorema 7?7 en dimensiones mas
altas, pero las demostraciones son mas complicadas. En dimensiones mayores a
tres no tenemos la conveniencia de explotar la propiedad de Hilbert-Schmidt
para probar la compacidad. |

6.5. Atomo de Hidrégeno

Disponemos ahora de todas las herramientas necesarias para analizar el
espectro del Hamiltoniano cuantico para el atomo de hidrégeno,
1
H=-A——
r
actuando en L2 (R3). Por resultados previos, sabemos que H es esencialmente
autoadjunto en C§° (R3) y autoadjunto en H? (R3). Ademas, se muestra que

Oess (H) = [0,00).

Este rango continuo de energias positivas corresponde a los estados ionizados
del atomo, donde el electrén se ha liberado del nicleo.

En esta seccién, demostraremos que el espectro discreto de H consiste en
una secuencia de autovalores negativos que se acumulan en cero. Estos son
los .*stados ligados'del atomo, para los cuales el electrén estéd efectivamente
atrapado dentro de alguna vecindad del niicleo. Las lineas de absorcién y emision
del hidrégeno atémico corresponden a la diferencia de energia entre dos estados
ligados. Un atomo solo puede absorber o emitir fotones en estas frecuencias
especificas.
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6. Operadores de Schrodinger

El operador de hidrégeno tiene un espectro discreto que consiste en

autovalores negativos,
1

4n2’

para n € N, cada uno con multiplicidad n?.

)\n =

Demostracion. Por analisis previo, el espectro discreto es negativo. Supongamos
que X\ < 0 es un autovalor, y sea Wy C H? (]R3) el subespacio de autovalores
correspondiente, que es de dimensién finita. En coordenadas esféricas (r, ¢, ),
el Laplaciano toma la forma

1

A = ﬁaf,‘ (T28T) +

1 1
———0,, (sin pd, ————03.
r2sing 7 (sin p0) + r2sin? ¢

Note que las variables angulares se pueden separar definiendo un Laplaciano
esférico

1 , 1,
Agz := singpaw (sin0,) + mag.

Aqui, S? denota la esfera unitaria en R3. De la relacién,

A= iza, (r*o,) + %AS2,
r r

es evidente que A y Ag2 conmutan como operadores diferenciales. La accién
de Ag2 sobre W), estd bien definida. De hecho, un andlisis de regularidad local,
similar al empleado en demostraciones previas, se puede utilizar para mostrar
que las funciones propias de H son suaves excepto posiblemente en el origen.
Dado que Agz conmuta con A, mapea W) a si mismo. Ademés, utilizando
integracion por partes en coordenadas esféricas, podemos verificar facilmente
que —Ag2 es un operador positivo en el dominio H? (R3). Por lo tanto, la
restriccién de Agz a W), es autoadjunta, ya que este espacio es de dimensién
finita.

El mismo razonamiento se aplica al operador —idy, que conmuta tanto con
A como con Ag: y se restringe a un operador autoadjunto en Wy. (Un fisico
interpretaria —Agz y —i0y como observables cudnticos en términos de momento
angular. El cuadrado del momento angular total esta representado por —Agz,
mientras que —idy da la componente del momento angular sobre el eje z.)

Por el teorema espectral en su forma de dimension finita, W) admite una
base que consiste en funciones propias simultdneas de —0y y Agz. Supongamos
que v es una funcién propia conjunta. Dado que se requiere que u sea suave lejos
del origen, es evidente por el hecho de que u es una funcién propia peridédica de
—i0p que u tiene la forma

u(r,¢,0) = ™ f(r, ),
para m € Z y alguna funcién f en [0,00) x [0, 7]. Supongamos ahora que
—Agzu = Ku
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6.5. Atomo de Hidrégeno

para k > 0. Tras hacer las sustituciones u = e"™Y f y z = cos ¢, esta ecuacién
de autovalores se convierte en

2\ g1 / m?
(1 z)f 22f+<l€ 1_Z2)f0.

Esta es la ecuaciéon de Legendre; un par de soluciones linealmente
independientes estd dado por las funciones de Legendre P/ (z) y Q7*(z), donde
k=I1(+1).

Para un elemento de Wy requerimos que ™ f(r, ) sea suave lejos del
origen. Dado que la coordenada 6 es singular en el eje z, representado por
z = 41, necesitamos que las soluciones de Legendre sean regulares en estos
puntos. La solucién Q}*(z) diverge cuando z — 1 para todas las elecciones de
pardmetro, por lo que se descarta. La solucién P/ (z) es regular en z = 1, pero
diverge cuando z — —1, excepto en el caso especial donde | € Ny con |m| < .
Asumiendo que [, m cumplen con estas condiciones, la formula de Rodrigues
nos da

=™ aym/2 AT
m —

De esta expresién es facil verificar que P/™(cos ¢) es un polinomio en sin ¢
y cos . Con estas consideraciones, hemos restringido las opciones para u a la
forma

(z2 — 1)l .

u(r, ¢, 0) = e P" (cos ) h(r),

para | € Ng,m € {—m,...,m}, y h una funcién en [0,00). La combinacién
eimele (cos ) se llama armonico esférico, y se denota tradicionalmente por
Y™ (¢,0), hasta una constante de normalizacion.

Ahora nos volcamos a la ecuacién radial. Dado que implica que —Agzu =
I(I + 1)u, la ecuacién de autovalores completa Hu = Au se reduce a la forma

radial -
1 1 1
Lo, (o) - L D

h = M\h.
72 r

La multiplicacién por 72 nos lleva a una ecuacién diferencial ordinaria de

segundo orden con coeficientes polinomiales,
W' +2rh + (r+ X% =11+ 1)) h =0,

a la que se puede aplicar el método de Frobenius de series de potencias. Las raices
indiciales son [ y —{—1. Dado que estas difieren en un entero, el teorema de Fuchs
(ver, por ejemplo, [Fuente]) nos da dos soluciones linealmente independientes
de la forma,

hi(r) = rtfy (r), ha(r)= r_l_lfg(r) +erlfy (r)logr,

donde las funciones f; son enteras y satisfacen f;(0) = 1, y ¢ es una constante.
La solucién singular ho se puede descartar en nuestro caso, porque esto resultaria
en una funcién u que no yace en H? (R?). Por lo tanto, el componente radial de
una funcién propia tiene una expansién en serie de potencias con radio infinito
de convergencia, comenzando desde el término 7.

Para simplificar el cdlculo de coeficientes, es titil extraer el comportamiento

asintético cuando r — 0. La parte principal de en el infinito es —h” = Ah.
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6. Operadores de Schrodinger

Si establecemos A = —o2 con ¢ > 0, entonces el comportamiento asintético

esperado es et?7. Por supuesto, solo la solucién decreciente serfa compatible
con una funcién H2. Por lo tanto, tomamos el ansatz

h(r) = q(r)r'e™",

y buscamos una expansion en serie de potencias de la forma

q(r) = Z aprk.
k=0

1

Al sustituir en y comparar los coeficientes de 7~1 se obtiene una relacién

recursiva
20(k+1)—1
ap = ——————————
E(k+204+1)

La serie resultante es convergente para cualquier valor de ¢. Sin embargo,
para 6 > 0 la relacién ay/ar—; estd acotada por debajo por (2 — §)o/k
para k suficientemente grande. Esto implica un limite inferior exponencial
q(r) > ce?=97 a menos que la secuencia definida por termine con algin
coeficiente igual a cero. La falta de terminacién implicaria que h(r) crece
exponencialmente cuando r — oo, lo cual estd claramente descartado por el
requisito de L2.

Por lo tanto, para que h(r) sea el componente radial de una funcién propia,
debemos tener o = 1/2n para algin entero n > [, de modo que todos los
términos en la secuencia determinada por se anulen para k > n —[. Si el
polinomio resultante se denota por g, (1), entonces nuestra funcién propia
potencial tiene la forma

Qp—1-

Un,1,m (750, 0) = q(r) Y™ (p,0)e "/,

Claramente u,, ;. decae exponencialmente cuando r — oo. Ademds, r'Y;™ (¢, 0)
es un polinomio homogéneo de grado [ en las variables x, y, z, por lo que es facil
verificar que y, ;. m € 2 (R3).

El autovalor correspondiente a uy ;m es A = —o2, por lo que el espectro
discreto de H esta dado por

1
Odisc (H) = {_4712 ne N} .
Para cada valor de n, las posibles elecciones son [ € {0,...,n — 1} y
m € {—I,...,1}. La multiplicidad de —1/4n? es, por lo tanto,

n—1

> o@+1)=n’

=0

Si reintroducimos las constantes fisicas, como en la seccién inicial, el
Hamiltoniano cuantico se convierte en
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6.5. Atomo de Hidrégeno

Al escalar los autovalores del Teorema, podemos calcular los niveles de
energia del atomo de hidrégeno como

mg* 1

E, =2 -
2h2 n?

Esto concuerda con la formula empirica para las lineas de emisién y absorciéon
del hidrégeno atémico que fue desarrollada por Johannes Rydberg en 1888. W
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CAPITULO 7

Métodos Numeéricos

7.1. Nodos de Chebyshev para la Discretizacion de
Espacios Funcionales

Los nodos de Chebyshev son una herramienta esencial en el andlisis
numérico, particularmente tutiles en la discretizacién de espacios funcionales
para aproximaciones polinomiales y en la integraciéon numérica. Su aplicacién
en el contexto de la discretizacion de operadores de Schrodinger es de gran
relevancia para el andlisis espectral detallado.

Nodos de Chebyshev

Los nodos de Chebyshev de primer tipo en el intervalo [—1,1] son definidos
por la relacion

2k —1
ack:cos(?T(k))7 k=1,....,n,
2n

donde n es el numero total de nodos. Estos nodos se caracterizan por
minimizar la mdzima magnitud del polinomio de Chebyshev de primer
tipo de grado n, proporcionando una distribucion de puntos que es optima
en el sentido de la aproximacion polinémica.

Demostracion. Para demostrar la propiedad de minimizacién de la magnitud
del polinomio de Chebyshev, consideramos el polinomio de Chebyshev de primer
tipo T, (z) = cos(narccos(z)), que oscila entre —1 y 1 en el intervalo [—1,1].

Los nodos de Chebyshev zj, son las raices de T,,(z), lo que significa que
T, (xr) =0 para k = 1,...,n. Ademds, el polinomio T, (x) alcanza su méxima
magnitud en los puntos cos (”—nj), 7 =0,...,n, donde toma valores de 1 o —1.

La propiedad clave de los nodos de Chebyshev se demuestra considerando
cualquier polinomio p(z) de grado menor o igual que n y observando que la
diferencia p(z) — T, (x) también es un polinomio de grado menor o igual que n.
Por el teorema del valor intermedio, esta diferencia tiene al menos n + 1 ceros
en el intervalo [—1, 1], contando la multiplicidad.

Si se asume que el maximo de |p(z)| en [—1, 1] es menor que el maximo de
|T5 ()], entonces p(z) — T,,(z) tendria mas de n cambios de signo en [—1,1], lo
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que es imposible para un polinomio de grado n. Por lo tanto, el maximo de
|p(z)] en [—1, 1] no puede ser menor que el maximo de |T),(z)].

Los nodos de Chebyshev zj, son precisamente los puntos donde Ty, (x)
y —T,(z) alcanzan alternativamente sus méximos y minimos. Por lo tanto,
estos nodos minimizan la méxima magnitud de T,,(z) en comparacién con
cualquier otra eleccién de n puntos en el intervalo [—1, 1], proporcionando una
interpolacién polinémica 6ptima en términos de la magnitud méxima del error.

Esta propiedad de minimizacién de la magnitud del polinomio de Chebyshev
es lo que hace que los nodos de Chebyshev sean particularmente ttiles para
la interpolacién polindémica, ya que ayuda a controlar el fenémeno de Runge y
mejora la precisién de la aproximacion. |

Aplicaciéon de Nodos de Chebyshev en el Analisis Espectral

Los nodos de Chebyshev, por su distribucién 6ptima, son una elecciéon
preferida para la discretizacién del espacio en el andlisis espectral de operadores
de Schrodinger, permitiendo una aproximacion numérica mas precisa y estable
de las propiedades espectrales del operador.

La utilizacién de nodos de Chebyshev en la discretizacién en el andlisis
espectral asegura la optimizacion del error de interpolacién y la aproximacion
numérica, lo que es crucial para la resolucién precisa de ecuaciones diferenciales y
el calculo detallado de autovalores y autofunciones en el contexto de operadores
de Schrodinger.

7.2. Construccion de la Matriz Hamiltoniana

La matriz hamiltoniana en mecénica cudntica es una representaciéon matricial
del operador hamiltoniano, que describe la energia total de un sistema. Esta
matriz es fundamental para calcular los estados de energia y las funciones de
onda de un sistema cuantico en una base discreta. En esta seccién, describimos
el proceso de construccién de la matriz hamiltoniana para un potencial
unidimensional utilizando los nodos de Chebyshev y una aproximacién de
diferencias finitas para el operador laplaciano.

Discretizacion del Espacio con Nodos de Chebyshev

La discretizacién del espacio se realiza utilizando nodos de Chebyshev, que
minimizan los errores de interpolacién y maximizan la estabilidad numérica.
Los nodos de Chebyshev en el intervalo [—L, L] se definen como:

rk:LCOS(W(an_l)>, kE=1,...,n (7.1)

Estos nodos se utilizan para representar el espacio en el que se define el potencial
y el operador hamiltoniano.

Aproximacion del Operador Laplaciano

El operador laplaciano, que representa la energia cinética en el operador
hamiltoniano, se aproxima utilizando el método de diferencias finitas. En una
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malla uniforme, la segunda derivada de una funcién f(r) en el nodo 7 se
aproxima como:

EF oy L) = 2 00) + ()
drz VM Ar? ’

(7.2)

donde Ar es el espaciado entre nodos adyacentes. Sin embargo, para los nodos
de Chebyshev, Ar no es constante y la formula se ajusta para tener en cuenta
el espaciado variable.

Construccion de la Matriz Hamiltoniana

La matriz hamiltoniana H se construye combinando las contribuciones de la
energia cinética y potencial. Cada elemento H;; de la matriz se calcula como:

m [ d?
H;; = ~3.- <d7“2>7;j + V(r:)ds5, (7.3)

donde ([;‘l—;) ~es la aproximacién de la segunda derivada del operador laplaciano
ij

en los nodos discretos, y V (r;) es el potencial en el nodo r;. La matriz resultante
es una representaciéon discreta del operador hamiltoniano en el espacio de
estados.

Condiciones de Frontera

Las condiciones de frontera son cruciales para la precisién de la aproximacion.
Para un sistema finito, se pueden aplicar condiciones de frontera de Dirichlet,
asumiendo que la funcién de onda se anula en los extremos del intervalo. Esto se
refleja en la matriz hamiltoniana asegurando que los elementos correspondientes
a los nodos en los extremos tengan valores adecuados que representen la energia
potencial infinita en las fronteras.

La construccién cuidadosa de la matriz hamiltoniana es esencial para
garantizar la precision de los calculos en mecanica cudntica computacional.
Los métodos descritos aqui son fundamentales para el estudio de sistemas
cuanticos discretizados y proporcionan la base para anélisis més avanzados y
simulaciones numéricas.

7.3. El Método de Lanczos para la Diagonalizacion de
Matrices

El método de Lanczos es una técnica iterativa para reducir una matriz grande
y dispersa a una forma tridiagonal, facilitando el célculo de sus valores y vectores
propios més significativos. En esta seccién, describimos la implementacion del
método de Lanczos y su aplicacién en el contexto de la mecédnica cuantica
computacional.

Fundamentos del Método de Lanczos

El método de Lanczos transforma una matriz hermitiana A € C"*"™ en una
matriz tridiagonal simétrica T' € C*** con k < n, preservando los extremos

127



7. Métodos Numéricos

del espectro. La transformacién se realiza mediante una secuencia de vectores
ortogonales q1, qo, . . ., qr conocidos como vectores de Lanczos, que se generan
iterativamente.

Algoritmo del Método de Lanczos

El algoritmo del método de Lanczos se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Inicializacién: Seleccionar un vector inicial ¢; con |¢1]| = 1. Inicializar
g =0,a0=0y fo=0.
2. Iteracién: Para j =1,2,... k:
a
b

c
d

Aplicar la matriz A al vector ¢;: v = Ag;.
Calcular o = gjv.

Actualizar v: v =v — a;q; — Bj-1¢5-1-

D D

Calcular §; = ||v|| y normalizar v: g;11 = v/5;.

3. Construccién de la Matriz Tridiagonal: Construir la matriz T con los
elementos «; en la diagonal y §; en las diagonales superiores e inferiores.

Propiedades y Aplicaciones

El método de Lanczos es particularmente eficiente para matrices dispersas,
donde cada vector g; solo interactia con un pequefio nimero de otros vectores.
Esta eficiencia hace del método de Lanczos una herramienta valiosa en fisica
computacional, especialmente en el estudio de sistemas cuanticos donde la
matriz hamiltoniana es grande y dispersa.

La matriz tridiagonal resultante T es mas facil de diagonalizar que la matriz
original A, y sus valores propios mas grandes o mas pequeiios (dependiendo de
la implementacién) son aproximaciones de los valores propios correspondientes
de A. Los vectores propios de T pueden utilizarse para construir aproximaciones
de los vectores propios de A.

Consideraciones Practicas

En la implementacion practica del método de Lanczos, es crucial mantener
la ortogonalidad de los vectores ¢; en presencia de errores de redondeo. Ademads,
el namero de iteraciones k debe elegirse cuidadosamente para equilibrar la
precision de las aproximaciones y la complejidad computacional.

El método de Lanczos ha encontrado aplicaciones en una variedad de campos,
desde la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales hasta la determinacién
de las propiedades fundamentales de los sistemas cuanticos. Su capacidad
para manejar eficientemente matrices grandes y dispersas lo convierte en una
herramienta indispensable en el arsenal de la fisica computacional y la ingenieria
numeérica.

128



7.3. El Método de Lanczos para la Diagonalizacién de Matrices

[lacl4]
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