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RESUMEN

Las demostraciones cumplen un rol importante en geometria, fomentan el pensamiento critico
y la habilidad para construir argumentos sdlidos; su formalidad, en ocasiones, presenta
desafios para algunos estudiantes. Por tal motivo, es importante su aprendizaje, ya que esto
conllevard al entendimiento y desarrollo de otras ramas de la matemadtica. El propdsito de
este trabajo de investigacion fue elaborar un documento referencial para estudiantes que
cursan los primeros semestres de la carrera de matemdtica en la ESPOCH. La metodologia
empleada fue de enfoque cualitativo con alcance descriptivo y de tipo documental. Esto permitié
la recopilaciéon de informacion mds relevante en diversas fuentes bibliogrificas, como por
ejemplo, pdginas web, articulos, libros, entre otros, para el entendimiento de los diversos
conceptos tedricos en congruencia y semejanza de tridngulos y la aplicacion del método de
Van Hiele a las demostraciones. Como resultado, se obtuvo un documento referencial donde se
proporcionan las cinco fases para el aprendizaje en las demostraciones, tales como: visualizacidn,
andlisis, abstraccién, deduccién formal y rigor. Ademas, se proporcionaron varios problemas de
congruencia y semejanza de tridngulos, en los cuales se aplicé las cinco fases propuestas para
el aprendizaje. En conclusién, este documento referencial servird como un material alternativo
y complementario para el aprendizaje de las demostraciones en geometria, apoyado con la

resolucion de problemas, esto fomentara al desarrollo de habilidades cognitivas en los estudiantes.

Palabras clave: <METODO DE VAN HIELE>, <NIVELES>, <FASES>,
<GEOMETRIA>, <TRIANGULOS>, <CONGRUENCIA>, <SEMEJANZA>,
<DEMOSTRACION>.
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ABSTRACT

Demonstrations play a significant role in geometry by fostering critical thinking and the ability to
construct solid arguments; however, their formality can occasionally pose challenges for several
students. Therefore, mastering demonstrations is essential, as it facilitates understanding and
development of other branches of mathematics. The purpose of this research work was to create a
reference document for students in the early semesters of the Mathematics Program at ESPOCH.
The methodology used was a qualitative approach with a descriptive scope and a documentary
nature, which allowed the collection of the most relevant information from various bibliographic
sources, including web pages, articles, and books, among others. This information was vital
for understanding the different theoretical concepts of triangle congruence and similarity and
for applying Van Hiele’s method for demonstrations. As a result, a comprehensive reference
document was developed. detailing the five phases of learning demonstrations: visualization,
analysis, abstraction, formal deduction, and rigor. Additionally, several problems related to triangle
congruence and similarity were provided, in which the five phases proposed for learning were
applied. In conclusion, this reference document serves as an alternative and complementary
resource for learning geometric demonstrations, supported by problem-solving. Consequently, it

will enhance the development of cognitive skills in students.

Keywords: <VAN HIELE’S METHOD>, <LEVELS>, <PHASES>,
<GEOMETRY>, <TRIANGLES>, <CONGRUENCE>, <SIMILARITY>,
<DEMONSTRATION>.
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INTRODUCCION

La historia de la geometria comenz6 como la necesidad prictica de medir formas individuales,
estudiar la relacion espacial que existe entre ellas y las propiedades del espacio que las rodea;
asi, dieron el surgimiento de diversas disciplinas como, por ejemplo, el dibujo técnico o la propia
arquitectura. Ademds, por su gran importancia es utilizada como complemento de muchas otras
dreas como fisica, mecdnica, astronomia, etc. En este sentido, tienen una importante utilidad desde
tiempos remotos, desde su aplicacidn en situaciones cotidianas, asi como, para estimular, ejercitar

y desarrollar diversas habilidades de pensamiento y estrategias para la resolucion de problemas.

A pesar de esta relevante presencia y utilidad en la vida cotidiana, es comtin encontrar que no
todos los estudiantes que cursan los primeros semestres de una carrera de matemética, tengan
las destrezas y habilidades necesarias para comprender los razonamientos 16gicos y formales que
poseen las demostraciones en geometria, por ende, tienen dificultades para su estudio formal.
Ademads, es bien sabido que, la formalidad en matemadtica, presente en las demostraciones es
fundamental porque es el medio de justificacion para la ampliacién de la frontera del conocimiento

en matematica.

En base en lo planteado, anticipadamente el proceso de las demostraciones en geometria,
especialmente en temas como la congruencia y semejanza de tridngulos, a menudo plantea
desafios a los estudiantes debido a su demanda de razonamiento ldgico y construccién de
argumentos coherentes. Sobre todo la transicién de comprender propiedades geométricas al paso
de demostrarlas matemdticamente puede ser abrupta y confusa. Aqui es donde el método de Van
Hiele cumple un rol importante y esencial al ofrecer una estructura progresiva el cual guia a los
estudiantes a través de cinco niveles de pensamiento geométrico, partiendo de la comprension

visual hasta llegar al razonamiento deductivo riguroso.

Por tal motivo, esta progresion permite que los estudiantes superen las dificultades inherentes a las
demostraciones, desarrollando una comprension profunda, habilidades l6gicas y argumentativas

necesarias para construir demostraciones sélidas.

Al respecto, en la literatura, se encuentran diferentes investigaciones que abordan esta
problemdtica, por ejemplo Vargas (2012) realizé una propuesta sobre el modelo de Van Hiele y

la ensefianza de la geometria. Este articulo propone una visién sobre el modelo de Van Hiele



y su aplicacién en la ensefianza de la geometria. Explora cémo este método guia el proceso de
comprensién desde una perspectiva visual inicial hasta la construccién rigurosa de demostraciones
matematicas, estableciendo bases sdlidas para el pensamiento geométrico auténtico. Ademas,
analiza su adaptabilidad a distintas edades y niveles, permitiendo una ensefianza personalizada
acorde al ritmo de desarrollo de cada estudiante. En tdltima instancia, resalta que el uso efectivo
del método no solo enriquece la ensefianza de la geometria, sino también potencia habilidades

cognitivas esenciales para abordar desafios matemaéticos en la vida cotidiana.

Asi mismo Rojas, (2020) ofrece una investigacion relevante que aborda el uso del método Van Hiele
y los niveles de razonamiento geométrico en estudiantes de Huancavelica, Perd. El estudio se
propuso evaluar la efectividad del enfoque holandés de Van Hiele en la mejora de los niveles
de pensamiento geométrico en el sexto ciclo de educacidn bdsica ordinaria. Los resultados
demostraron que la aplicacién de este método contribuyé al progreso del pensamiento geométrico,
abarcando la visualizacién, el andlisis y la clasificacién. Por ende, se concluyd que existié una
diferencia significativa en los niveles de adquisicién de pensamiento geométrico antes y después

de la implementacién del método de Van Hiele.

El propésito de este estudio fue elaborar un documento referencial, en donde se detalle la
implementacién del método del Van Hiele el cual ayudard en el aprendizaje en demostraciones
en geometria. Esta propuesta metodolégica innovadora contribuird al desarrollo de habilidades
en los estudiantes. Ademds, por su valiosos aportes significativo fomentard en el desarrollo de

destrezas y razonamiento geométricos para la resolucioén de problemas.

En fin, este proyecto de investigacion se estructurd a través de cinco capitulos. En el primero,
se aborda la problematica de investigacién, donde se define el planteamiento del problema y
se detallan sus caracteristicas clave. También se establece el objetivo general, los objetivos

especificos y la justificacién del estudio.

En el segundo capitulo, se expuso aspectos esenciales del tema mediante el uso de fuentes
bibliograficas como articulos, paginas web , libros en otros. El propdsito de esta seccion fue
resaltar sobre la metodologia de Van Hiele, ademds, dar a conocer de cémo fue estructurado el
documento referencial. En el tercer capitulo se centra en el marco metodoldgico, especificando el

enfoque, alcance, disefio, técnicas e instrumentos utilizados en la investigacion.

Luego, en el cuarto capitulo se presenta el marco de andlisis e interpretacién de resultados, donde

se introdujeron las cinco fases del método de Van Hiele para el aprendizaje de las demostraciones
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geométricas, adicional a ello, se explica de cémo fue estructurado el documento referencial.
Posteriormente, en el capitulo cinco donde se exponen las conclusiones y recomendaciones de
la investigacion realizada. Finalmente, se mencionaron diferentes fuentes bibliograficas relevantes

las cuales fueron de gran ayuda en la elaboracién del trabajo de investigacion.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

En particular, algunos estudiantes de los primeros semestres de la carrera de matemética en la
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH) se enfrentan a estas dificultades. Es
decir, experimentan problemas al comprender y llevar a cabo demostraciones en el dmbito de

la geometria plana, especificamente en el tema de congruencia y semejanza de tridngulos.

En este contexto, se propuso la elaboracién de un documento referencial que incorpora el método
de Van Hiele como enfoque metodologico para el aprendizaje en geometria. Este documento
presenta diversos problemas en los cuales se visualizard de manera detallada las demostraciones,
relacionadas con la congruencia y semejanza de tridngulos. Ademads de abordar las demostraciones
clasicas presentes en los libros se buscé ofrecer pautas generales basadas en las ideas extraidas
de las demostraciones de resultados conocidos, como teoremas, proposiciones y lemas. De esta
manera, se contribuird al desarrollo del razonamiento necesario para la resolucién de futuros

ejercicios o problemas de geometria.

1.1.1. Objetivos

1.1.1.1. Objetivo general

Realizar un estudio del tema de la congruencia y semejanza de tridngulos a través de una
revision bibliografica, para diseflar un documento de referencia cuidadosamente elaborado que
incorpore el método de Van Hiele. Ademads, este trabajo tiene como finalidad enriquecer el
proceso de razonamiento en las demostraciones de geometria plana, respaldado por la resolucién
de problemas, ofreciendo asi un recurso alternativo y complementario de alta calidad para los

estudiantes de la carrera de matematica en la ESPOCH.



1.1.1.2.  Objetivos especificos

e Realizar un arqueo bibliogridfico del método de Van Hiele y su implementacion en
demostraciones de congruencia y semejanza de tridngulos, con el fin de analizar y resumir

investigaciones relevantes.

o Identificar y seleccionar estudios relevantes que demuestren la eficacia y relevancia del método
de Van Hiele, en la mejora del razonamiento geométrico y la comprensién de demostraciones

en estudiantes.

e Analizar y comprender los niveles de pensamiento geométrico del método de Van Hiele
aplicados a demostraciones de congruencia y semejanza de tridngulos, buscando establecer una

base conceptual sélida.

e Desarrollar una aplicacién educativa basada en el método de Van Hiele para organizar conceptos
geométricos, mejorando la comprensién de demostraciones en semejanza y congruencia de

tridngulos.

e Elaborar un documento referencial que combine el método de Van Hiele y la resolucién de
problemas, con el propdsito de fortalecer la comprension de demostraciones en congruencia y
semejanza de tridngulos. Ademas, este enfoque buscard impulsar el desarrollo de habilidades y

pensamiento en el contexto de la geometria demostrativa.

1.1.2. Justificacion

El método de Van Hiele desempefié un papel esencial en el aprendizaje de la geometria,
especialmente en lo referente a la congruencia y semejanza de tridngulos. Su enfoque progresivo
guia a los estudiantes a lo largo de niveles de pensamiento, desde la visualizacién hasta la
demostracion rigurosa, promoviendo asi una comprension profunda. Esta metodologia fortalecera
la capacidad en los estudiantes para construir argumentos logicos en demostraciones de
congruencia y semejanza de tridngulos, el cual mejorard el razonamiento matematico y habilidades

de resolucién de problemas.

El documento referencial resultante de la investigacion actual se justifica por diversas razones,
destacando principalmente la incorporacién del método de Van Hiele. Para empezar, busca abordar

y mitigar las dificultades inherentes al proceso de aprendizaje de la congruencia y semejanza de
5



tridngulos a través de un documento autocontenido y didactico. Este documento proporciond un
enfoque sistemdtico basado en el método de Van Hiele, con énfasis en las demostraciones de

congruencia y semejanza de tridngulos.

Luego, se propone como un recurso comprensible que unifica y detalla el tema, siendo
especialmente beneficioso para quienes iniciaron en su estudio. Ademds, este material servird
como una herramienta valiosa para los estudiantes que, a pesar de haber abordado el tema

previamente, atin enfrentan dificultades en su comprension.

Por otra parte, el trabajo fortalecerd el desarrollo geométrico y abstracto de los estudiantes,
fomentando un entendimiento mdas profundo y estructurado. Ademads, el documento presenta
problemas concretos en demostraciones de congruencia y semejanza de tridngulos, ofreciendo a
los estudiantes la oportunidad de visualizar detalladamente cdmo se llevaron a cabo las diferentes

demostraciones.

Finalmente, como un valioso aporte a la carrera de matemadtica de la ESPOCH, se obtuvo un
documento referencial que funcionard como material alternativo y complementario para el estudio
de la geometria plana, en particular en el tema de congruencia y semejanza de tridngulos. A través
de la resolucién de problemas, este documento no solo fortalecerd la comprensién conceptual, sino
que también ampliard las perspectivas educativas. Ademads, la incorporacién del método de Van
Hiele, abrird un abanico de oportunidades para familiarizar a los estudiantes con los elementos

fundamentales de las demostraciones en geometria.



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

La geometria al ser considerada una de las ramas importantes de la matematica, sus aportes
valiosos y significativos a diferentes dreas como por ejemplo arquitectura, ingenierias, astronomia,
entre otras. Lo que justifica la importancia y necesidad de dominar los conceptos involucrados en
esta area. La metodologia que facilita la comprension de la geometria es el método de Van Hiele,
el cual ayuda tanto a estudiantes como a profesores. En consecuencia, se propone la siguiente
estructura, organizada conforme a los objetivos de la investigacion y para alinearse de manera

Optima con el propésito de este estudio.

2.0.1. Meétodo de Van Hiele

De la diversa literatura existente sobre el método de Van Hiele. Para la redaccién de esta seccion y
del primer capitulo del documento referencial se hizo la utilizacién de los siguiente autores: Barrera

(2023) y Rojas (2020), esta informacién fue fundamental y relevante.

Figura Ilustraciéon 2-1: Pierre Maria Van

Hiele y Dina Van Hiele Geldof
Realizado por: https://images.app.goo.gl/1z1tqoD4fSaBWidT6.

El método de Van Hiele fue desarrollado en los trabajos de la tesis doctoral presentado en
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Holanda 1957 por los profesores, Pierre Marfa Van Hiele (1920-1997) y Dina Van Hiele Geldof
(1934-2018), el método se centra en un enfoque educativo, el cual facilita la comprension de
la geometria, para que lo estudiantes desarrollen habilidades cognitivas. Ademads, se clasifica en

niveles de aprendizaje y fases de aprendizaje.

De acuerdo con (Barrera, 2023) El método de Van Hiele comprende los siguientes niveles de

aprendizaje:

Nivel 1: Visualizacién o reconocimiento. En este se reconoce diversas formas y propiedades

geométricas, pero no se profundiza en su explicacion.

Nivel 2: Analisis. Luego de la visualizacidn, se puede analizar y reconocer algunas propiedades

con la que consta la figura geométrica, pero de forma empirica.

Nivel 3: Ordenacion, clasificacion o abstraccion. En este nivel ya se puede establecer las

relaciones y propiedades que posee la figura geométrica de manera formal.

Nivel 4: Deduccion forma. En este nivel se comprende y se manipula las relaciones y
propiedades de manera formal, ademds, se entiende que existen diversas formas para alcanzar

los mismo resultados.

Nivel 5: Rigor. En este nivel se tiene la capacidad y habilidad para argumentar en los procesos
de razonamiento. Estos deben ser claros y precisos ya que esto conllevara al entendimiento

profundo en la geometria.

De igual manera, (Rojas, 2020) clasifican las fases de aprendizaje del método de Van Hiele de la

siguiente manera:

Fase 1: Informacién o indagacion. En esta fase se recopila informacion de diversas fuentes
bibliograficas, con el fin de identificar los diferentes conceptos tedricos que se va utilizar en la

explicacién del tema.

Fase 2: Orientacion dirigida.En esta fase el profesor plantea cuidadosamente problemas y
actividades, con el propdsito que los estudiantes descubran y manipulen los diferentes conceptos

tedricos.

Fase 3: Explicitacion. Con la manipulacién de los conceptos tedricos, los estudiantes se deben

comunicar a través de expresiones escritas o verbales de los resultados que se han obtenido.
8



Con el fin de intercambiar experiencias en clase, para que el profesor pueda dar indicaciones
generales para abordar ciertas problemdticas con las que se hayan encontrado, Ademds, se

ayudard a fomentar el vocabulario formal en matematica.

Fase 4: Orientacion libre. El profesor para fomentar el aprendizaje y el desarrollo de
habilidades en los estudiantes, debe proponer problemas y actividades de diversa dificultad,

Asi, los estudiantes aprenden a obtener sus propios resultados.

Fase 5 Integracion. El profesor debe brindar recopilaciones de informacién, para que los
estudiantes organicen los conceptos tedricos tratados. Las actividades propuestas por el
profesor deben contener solamente los temas tratados, para fomentan el aprendizaje de nuevos

conocimientos en matematica.

El uso de niveles y etapas de aprendizaje en el método Van Hiele se muestra como un componente
esencial para optimizar el proceso de aprendizaje de las demostraciones en geometria. Las diversas
fases permiten una adaptacion precisa a las diferentes etapas de desarrollo cognitivo en los
estudiantes, asegurando que el aprendizaje se adapte de una forma efectiva a sus necesidades

individuales.

La adaptacién de los niveles de desarrollo cognitivo no s6lo mejora el aprendizaje, sino que
también ayuda a identificar y abordar desafios especificos que los estudiantes pueden encontrar en
cada etapa. Ademads, al reconocer que los estudiantes atraviesan las diferentes etapas de maneras
Unicas, el método se adapta a diferentes ritmos y preferencias de aprendizaje, promoviendo un
entorno de aprendizaje inclusivo, mejorando asi el desarrollo intelectual de cada uno de los

estudiantes para un pensamiento critico.

2.1. Conceptos teoricos

Por otra parte para la redaccion de esta seccidn, y para la organizacién de los capitulos dos y tres
del documento referencial, se utiliz6 la informacién de los siguientes autores: Orihuela (2021), Lira
(2006), y Galindo (2006). Dado que, las investigaciones realizadas por los autores fue de gran ayuda,
ya que se utiliz6 para recopilar aspectos esenciales e importantes sobre el tema de congruencia y

semejanza de tridngulos, y asi, organizar de una manera adecuada para los lectores.



2.1.1. Tridngulo

Un tridngulo es una figura geométrica plana formada por una poligonal cerrada de tres lados, o
bien, la figura formada por tres rectas que se cortan. A los puntos de corte se les llama vértices.
Los dngulos del tridngulo se designan con letras maytsculas del alfabeto A, B, y C y los lados

opuestos con letras mintusculas del alfabeto a, b y ¢, respectivamente.

B

Figura Ilustracion 2-2: Triangulo
Realizado por: Lopez, Andy, 2024.

2.1.2. Los tipos de tridngulos:

a) Segun los lados
Tridngulo equildtero. Si la medida de los tres lados son iguales.
Tridngulo is6sceles. Si la medida de dos de sus lados son iguales y el tercero desigual.

Tridngulo escaleno. Si la medida de los tres lados son desiguales.

b) Segtin los dngulos
Tridngulo rectdngulo. Si tiene un dngulo recto, es decir que posee un dngulo de 90° (grados).
Tridngulo obtusdngulo. Si tiene un dngulo obtuso mayor a 90° (grados) y menor 180° (grados).

Tridngulo acutdngulo. Si los tres dngulos son agudos es decir es menor de 90° (grados).

2.1.3. Congruencia de triangulos

Teorema: Dos tridngulos son congruentes si cumplen con ciertas condiciones especificas.

a) Dos tridngulos son congruentes si tienen dos lados y el dngulo incluido entre esos lados iguales.

b) Dos tridngulos son congruentes si todos sus lados son iguales en longitud.
10



¢) Dos tridngulos son congruentes si tienen dos dngulos y el lado entre esos dngulos iguales.

2.1.4. Semejanza de tridngulos

Teorema: Dos tridngulos son semejantes si cumplen con ciertas condiciones especificas.

a) Dos tridngulos son semejantes si dos dngulos de un tridngulo son iguales a dos dngulos

correspondientes de otro tridngulo.

b) Dos tridngulos son semejantes si tienen un lado y los dos dngulos adyacentes a ese lado iguales

a los de otro tridngulo.

¢) Dos tridngulos son semejantes si todos sus lados son proporcionales entre si.

2.1.5. Aspectos elementales de geometria plana

Luego de haber indagado diversas bibliografias de manera selectiva, centrada en los elementos
necesarios y esenciales para abordar el tema de investigacién sobre demostraciones de congruencia
y semejanza de tridngulos con el método de Van Hiele, se seleccionaron los siguientes autores:
Orihuela (2021), Lira (2006), Galindo (2006), Calvache (2002), Barrera (2019) y Jaramillo (2004) los diferentes
aportes que brindan estos autores, facilitaron en la estructuracién del capitulo cuatro del
documento referencial. El propdsito fue que el lector visualice la teoria empleada y la resolucién

de las demostraciones de manera detallada.

Cabe resaltar que para mayor comprension de la informacidn, ir al documento referencial que se

encuentra en el ANEXO A.
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CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO
3.1. Descripcion de enfoque, alcance, diseino, tipo, métodos, técnicas e instrumentos de

investigacion empleadas

En el presente capitulo se presenta el procedimiento empleado para lograr cumplir los diferentes
objetivos de la investigaciéon. Ademads, se detallard su estructura, técnicas, y los diferentes

instrumentos utilizados para la realizacién.

En la presente estudio se utilizé6 un enfoque metodolégico cualitativo con alcance descriptivo,
ademds su disefio es de tipo documental ya que se hizo la recopilacién de informacion de
diversas fuentes bibliograficas como por ejemplo: libros, revistas, articulos, tesis, ademds, material
bibliogrifico que se encuentra disponible en Internet. Posteriormente se organizé de una manera
adecuada el documento, de tal modo que se comprensible el tema de congruencia y semejanza de

tridngulos con el uso adecuado del método de Van Hiele.

Con lo expuesto anteriormente, la investigacion descriptiva cumple un rol importante en la
presente investigacion ya que se requirié un considerable conocimiento en la drea que se estudio.
Ademds, basada en la en la recopilacion de diversa fuentes bibliograficas en geometria plana,
para posteriormente responder las preguntas especificas (Toro, 2006) . Por tan motivo en la presente
investigacion se hizo una recopilacién de informacion relevante sobre congruencia y semejanza
de tridngulos. Ademads, el uso adecuado del método de Van Hiele, el cual ayudo a fortalecer el
conocimiento en matematica. Resaltando investigaciones relevantes, en donde se hizo hincapié en
rescatar las particularidades y aspectos importantes, con el propdsito de guiar a los estudiantes a
un aprendizaje significativo. Por tal motivo la informacién recolectada no necesariamente requirié

datos numéricos, por el contrario, se hizo una indagacién bibliogréfica.

Segtin lo manifiesta Gémez (2006), el alcance descriptivo se centré en estructurar la informacién
para contribuir en el conocimiento del tema a investigado, por ende es necesario una revision
bibliografica selectiva de los temas a investigar, ya que esto ayudard describir las diferentes
caracteristicas o propiedades relevantes (pag. 70). Por tal motivo, el alcance descriptivo resultd
fundamental para la presente investigacidon, ya que ayudé a seleccionar diferentes materiales

bibliograficos. Esto, ayud6 a detallar las diferentes caracteristicas y propiedades mas relevantes
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en semejanza y congruencia de tridngulos. La aplicacién de método de aprendizaje de Van
Hiele fue crucial en el trabajo constituyendo una estrategia alternativa para el aprendizaje
de las demostraciones en geometria, de esta manera se elaboré un documento alternativo y

complementario que ayudard a los estudiantes que optaron por la carrera de matemética.

La investigacién documental segin Mufioz (1998), “en este tipo de trabajo la recopilacion de
informacién y el andlisis de los resultados tienen un grado de cardcter documental muy alto
(80 a 90 por ciento )” (pag. 93) . Por tal motivo, la investigacién documental fue una herramienta
valiosa para la recoleccién de informacién. Para el aprendizaje de las demostraciones geométricas,
sumando a ello, la resolucién de problemas en congruencia y semejanza de tridngulos de diferente
nivel, esto permitié la elaboracién de un documento que motive a los estudiantes a comprender la

importancia de las demostraciones en geometria.

Seguido a ello, la estructura del documento referencial, el cual contempla una estrategia para
el aprendizaje de las demostraciones en geometria, con énfasis en el tema de congruencia y
semejanza de tridngulos. Asi, se implementé el método de Van Hiele, a la resolucién de los

problemas de diferente indole, por ende la investigacion se realizé con los siguientes procesos:

a) Revisidn bibliogréfico: se realiz6 un indagacién y seleccién de material de geometria plana, con
énfasis en congruencia y semejanza de tridngulos. Ademas, se revisé la aplicaciéon del método
de Van Hiele hacia las demostraciones. El material que se encontré en bibliotecas fisicas y

electrénicas, fue utilizado para garantizar la investigacion.

b) Seleccién de material bibliografico: se revis6 la diferentes fuentes bibliograficas, sobre
congruencia y semejanza de tridngulos, también, el método de Van Hiele, para posteriormente

seleccionar las mds idéneas y relevantes.

c¢) Elaboracion y estructuracion del documento referencial, con énfasis congruencia y semejanza
de tridngulos con la aplicacién del método del Van Hiele: se elaboré un documento alternativo y
complementario en demostraciones geométricas, en donde se detalle el uso adecuado del método
de Van Hiele para el aprendizaje de las demostraciones en geometria, el cual ayudard a contribuir

al desarrollo de habilidades cognitivas en los estudiantes de la ESPOCH.

Finalmente, para la ejecucién del trabajo de investigacién se hizo la utilizacién de los diversos

instrumentos como son:
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1) Computador, por el gran desarrollo tecnoldgico que se enfrenta la humanidad es primordial
poseer un computador ya que, nos garantiza realizar diversas actividades como, generar
documentos, navegacidn sitios web, accesibilidad de la informacién en cualquier momento, entro
otras. Por lo cual este instrumento electrénico cumplié un rol primordial en la ejecucién del trabajo

e investigacion.

2) Internet, debido al desarrollo de la comunicacién a nivel mundial, se convirtié en una
herramienta esencial para la ejecucién de la investigacién, pues este instrumento nos garantizé

el acceso a diferente informacion relevante y actualizada.

3) Motores de busqueda de informacién, el acceso a la informaciéon permitié la bisqueda de
diferentes recursos tales como, articulos cientificos, libros electronicos, revistas electronicas, entre

otros. Fuentes que garantizaron la fiabilidad de la investigacion.

4) Herramienta de escritura IATEX, su utilizacién fue debido a que nos garantiz6 que nuestro trabajo
tenga una formalidad para la comunidad matematica, Ademads, las multiples herramientas que
ofrece facilita su escritura, el acceso con o sin internet contribuye la escritura de diversos trabajos

de diferente indole.

5) Software GeoGebra, su gran aporte fue importante ya que ayudé a graficar diversas figuras
geométricas, con el propdsito que el lector pueda visualizar las diferentes caracteristicas y

propiedades y asf facilitar a la comprension de la geometria plana.
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CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

En principio, se realizé una indagacién bibliogréfica, sobre los diferentes temas que abarca la
investigacion, este proceso se desarroll a través de diferentes motores de buisqueda como es
Google y Big los cuales nos ofrecieron la informacién relevante y actualizada. Posteriormente
se llevo adelante la clasificacién del material bibliografico, el cual contenia informacién relevante

sobre, la aplicacién de método de Van Hiele en la geometria.

Una vez finalizado el proceso de seleccidon de la bibliografia, se hizo una lectura critica de
tal manear que sirvié para la comprensién de teoremas, postulados, criterios. Sobre todo, la

implementacién de el método de Van Hiele en las demostraciones geométricas.

Posteriormente, se organiz6 todas las ideas de la investigacién en un documento borrador, en donde
se analiz6 como influye cada uno de los niveles del método de Van Hiele en el aprendizaje de las
demostraciones geometrias. Por tal motivo, se clasifico en los siguientes niveles, con el objetivo

de aplicar en la resolucion de problemas relacionado a congruencia y semejanza de tridngulos.

Tomando la idea de Barrera, (2019) El método de Van Hiele comprende los siguientes niveles de

aprendizaje:

Nivel 1: Visualizacion

En este nivel interviene la visualizacion de las diferentes formas como la que estd constituida la

figura geométrica sin entrar en detalles.

Nivel 2: Analisis

Luego de haber visualizado la figura geométrica, se expone algunas propiedades con la que estd

constituida pero de forma empirica.

Nivel 3: Abstraccion

Luego de haber pasado los dos niveles anteriores, ya se puede establecer relaciones entre

definiciones y propiedades formales, de tal manera que ayuda a relacionar pensamientos criticos
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para posteriormente enlazar las ideas.
Nivel 4: Deduccién formal

Este nivel es crucial, por el motivo que se da un breve bosquejo de cémo abordar la demostracion,
para ellos se tuvo que comprender los niveles anteriores, ya que esto conllevara, que existen

diversos razonamientos para abordar el problema.
Nivel 5: Rigor

Por los niveles anteriores, ya se tiene informacion suficiente y necesaria para realizar la
demostracién formal del problema. Es por ello que no se puede saltar ninguno de los niveles

anteriores, ya que cada uno de ellos contribuye al fortalecimiento de conocimiento.

Con la finalidad de aportar al entendimiento de las demostraciones geométricas, y brindar un
material amigable al los estudiantes, se organizd los diferentes temas de tal manera que sea a

comprensible. Por ende, el documento referencial se estructuro de la siguiente manera:
Capitulo 1: Método Van Hiele
1.1. Origenes del método de Van Hiele
1.2. Descripcién de método de Van hiele
1.2.1. Niveles de aprendizaje de Van Hiele
1.2.2. Fases de aprendizaje del método de Van Hiele
1.3. Caracteristicas del método de Van Hiele
1.4. Justificacion e importancia del método de Van Hiele
Capitulo 2: Aspectos elementales de la geometria plana
2.1. Reseiia historia de la geometria
2.2. Rectas y segmentos de rectas

2.3. Angulos
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2.3.1. Clasificacién de dngulos
2.4. Triangulos
2.4.1. Clasificacion de tridngulos
2.5. Congruencia de segmentos y angulos
2.5.1. Angulos congruentes
2.5.2. Proporcionalidad de segmentos
2.5.3. Divisién de segmentos
2.6. Teorema de Thales
2.6.1. Relacién métrica en el tridngulo rectdngulo
2.6.2. Relacién métrica en tridngulos no rectdngulos

Capitulo 3: Demostracion de criterios de congruencia y semejanza de tridngulos mediante la

aplicacion del método de Van Hiele
3.1. Congruencia de tridngulos
3.1.1. Criterios de congruencia de tridngulos
3.2. Semejanza de tridngulos
3.2.1. Criterios de semejanza de tridngulos
Capitulo 4: Problemas de geometria plana con la aplicacion del método de Van Hiele
4.1. Problemas de congruencia de tridngulos

4.2. Problemas de semejanza de tridngulos
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4.0.1. Discusion

El documento referencial se elaboré en base a los objetivos trazado de la investigacion, cabe
destacar que, la informacién presentada en los diferentes capitulos tiene como objetivo fortalecer
el conocimiento y fomentar el aprendizaje de las demostraciones geométricas, por tal motivo
esta investigacion servird como material alternativo y complementario para el aprendizaje de las

demostraciones.

En este sentido, se tiene que el primer capitulo titulado método Van Hiele, fue fundamental ya que
se defini6 su origen y descripcion. Este andlisis fue crucial para abordar el estudio detallado de los
diversos niveles y fases de aprendizaje. En donde se implementaron a la resolucién de problemas

de congruencia y semejanza de tridngulos.

Luego tenemos el segundo capitulo titulado aspectos elementales de la geometria plana, el cual
consta con aspectos bdsicos y elementales de geometria plana, con el propdsito que estudiantes
visualice definiciones, teoremas, proposiciones y criterios para que refuerce sus conocimientos en

geometria.

Posterior a ello se desarrolla el tercer capitulo titulado demostracién de criterios de congruencia y
semejanza de tridngulos mediante la aplicacidon del método de Van Hiele, una vez ya comprendido
los diferentes conceptos tedricos de la geometria, y a su vez, ya comprendido el funcionamiento
del método de Van Hiele, fue momento de poner el practica en la resolucion de las demostraciones
de los criterios de congruencia y semejanza de tridngulo. Con el fin que el lector visualice de
una manera detallada de cémo influye cada uno de los niveles del método de Van Hiele en las

demostraciones.

Después, se desarroll6 el capitulo cuatro titulado problemas de geometria plana con la aplicacién
del método de Van Hiele. El objetivo es que el lector visualice problemas planteados en
congruencia y semejanza de tridngulos. Para esto se tuvo la ayuda del método de Van Hiele,
con el cual, se pudo visualizar el paso a paso y de manera detallada de cémo se abordd
la demostracién, y asi aportar al desarrollo intelectual del lector y mitigar la dificultad las
demostraciones geométricas, que posen algunos estudiantes de los primeros semestres de la carrera

de matematica.

En concreto, el documento referencial se organizé en cuatro capitulos, de tal manera que cada uno
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contiene informacién relevante y necesaria. Este disefio busca facilitar una comprensién adecuada
al lector. Ademads, el propdsito primordial de este trabajo fue brindar apoyo a estudiantes de los
primeros semestres de la carrera de matemaética en la comprensién del abordaje de demostraciones
en geometria, es por ello que cada uno de los apartados fue elaborado de una manera adecuada

para su entendimiento .

19



CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. CONCLUSIONES

Luego de finalizar con éxito la investigacién, ademds, de haber elaborado un documento
referencial, el cual estd contemplado por cuatro capitulos los cuales fomentaran al lector a
comprender la importancia y posterior al entendimiento de las demostraciones geométricas.
La aplicacién del método de aprendizaje de Van Hiele fue crucial en la investigacion, ya que
contribuyé a que las demostraciones se puedan visualizar de una forma detallada, a su vez, el uso

del software GeoGebra, aporto para que se observe las diferentes representaciones geométricas.

Se buscéd que la investigacién conjuntamente con el documento referencia cumplan con los
objetivos propuestos en la investigacién, ademds se consideré que sea amigable para el lector,
ya que esta dirigido para algunos estudiantes que cursan los primeros semestres del a carrera de
matematica es la ESPOCH. Por tal motivo realiz6 una biisqueda selectiva de material bibliografico,

luego se selecciond la informacién de tal forma que sea veraz y eficaz.

Posteriormente, la organizacién y estructuracién de los contenidos de la investigacién fue de tal
manera que, tenga una forma coherente y de fécil entendimiento para incentivar a los lectores a
que tengan pensamientos criticos. Para asi desarrollar las habilidades en las demostraciones en

geometria.

Por dltimo, tenemos que para fortalecer las habilidades en demostraciones, se a realizado un
capitulo donde constan problemas en el cual se puede visualizar varias demostraciones de
congruencia y semejanza de tridngulos de manera detallada. Por lo expuesto anteriormente, se

a cumplido satisfactoriamente con los objetivos planteados en la investigacion.

5.2. RECOMENDACIONES

AEste trabajo de investigacion ofrece diversas oportunidades, ya que las fases de aprendizaje
propuestas se enfocan en su amplia aplicabilidad en geometria plana. Para aprovechar al maximo
este enfoque, se recomienda llevar las siguientes acciones. Revisar conceptos bésicos de geometria

plana al mismo tiempo, realizar una indagacién bibliogréfica de la importancia que tienen las
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demostraciones en matematica, y las diversas técnicas para demostrar. Cabe destacar que, estd
investigacion es un comienzo para el aprendizaje en las demostraciones en geometria, es por ellos

que deben seguir las fases para el aprendizaje del método de Van Hiele de forma ordenada.

Ademads, para aquellos estudiantes que optan por seguir la carrera de matemética en la ESPOCH
o fuera de ella, deben estar conscientes que en el transcurso de su preparacién académica
estardn inmersos con demostraciones en diferentes asignaturas, es por ellos, que es importante

y fundamental su entendimiento.

Por dltimo, la investigacién queda expuesta para cualquier andlisis cuantitativo, ya que se puede

considerar un grupo de estudiantes, en el cual se puede aplicar la metodologia de Van Hiele.
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ANEXOS

ANEXO A: UNA PROPUESTA METODOLOGICA PARA EL APRENDIZAJE DE
CONGRUENCIA Y SEMEJANZA DE TRIANGULOS A TRAVES DEL METODO DE VAN
HIELE.



A SUPERIOR

e —

FACULTAD DE CIENCIAS

CARRERA DE MATEMATICA

UNA PROPUESTA METODOLOGICA PARA EL APRENDIZAJE DE CONGRUENCIA
Y SEMEJANZA DE TRIANGULOS A TRAVES DEL METODO DE VAN HIELE

Autor: Andy Omar Lépez Salcan

Riobamba- Ecuador

2024




Indice general

1.

Método de Van Hiele

1.1.
1.2.

1.3.
1.4.

Origen del métodode VanHiele . . . . . . ... ... ... ........
Descripcion del métodode VanHiele . . . . . .. ... ... ... .. ..
1.2.1. Niveles de aprendizajede VanHiele . . . . . ... ... ... ...
1.2.2.  Fases del aprendizaje del método de Van Hiele . . . . . . ... ..
Caracteristicas del modelode VanHiele . . . . .. ... ... ... ....
Justificacion e importancia del método de Van Hiele . . . ... ... ...
1.4.1. TImportancia . . . . . . . . . . i v

1.4.2. JustificaciOn . . . . . . . ..

Aspectos elementales de geometria plana

2.1.

2.2.

2.3.

24.

2.5.

2.6.

Resefa histérica de la geometria . . . . . . . .. .. ... .. ... ...
Rectas y segmentosderectas . . . . . . . . .. ... ...
Angulos . . . ..
2.3.1. Clasificaciéonde dangulos . . . . . . . .. ... ... ... .....
Tridngulos . . . . . . . ..
24.1. Clasificaciéon de tridngulos . . . . . . . . ... ...
Congruencia de segmentosy dngulos . . . . . . . ... ... ... .....
2.5.1. Angulos cONgruentes . . . . . . . . . . ..o
2.5.2. Proporcionalidad de segmentos . . . . ... ... ... ... ...
2.5.3. Divisidonde segmentos . . . . . . ...
Teoremade Thales . . . ... ... ... ... ... ... ... .....
2.6.1. Relaciones métricas en el tridngulo rectdngulo . . . . . . ... ..

2.6.2. Relaciones métricas en tridngulos no rectdngulos . . . . . . . . ..

I

O© OV 0 9 N O Un W

[S—
=]



A.Lopez

3. Demostracion de criterios de congruencia y semejanza de tridngulos mediante

la aplicacién del método de Van Hiele 59
3.1. Congruenciade tridngulos . . . . . ... ... L oo 60

3.1.1. Criterios de congruencia de tridngulos . . . . ... ... ... .. 61
3.2. Semejanzade tridngulos . . . . . . ... L 73

3.2.1. Criterios de semejanza de tridngulos . . . . . .. ... ... ... 74
Problemas de geometria plana con la aplicacion del método de Van Hiele 93
4.1. Problemas de congruencia de tridngulos . . . . . . .. ... ... ... 93

4.2. Problemas de semejanza de tridngulos . . . . . .. ... ... ..., 114



Indice de figuras

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

2.10.
2.11.
2.12.
2.13.
2.14.
2.15.
2.16.
2.17.
2.18.
2.19.
2.20.
2.21.
2.22.
2.23.
2.24.

Segmento . . . .. ... e e e e 14
Semirrecta . . . . .. ... e e e 14
Rectasintersecantes . . . . . . . . . . . . ..o 15
Recta . . . . . . e 15
Por dos puntos pasaunasolarecta . . . . ... ... ... .. ....... 15
Por una recta pasa una infinidad de puntos . . . . . .. ... ... ... .. 16
Por dos restas que coinciden tiene dos puntos encomdn . . . . . . . .. .. 16
Por dos rectas distintas solo tienen un punto en comdn . . . . . . . . . .. 16
Vértice . . . . . . .. 17
Ladosdeuntridngulo . . . . . . . . .. ... ... 17
Poligonos cerrados . . . . . . .. ... 18
Rectasparalelas . . . . . . ... . ... ... 18
Rectas perpendiculares . . . . . . . .. .. ... L o 19
Alturadeuntridngulo . . . . . . . . ... L 20
Poligono y susdiagonales . . . . . ... ... ... ... L. 20
Mediatrizaun segmento . . . . . . . ... e e e e 21
Bisectrizaundngulo . . .. ... ... ... ... ... .. 21
Angulo . ... 22
Angulonulo . . . . . .. ... 23
Anguloagudo . . . . . .. ... 24
Angulorecto . . . ... 24
Anguloobtuso . . . . . . . ... 25
Angulollano . . . . ... ... 25
Angulos Complementarios . . . . . . . . .. . 26



v A.Lopez
2.25. Angulo Suplementario . . . . . . ... ... 26
2.26. Angulos adyacentes . . . . . . ... 27
2.27. Angulos CONSECULiVOS . . . . o o v v i 28
2.28. Angulos opuestos porel vértice . . . . . . .. ... 28
2.29. Angulos formados por interseccién de una transversal . . . . . . . ... .. 29
2.30. Tridngulo . . . . . . . L e e e e e 30
2.31. Tridnguloequildtero . . . . . . . . . . . . ... 31
2.32. TridnguloisOsceles . . . . . . . . . . e 32
2.33. Tridnguloescaleno . . . . . . . . . ... ... 32
2.34. Angulos de un Tridngulo . . . . . . . . .. .. ... ... 33
2.35. Tridngulo acutdngulo . . . . . . . . .. ... . L 34
2.36. Tridngulorectdngulo . . . . . . . . . . . ... e 34
2.37. Tridngulo obtusdngulo . . . . . . . .. .. ... .. .. 35
2.38. Dosrectas paralelas . . . . . . .. ... ... Lo 35
2.39. Dos rectas se van a intersecar en un punto . . . . . . . . ... ... ... 36
2.40. Segmentos CONZIUENES . . . . . v v v v v v v e e e e e e e e e e 37
2.41. Axioma de la construccién de un segmento . . . . . . ... ... ... 38
2.42. Angulos CONGIUENLES . . . . o o v v v v et 38
2.43. Tridngulos congruentes . . . . . . . . . . . v v it e 39
2.44. Tridnguloisésceles . . . . . . . . oL L 39
2.45. Tridngulo isésceles con dos dngulos congruentes . . . . . . . ... .. .. 40
2.46. Dos tridngulos rectdngulos congruentes . . . . . . . . . .. ... ... .. 41
2.47. Teorema de la bisectrizdel &ngulo . . . . . . ... ... ... .. ..... 41
2.48. Angulos congruentes opuestos por el vértice . . . . . ... ... ... ... 42
2.49. Los angulos alternos internos congruentes . . . . . . . . . . . . . .. ... 43
2.50. Los dngulos alternos externos congruentes . . . . . . . . . . . . . . . . .. 44
2.51. Angulos correspondientes son congruentes . . . . . . . . .. ... .. ... 45
2.52. Razén de dos segmentos . . . . . . . ... ..o e e e 47
2.53. Divisién interna de segmentos . . . . . . ... ... .o e e 47
2.54. Rectasequiparalelas . . . . . . . .. ... .. o 48
255. TeoremaThales . . . . . .. ... ... ... ... .. 49
2.56. Nota del teoremade Thales . . . . . . ... .. ... ... ... ...... 50



INDICE DE FIGURAS v

2.57.
2.58.
2.59.
2.60.
2.61.
2.62.

3.1.
3.2
3.3.
34.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.

3.10.
3.11.
3.12.
3.13.
3.14.
3.15.
3.16.
3.17.
3.18.
3.19.

4.1.
4.2.
43.
4.4,
45.
4.6.

Corolario de segmentos . . . . . . . . . . .. 50
Corolario . . . . . . . .. 51
Bisectrizinterna . . . . . . . . .. ... oL Lo e 52
Bisectriz internade un tridngulo . . . . . . . ... L L. 52
La Bisectriz Exterior en un tridngulo . . . . . . . ... ... ... ..... 54
Teoremademenelao . . . . ... ... ... ... .. .. .. 55
Tridngulos . . . . . . . . . 62
Tridngulos congruentes con el criteriode (A-L-A) . . . . . . ... ... .. 64
Congruencia de tridngulos con el criterio (L-L-L) . . . . .. ... ... .. 66
Teorema de la paralela a un lado de un tridngulo (1) . . . . . . .. ... .. 67
Teorema de la paralela a un lado de un tridngulo (2) . . . . . . .. ... .. 68
Altura en un tridngulorectangulo . . . . . . . . .. .. oL oL 69
Mediatriz . . . . . . . .. e 71
Mediatrizde un tridngulo . . . . . ... ..o 72
Definicién de semejanza . . . . . . ... ..o oo 74
Criterio dngulo dngulo dngulo (1) . . . . . . . ... .. ... ... .. .. 75
Criterio dngulo dngulo dngulo (2) . . . . . . . .. .. ... ... .. 76
Criterio dngulo dngulo dngulo 3) . . . . . . . . . . . . ... ... .... 77
Interseccion de recta paralela a lados de un tridngulo . . . . . .. ... .. 79
Tridngulos rectdngulos con dnguloagudo . . . . . .. ... .. ... ... 80
Tres tridngulos rectdngulos . . . . . . . . .. ... Lo oL 83
Criterio lado dngulolado (1) . . . . . . . . .. .. ... .. ... ... 85
Criterio lado dngulolado (2) . . . . . . . . . .. . ... . ... ... 86
Criterio lado dngulolado . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 87
Teorema rectas paralelas aun tridngulo . . . . . . . .. ... .. ... ... 90
Problema l . . . . .. .. . . . .. . 94
Problema?2 . . . . . . ... 96
Problema3 . .. ... ... ... 98
Problema4 . . ... ... ... 100
Problema5 . . . . . . . . . . 102

Problema 6 . . . . . . . .. 104



VI

A.Lopez

47. Problema7 . . . . . . ... 106
4.8. Problema8 . .. .. .. ... 108
49. Problema9 . .. ... . 110
4.10.Problema 10 . . . . . . . . .. 112
411.Problema 11 . . . . . . . ... 115
4.12. Problema 12 . . . . . . ..o 117
4.13.Problema 13 . . . . . . ... 119
4.14.Problema 14 . . . . . . ... 122
4.15.Problema 15 . . . . . . ..o 124
4.16.Problema 16 . . . . . . . . .. 127
4.17.Problema 17 . . . . . . . .. 129
418.Problema 18 . . . . . . . .. 132
4.19.Problema 19 . . . . . . ..o 134
4.20.Problema20 . . . . . . ... 136

4.21.Problema 2l . . . . . . .. e 138



INDICE DE FIGURAS

Lista de simbolos utilizados

>

a - Recta
AB —— Segmentos
@ ——- Semi recta
|| —— Paralelas
1 ——- Perpendiculares
£ —— Angulo
a ——- Alfa
[ ——- Beta
0 ——- Delta
v ———- Gamma
0 —— Teta
o ——- Sigma
T Tau
¢ ——- Phi
1) ——- Psi
@ ——- Phi
= — Congruentes
A ——- Tridangulo
< ——- Menor
> ——- Mayor
< —— Menor o igual
> ——— Mayor o igual

~ ——- Semejante



Introduccion

La historia de la geometria comenz6 con la necesidad préctica de medir formas individuales,
estudiar larelacion espacial entre ellas y las propiedades del espacio circundante, dando origen
a disciplinas como el dibujo técnico y la arquitectura. Ademds, su importancia se extiende a
otras dreas como la fisica, la mecénica y la astronomia. Su aplicacién en situaciones cotidianas
estimula y ejercita las habilidades de pensamiento, y contribuye al desarrollo de estrategias
pararesolver problemas. Desde tiempos remotos, la geometria ha sido una herramienta crucial

en la comprension del entorno y la evolucion de diversas disciplinas.

A pesar de surelevancia y utilidad, es comun encontrar que no todos los estudiantes que cursan
los primeros semestres de una carrera de matematicas posean las destrezas necesarias para
comprender los razonamientos 16gicos presentes en las demostraciones de geometria. Esta
carencia resulta en dificultades al abordar su estudio de manera formal. Se reconoce amplia-
mente que la formalidad en matemadticas, especialmente en las demostraciones, desempefia

un papel fundamental como justificacion para la expansién del conocimiento matemaético.

En base alo planteado, el proceso de las demostraciones en geometria, especialmente en temas
como la congruencia y semejanza de tridngulos, suele plantear desafios a los estudiantes
debido a la demanda de razonamiento 16gico y construccién de argumentos coherentes. La
transicion de comprender propiedades geométricas a demostrarlas matemdticamente puede
ser abrupta y confusa. En este contexto, el método de Van Hiele cumple un rol importante
y esencial al ofrecer una estructura progresiva que guia a los estudiantes a través de niveles
de pensamiento geométrico, desde la comprension visual hasta el razonamiento deductivo

riguroso.

Por tal motivo, esta progresién permite que los estudiantes superen las dificultades inhe-

rentes a las demostraciones, desarrollando una comprension profunda, habilidades 16gicas y

2



3 A. L6pEZ

argumentativas necesarias para construir demostraciones sélidas.

Al respecto, en la literatura, se encuentran diferentes investigaciones que abordan esta pro-
blematica; por ejemplo, Vargas (2012) realizé una propuesta sobre el modelo de Van Hiele
y la ensefianza de la geometria. Este articulo propone una visién sobre el modelo de Van
Hiele y su aplicacion en la ensefanza de la geometria. Explora como este método guia el
proceso de comprension desde una perspectiva visual inicial hasta la construccién rigurosa
de demostraciones matematicas, estableciendo bases s6lidas para el pensamiento geométrico
auténtico. Ademads, analiza su adaptabilidad a distintas edades y niveles, permitiendo una en-
seflanza personalizada acorde al ritmo de desarrollo de cada estudiante. En dltima instancia,
resalta que el uso efectivo del método no solo enriquece la enseiianza de la geometria, sino
también potencia habilidades cognitivas esenciales para abordar desafios matemadticos en la

vida cotidiana.

Asimismo, Chavarria (2020) ofrece una investigacion relevante que aborda el uso del método
Van Hiele y los niveles de razonamiento geométrico en estudiantes de Huancavelica, Peru.
El estudio se propuso evaluar la efectividad del enfoque holandés de Van Hiele en la mejora
de los niveles de pensamiento geométrico en el sexto ciclo de educacion bésica ordinaria.
Los resultados demostraron que la aplicacion de este método contribuy6 al progreso del
pensamiento geométrico, abarcando la visualizacidn, el andlisis y la clasificacién. Por ende, se
concluyd que existi6 una diferencia significativa en los niveles de adquisicién de pensamiento

geométrico antes y después de la implementacion del método de Van Hiele.

El método de Van Hiele fue esencial en la ensefianza de la geometria, especialmente en
congruencia y semejanza de tridngulos. Su enfoque progresivo guia a los estudiantes a través
de niveles de pensamiento, desde la visualizacidn hasta la demostracion rigurosa, fomentando
una comprension profunda. Ademds, esto fortalece las habilidades de los estudiantes para
construir argumentos 1l6gicos en demostraciones de congruencia y semejanza de tridngulos,

mejorando su razonamiento matematico y habilidades de resolucién de problemas.

El propésito de este estudio fue elaborar un documento referencial donde se detalle la
implementacion del método de Van Hiele para mejorar el aprendizaje en demostraciones en
geometria. Esta propuesta metodoldgica innovadora contribuye al desarrollo de habilidades
en los estudiantes. Ademds, tuvo un impacto significativo en el desarrollo de destrezas

geométricas, el razonamiento matemaético y la resolucién de problemas.
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En fin, la organizacién de este documento referencial consta de cuatro capitulos. El primero,
bajo el titulo "Método de Van Hiele", explorard no solo el contexto histérico de este método,
sino también las distintas fases y etapas fundamentales para el aprendizaje de demostraciones
en geometria. Se enfocard en resaltar la trascendencia de aplicar el método de Van Hiele hacia
las demostraciones geométricas, subrayando su papel crucial en el desarrollo de habilidades
cognitivas y la comprensién profunda de los conceptos geométricos. Ademas, se examinaran
casos practicos que ejemplifiquen la efectividad y relevancia de este enfoque pedagdgico,
contribuyendo asi a una comprension integral y aplicada del método de Van Hiele en el

ambito educativo.

En el segundo capitulo, titulado .*spectos Elementales de la Geometria Plana", se presentan
los elementos fundamentales de este tema mediante la consulta de diversas fuentes biblio-
grificas como articulos, pdginas web y libros, entre otros recursos. El propdsito principal
de esta seccidn es facilitar la visualizacion de diversas definiciones, teoremas, corolarios
y observaciones, proporcionando al lector un panorama completo de los contextos tedri-
cos relacionados con la congruencia y semejanza de tridngulos. El objetivo final es que
el lector adquiera gradualmente los conocimientos esenciales para abordar demostraciones

geométricas de manera efectiva.

Posteriormente, en el cuarto capitulo, titulado "Demostraciones de Criterios de Congruencia
y Semejanza de Tridngulos mediante la Aplicacién del Método de Van Hiele", nos enfocare-
mos en la correcta aplicacion del método de Van Hiele hacia los criterios de congruencia y
semejanza. El objetivo es que el lector pueda visualizar de manera detallada cdmo se aborda-
ron las siguientes demostraciones. Asi, el lector podrd desarrollar las habilidades cognitivas

necesarias para enfrentar futuros problemas con confianza.

Finalmente, se ha elaborado el quinto capitulo titulado "Problemas de Geometria Plana con
la Aplicacién del Método de Van Hiele". En esta seccidn, se abordaron diversos problemas
relacionados con la congruencia y semejanza de tridngulos. En detalle, se describen las cinco
fases para el aprendizaje del método de Van Hiele en el contexto de las demostraciones
geométricas. Esto permite al lector comprender y posteriormente desarrollar las habilidades

necesarias para abordar las demostraciones a lo largo de su formacién matemadtica futura.



Capitulo 1

Método de Van Hiele

“En la vida, enfrentar lo dificil es emprender un camino de forma solitaria, pero sin duda es
el trayecto que te ensefia a ser mds fuerte y cauteloso ante lo que te rodea.”

Lopez. A

En el siguiente capitulo, se efectia una recopilacién de informacidén relacionada con el método
de Van Hiele. Esto incluye su historia, las caracteristicas distintivas de sus niveles y las fases
que lo componen, asi como sus propiedades fundamentales. La importancia que tiene en la
matemadtica, con énfasis en el drea de la geometria plana, con el fin de resaltar el desarrollo

en el aprendizaje.

1.1. Origen del método de Van Hiele

El método de ensenanza y aprendizaje de la geometria, conocido como el método de Van
Hiele, fue desarrollado en los trabajos de tesis doctorales y presentados en 1957, por los
profesores de matemadtica, Pierre Marfa Van Hiele (1920-1997) y Dina Van Hiele-Geldof
(1934-2018), en la Universidad de Utrecht, Holanda. Cada uno de ellos contribuy6 con un
enfoque particular, el cual, impacté en el desarrollo cognitivo del pensamiento, por el cual
fue implementado en paises occidentales la orientacion revolucionaria que tuvo Van Hiele,
Ilam6 la atencién de la Unidn Soviética, el cual fue adoptado en la planificacién de su nuevo
curriculum de matemadticas en la primera mitad de la década de 1960. En Holanda, el método

de Van Hiele comenzd a desarrollarse a partir de 1971. No fue hasta mediados de los afios
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70 que este enfoque llegé a Estados Unidos, después de la publicacién de una conferencia
presentada por I. Wirszup. En Espaiia, la difusién de este método se produjo aproximadamente

una década maés tarde, en los afios 80 (Venegas, 2015).

En la actualidad, el método de Van Hiele se encuentra en un proceso de difusion y aplicacion
mads amplia en el &mbito de la educacién matemadtica. Sus resultados significativos que obtuvo
en la ensenanza y el aprendizaje de la geometria han dado realce a este método, por el gran

aporte que realiza a la comprension de la geometria.

1.2. Descripcion del método de Van Hiele

El método de razonamiento de Van Hiele se puede explicar tomando dos aspectos importantes
como son: los niveles de aprendizaje y las fases de aprendizaje. son procesos por el cual los
estudiante desarrolla su razonamiento, identifica y distingue las etapas por las que atraviesan
los estudiantes al aprender matematicas. Ademads, estos niveles se dividen en cinco categorias,
que parten desde las mds simple hasta lo mas complejo. A modo que se va desarrollando cada
nivel, se observa un progreso y una maduracion gradual en el entendimiento de conceptos

geométricos.

1.2.1. Niveles de aprendizaje de Van Hiele

El método de razonamiento geométrico de Van Hiele describe el desarrollo del pensamiento
geométrico en los estudiantes y los clasifica en 5 niveles que son: visualizacién, andlisis,
deduccion informal, deduccion formal y rigor. Ademads, al iniciar su proceso de aprendizaje,
los estudiantes se encuentran en un nivel especifico y progresivamente van avanzando hacia
niveles superiores a medida que avanza en su comprensiéon. Al mismo tiempo, el método de
Van Hiele también brinda orientacién sobre como respaldar a los estudiantes en el proceso
de desarrollo en sus razonamientos, de esta manera, se facilita la transicion de los estudiantes
de un nivel a otro, lo que contribuye a mejorar la calidad de su pensamiento geométrico

(Gamboa, 2012).

De acuerdo con Barrera y Reyes (2019), el método de Van Hiele comprende los siguientes

niveles:
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[Nivel 1] Visualizacién o reconocimiento: Los estudiantes identifican las diferentes formas
geométricas basdndose especialmente en su representacion visual, sin tomar en cuenta las
diferentes propiedades o caracteristicas especificas con las que cuenta los diferentes objetos
geométricos. Ademds, el razonamiento matemdtico que se tiene sobre las diferentes formas

geométricas depende de una gran mayoria de una perspectiva visual.

[Nivel 2] Andlisis: En este nivel, los estudiantes identifican diferentes figuras y las relacionan
con sus propiedades o caracteristicas con las que posee. Inclusive, el proceso de razonamiento
que adquieren los estudiantes ya les permite manipular las diferentes figuras con mayor

facilidad.

[Nivel 3] Ordenacion, clasificaciéon o abstraccion: Los estudiantes en este nivel comienzan
a construir pensamientos 1l6gicos sobre los conceptos geométricos, pudiendo asi identificar
las relaciones entre conceptos y propiedades de las figuras. Ayudando, a fortalecer al razona-
miento abstracto para comprender que las propiedades de una figura geométrica se deriva de
otras propiedades, de esta manera va fortaleciendo los diferentes niveles del método de Van

Hiele.

[Nivel 4] Deduccion forma: Los estudiantes en este nivel tienen la capacidad de probar
teoremas, a partir de informacién previamente probada. También entienden la necesidad de
justificar sus razonamientos, para garantizar su validez, fortaleciendo al desarrollo de sus

propias demostraciones en matemadtica.

[Nivel 5] Rigor: Los estudiantes en este nivel, poseen un razonamiento lo suficiente mente
abstracto ya que son capaces de realizar deducciones abstractas y de analizar los axiomas de un
sistema geométrico, aportando asi al desarrollo intelectual y construccién de demostraciones

formales en matematica.

1.2.2. Fases del aprendizaje del método de Van Hiele

El método de Van Hiele es una teoria para el aprendizaje geométrico que describe cémo los
estudiantes desarrollan habilidades para el razonamiento geométrico a medida que aprenden
nuevos conceptos. Identifica cinco niveles de razonamiento que corresponden a cinco fases
de aprendizaje, las cuales ayudan al profesor a elaborar y organizar diferentes actividades

para promover el desarrollo del razonamiento geométrico de los estudiantes (Cabello, 2013).



Meétodo de Van Hiele 8

En este sentido, Jaramillo et al. (2004) clasifican las fases de aprendizaje del método de Van

Hiele de la siguiente manera:

[Fase 1] Informacion o indagacién: El docente dialoga bidireccionalmente con los estu-
diantes sobre el contenido de estudio, adaptindose a sus interpretaciones, observaciones,

explicaciones y fomentando preguntas, las cuales tienen respuestas.

[Fase 2] Orientacion dirigida: El profesor organiza con detalle las actividades que permiten
a los estudiantes explorar y familiarizarse con las diferentes caracteristicas de las estructuras

mediante tareas paso a paso que conducen a respuestas especificas.

[Fase 3] Explicitacion: Los estudiantes desarrollan conceptos a partir de sus experiencias
anteriores, mejorando su vocabulario y compartiendo sus puntos de vista sobre la estructura
del concepto. En esta fase, establecen conexiones y se espera que realicen observaciones en

lugar de depender de explicaciones del profesor.

[Fase 4] Orientacion libre: Los estudiantes se enfrentan a las actividades que tienen varios
pasos, o pueden abordarlas de diversas formas, lo cual ayuda a la habilidad de resolver

problemas de manera auténoma.

[Fase 5] Integracion: Los diferentes objetivos y relaciones se integran y se internalizan en
una nueva estructura del pensamiento, donde el profesor desempefia un papel de mediador,

resaltando las relaciones significativas construidas por los estudiantes.

1.3. Caracteristicas del modelo de Van Hiele

El desarrollo cognitivo se puede definir como el proceso en el que los estudiantes organizan
la informacién que perciben para enfrentar situaciones novedosas basdndose en experiencias
previas. Se comprende que el desarrollo cognitivo surge a raiz de los esfuerzos de algunos
estudiantes por comprender y enfrentarse a problemas nuevos. Los estudiantes pasan por
diferentes etapas, y en cada etapa superada adquieren nuevos conocimientos que contribuyen
al desarrollo del pensamiento y generan una maduracién de conocimientos (Almornoz y

Guzman, 2016).

La comprensién profunda es la capacidad gradual de entender un tema y los diferentes

conceptos adyacentes al que abarca. Por tanto, ayuda a desarrollo de destrezas y habilidades
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para analizar, reflexionar, contextualizar y ejecutar los conocimientos de forma significativa

para la soluciones de problemas en diversas situaciones.

El constructivismo en educacién es un enfoque que permite a los estudiantes desarrollar su
propio conocimiento al conectar sus habilidades y experiencias anteriores de manera perso-
nalizada, ademads, el aprendizaje es un proceso continuo y activo, donde los alumnos estdn
permanentemente aprendiendo sobre varios temas simultineamente, mostrandose participa-
tivos y conectados con su entorno, asi, la ensefianza constructivista se fundamenta en la
premisa de que la motivacién es fundamental y crucial para que los estudiantes desarrollen

habilidades cognitivas ( Universidad Europea, 2023).

La trasferencia de conocimientos es el proceso el cual los estudiantes estdn preparados para
trasladar el conocimiento adquirido anticipadamente, como es el caso de las definiciones,
conceptos, lemas (Gémez y Guzman, 2013). Esto es importante en la educacién, ya que en
algunos casos es limitada por la mecanizacion y la memorizacion de ciertos ejercicios de
diferentes asignaturas, con mayor €nfasis en las diversas dreas de matemadtica. Por esta razén,
es primordial que los estudiantes comprendan, reflexiones, analicen para la trasferencia del

conocimiento.

1.4. Justificacion e importancia del método de Van Hiele

1.4.1. Importancia

Dominguez (2014) manifiesta que en matemadticas ningtn resultado se puede considerar ver-
dadero hasta que se demuestre formalmente. La demostracién en matematica es un concepto
fundamental y esencial, ya que busca precisamente demostrar verdades eternas aceptadas
por todos. Las demostraciones, para ser aceptadas, deben pasar por un riguroso proceso de
razonamientos légicos y verificacion de los procesos anteriores. Cualquier error de argu-
mentacién o razonamiento anula la demostracién, ya que no cumple con los requisitos de
formalidad. Los matematicos son extremadamente meticulosos y rigurosos en la verificacion
de los resultados. Ademas, la formalidad es fundamental en su trabajo, donde todo debe estar
debidamente justificado. Esto es uno de los motivos por los cuales existe incomprension y

rechazo por parte de personas ajenas a esta ciencia.
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Descubrir la verdad en matemética es importante y gratificante en esta ciencia, similar a la del
musico al terminar de componer una pieza musical o al del pintor al plasmar los colores de
un paisaje en un lienzo. Por ende, las demostraciones son importantes Rivera (2023) como un
proceso para garantizar la validez de los teoremas, los cuales se convierten en herramientas
confiables para su utilizacion en otras ramas de la matematica, como arquitectura, ingenieria,
medicina, etc. Dentro de la validacién matemadtica surgen nuevas ideas e interrogantes,
sobre las cuales son susceptibles de estudios para garantizar su verdad, enriqueciendo asi la

matematica.

1.4.2. Justificacion

El estudio de la matematica, y en particular de la geometria, brinda a los estudiantes la
oportunidad de influir de manera significativa en una sociedad competitiva. Por esta razon,
la sociedad que comprende la geometria de manera mds profunda tiene mayor posibilidad en

el desarrollo, de las habilidades de razonamientos 16gicos y la justificacion.

El método de razonamiento geométrico de Van Hiele es un enfoque educativo que permi-
te identificar diversas formas de razonamiento geométrico y proporciona directrices para
fomentar la adquisicion de conocimientos en los diferentes niveles de razonamiento. El
implemento del método considerado por (Vargas y Ganboa, 2013). Ayuda a que los educa-
dores realizan una evaluacion inicial para determinar el nivel de razonamiento geométrico
en el que se encuentra cada estudiante. Esto les permite disefiar estrategias que facilitan la

descripcion del progreso de cada estudiante en su desarrollo del razonamiento geométrico.

Dado que el método de Van Hiele no sigue un enfoque tradicional, en el cual el profesor
dicta la clase y los estudiantes escuchan, por el contrario, exige una interaccién profunda
entre ellos, ya que los educadores deben disefiar actividades que motiven al desarrollo del
pensamiento. Por otro lado, los estudiantes desarrollardn habilidades y destrezas para resolver

problemas, fortaleciendo y compactando sus conocimientos en geometria.

La demostracion matematica es una practica social de la comunidad matemaética que tiene
como principal objetivo validar el conocimiento matematico adquirido, por tanto la demostra-
ci6on matemadtica ha evolucionado histéricamente su construccién y comprension. Por tanto,

una demostracién matemadtica es un proceso, un razonamientos o una serie de secuencias



11 A. L6pPEZ

finitas de manera que que cada razonamiento utilizando sea una consecuencia inmediata de

algunas verdad precedentes, gracias a las reglas de inferencia.

La evolucidn de las demostraciones se remonta a épocas antiguas, cuando los mateméticos
buscaban la aceptaciéon de sus descubrimientos en distintos dmbitos, dando origen a la
importancia de las demostraciones tal como se reconocen en la actualidad: como un proceso
de razonamiento 16gico destinado a verificar la veracidad de enunciados. En el 4mbito de
la geometria, se establece un conjunto bésico de axiomas que se aceptan sin necesidad de
demostracién, mientras que otras verdades, como teoremas, criterios, postulados, requieren

pruebas para asegurar su veracidad y validar su posterior aplicacion.

Una demostracion bien estructurada solo puede apoyarse en proposiciones previamente
demostradas, siendo inadmisible toda alegacién a la evidencia. Finalmente, a través de las
demostraciones, las verdades geométricas se reducen a un sistema arménico de conocimien-
tos cientificos en el cual se ponen de manifiesto todas las relaciones internas que existen entre

las diversas propiedades de las formas espaciales.



Capitulo 2

Aspectos elementales de geometria plana

2.1. Reseia historica de la geometria

“Descubrir la verdad en geometria es un arte, que no esta a la disposicién de cualquier loco.”
Lopez. A

Desde tiempos antiguos hasta la actualidad, la humanidad se a desarrollado en un mundo
impregnado de geometria. Con figuras universales como las pirdmides, tridngulos y rectan-
gulos, circulos y otras representaciones geométricas, las cuales son importantes en nuestra

diario vivir.

Euclides, reconocido como el padre de la geometria, escribio los elementos hace mds de dos
mil afios, siendo el segundo libro més publicado en la historia occidental después de la Biblia,
ademds, su existencia ha sido objeto de debate, se presume que Euclides lideré un equipo
en Alejandria que compild trece volimenes de matemdticas griegas avanzadas, presentan-
do resultados matematicos mediante el método axiomatico, fundamentando cada teorema
en axiomas irrefutables. Su enfoque revolucionario, como la demostraciéon del teorema de
Pitdgoras y la suma de los dngulos de los tridngulos, ha moldeado profundamente la ensefian-
za y comprension matemadtica hasta hoy en dia, influenciando la estructura l6gica y la forma

en que se enseflan las matemadticas (Linares, 2023).

Se considera que la geometria, vista como una evolucién de métodos empiricos de medicién

hacia conceptos abstractos, tuvo su origen con egipcios y babilonios y alcanzé su plenitud

12
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en la cultura griega. A pesar de haber empleado la geometria y la aritmética en aplicaciones
practicas, ciertas investigaciones indican que en la edificacion de las pirdimides se empled
una geometria mas compleja en vez de limitarse solo a la funcionalidad geométrica (Recalde,

2016).

Ferndndez (2018) manifiesta que comprender la evolucién y el desarrollo de la historia de la
geometria es de gran importancia, ya que abarca una amplia gama de conceptos que podrian
considerarse como geometria practica. Los primeros conocimientos geométricos que adquiri6
la humanidad se basaron en la visualizacion de la naturaleza, la cual estd constituida por
diferentes formas, figuras y tamafos. Ademads, con el paso del tiempo fueron desarrolldndose
conocimientos geométricos mds profundos y concretos, los cuales siglos mds tarde serian
considerados como una rama importante de las matematicas, la cual, por su gran aporte e

importancia, requiere ser estudiada.

2.2. Rectas y segmentos de rectas

En este capitulo, se presentardn definiciones, teoremas, postulados, entre otros elementos, con
el propdsito de que los lectores puedan enriquecer sus conocimientos matematicos. Esto posee
gran importancia, ya que abordar las demostraciones requiere un conocimiento sélido de los
conceptos tedricos de la geometria. Es ampliamente reconocido que la justificacién en las
demostraciones es primordial, ya que se basa en contextos tedricos previamente establecidos.
Por este motivo, en este capitulo se expondran las bases tedricas necesarias para que el
lector desarrolle habilidades indispensables para construir sus propias demostraciones en

congruencia y semejanza de tridngulos.

Definicion 2.2.1: Recta

Linea formada por una serie continua de puntos en una misma direccion, sin curvas ni

angulos, que cubre la menor distancia posible entre dos puntos.

Definicion 2.2.2: Segmento

Porcion de una linea recta limitada por dos puntos extremos, representada con dos

letras mayusculas, una en cada extremo de la recta.

Como se puede visualizar en la figura 2.1 si tiene la representacion geométrica del segmento
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AB, el simbolo que se utiliza es AB, y se lee: segmento AB.

Figura 2.1: Segmento

> ®
A B

Definicion 2.2.3: Longitud de segmento

Al considerar una semi recta, el nimero que expresa la distancia entre los puntos Py

L se llama medida o longitud el segmento PL, asi PL =Longitud

Definicion 2.2.4: Semirrecta

Serie indefinida de puntos generada a partir de uno solo y en una misma direccion,

es decir, es una porcion de una recta sin longitud definida, se representa con una letra
mindscula o dos mayusculas y una flecha arriba de la letra o letras que representan a

la semirrecta. También se le llama rayo.

Como se puede visualizar en la figura 2.2 se tiene la representacion geométrica de una
semirrecta Ag, el simbolo que se utiliza es A§ y se lee, semirrecta Ag, como se observa a

continuacion:

Figura 2.2: Semirrecta

>
A B

Definicion 2.2.5: Rectas intersecantes

Son rectas que ese intersecan en un punto comun.

En la figura 2.3 se puede visualizar la representacion geométrica de dos rectas T y 7, de

donde su interseccion es en el punto £/ como se visualiza a continuacion:
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Figura 2.3: Rectas intersecantes

Axiomas de las rectas

= [a recta es el camino mds corto entre dos puntos.

Figura 2.4: Recta

= Por dos puntos, solo puede pasar una y solo una recta.

Figura 2.5: Por dos puntos pasa una sola recta

= Por una recta puede pasar una infinidad de rectas, y en una recta hay una infinidad de

puntos.
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Figura 2.6: Por una recta pasa una infinidad de puntos

= Dos rectas tienen dos puntos en comun, coinciden en toda extension.

Figura 2.7: Por dos restas que coinciden tiene dos puntos en comun

S ———

= Por dos rectas distintas no pueden tener mds de un punto comun.

Figura 2.8: Por dos rectas distintas solo tienen un punto en comun

Definicion 2.2.6: Vértice

Punto donde coinciden dos lados de una figura, representado con una letra minuscula

del alfabeto.

En la figura 2.9 se puede visualizar la representacion geométrica de los puntos A, C, Dy F,
son intersecciones de lados de un poliedro, de donde se forman los vértices, como e muestra

a continuacion:
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Figura 2.9: Vértice

C

Fuente: Elaboracion propia

Definicion 2.2.7: Lado

Es un segmento de una recta que limita una figura, representado con una letra mindscula

o con dos letras mayusculas, una en cada extremo del segmento.

Como se puede visualizar la figura 2.10 se tiene la representacion geométrica de un tridngulo,

cuyos lados son a, by c o los segmentos AB, BC'y AC, como se ilustra a continuacién:

Figura 2.10: Lados de un tridngulo

A b _

Definicion 2.2.8: Poligonos

Es una figura cerrada y acotada, limitada por segmentos de rectas llamados lados del

poligono.
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En la figura 2.11 se tiene la representacion geométrica de poligonos cerrados, de lados

AB,BD,DC'y DC, como se visualiza a continuacion:

Figura 2.11: Poligonos cerrados

M

Fuente: Elaboracion propia

Definicion 2.2.9: Rectas Paralelas

Las rectas paralelas son aquellas que no tienen ningin punto en comun. Otra forma
de explicarlo es que son equidistantes, es decir, siempre mantienen la misma distancia

entre si.

En la figura 2.12 se tiene la representacion geométrica de las rectas paralelas @ y b yse

Ay e

representa por ‘a @

e < . .
|| b,y selee, larecta es paralela a larecta b , tal como se visualiza

a continuacion:

Figura 2.12: Rectas paralelas

1

F 9
L J

b

Definicion 2.2.10: Rectas perpendiculares

Dos rectas forman un 4dngulo de 90° grados en su punto de unién, se dice que son

perpendiculares.
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. .y s 7
En la figura 2.13 se tiene la representacion geométrica de las rectas @ y b, las cuales son

. < .

perpendiculares, y se representa como &L, y se lee: la recta @ es perpendicular a la
A\PRs . .y S . p

recta b . Ademds, en la interseccion se dibuja un cuadrito para representar un dngulo de 90°,

como se ilustra a continuacion:

Figura 2.13: Rectas perpendiculares

(]

F
L 4

b

Definicién 2.2.11: Base de un poligono

La base de un poligono es el lado sobre el cual descansa la figura geométrica, pudiendo

ser cualquier lado.

Definicién 2.2.12: Altura del tridngulo

Es un segmento perpendicular trazado desde un vértice al lado opuesto o a su prolon-
gacion. Hay tres alturas, una correspondiente a cada lado. El ortocentro es el punto
de interseccion de las alturas o de sus prolongaciones, pudiendo encontrarse fuera o

dentro del tridngulo.

En la figura 2.14 se observa la representacion geométrica de un tridngulo con altura ¢ y la

base es a tal como se muestra a continuacion:
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Figura 2.14: Altura de un tridngulo

C

Definicion 2.2.13: Diagonal

Es un segmento que une dos vértices no consecutivos en un poligono.

En la figura 2.15 se representa un poligono cerrado, donde las diagonales son los segmentos
punteados, su caracteristica principal es que conectan vértices no consecutivos HL, HN y

HJ, como se muestra a continuacion:

Figura 2.15: Poligono y sus diagonales

L

Definicion 2.2.14: Mediatriz

Es un recta perpendicular que pase por un punto medio de un segmento.

En al figura 2.16 se tiene la representacion geométrica de la recta ‘@, 1a cual es mediatriz al
segmento H 1. En otras palabras, la propiedad de ser mediatriz implica que HL = LI, como

se ilustra a continuacion:
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Figura 2.16: Mediatriz a un segmento

(a

Definicion 2.2.15: Bisectriz

Semirrecta que divide un dngulo en dos partes iguales.

En la figura 2.17 se tiene la representacion geométrica de una bisectriz G'J, tal que divide al

angulo £ IGH en dos angulos L FGH y £F(G1, los cuales son de la misma medida, como

se ilustra a continuacion:

Figura 2.17: Bisectriz a un dngulo
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2.3. Angulos

Desde tiempos remotos, el concepto de dngulo fue empleado por mdltiples civilizaciones,
entre ellas los babilonios, quienes emplearon el sistema sexagesimal basado en 60 para
medir la orientacidn, ubicacién y disposicion de objetos en el espacio. En la actualidad, los
angulos tienen un rol crucial en diversas disciplinas como arquitectura, ingenieria, aviacion

y astronomia.

Diversos gedmetras han llevado a cabo varias investigaciones sobre los dngulos; por ejemplo,
John Milnor, distinguido con la Medalla Fields en 1962 por su trabajo en geometria dife-
rencial y topologia, y Richard Shawn, laureado en 1983, quien se enfocé en la curvatura y
geometria global, explorando algunas caracteristicas de los dngulos. Su labor, sumada a la
de renombrados expertos como Shing-Tung Yau, Simon Donaldson y Michael Friedman, ha

enriquecido notablemente nuestra comprension de la geometria y sus diversas aplicaciones.

Definicién 2.3.1: Angulo

En geometria, el dngulo puede ser definido como la parte del plano determinada por
dos semirrectas llamadas lados que tienen el mismo punto de origen llamado vértice

del dngulo.

En la figura 2.18 se tiene la representacion geométrica de un dngulo £, entre las semirrectas

- . .
ay b s tal como se muestra a continuacion :

Figura 2.18: Angulo

(1

x
- A >

b
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Notas 2.3.1

» La unidad de medida de los dngulos de uso mas comun son los grados sexage-
simales o simplemente grados.

= Las semirrectas que conforman el dngulo se les conoce como lados del dngulo,
y al punto de origen comun como vértice.

= En la figura 2.18 puedes observar el dngulo formado por las semirrectas a y
?, donde el punto G es el vértice.

= Para nombrar los dngulos se utilizan las primeras letras griegas, tales como «
(alfa), # (beta), v (gamma), etc., precedidas del simbolo £ o £ y se lee que

angulo alfa.

2.3.1. Clasificacion de angulos

Definicién 2.3.2: Angulo nulo

Es el angulo formado por dos semirrectas coincidentes, por lo tanto su abertura es

nula, es decir, de 0°.

La figura 2.19 se muestra la representaciéon geométrica del dngulo nulo, donde la recta [y
., < L , .
se sitda sobre recta [, . Por consiguiente, el dngulo resultante es de 0°, tal como se ilustra a

continuacion:

Figura 2.19: Angulo nulo

Ly

Iy

Definicién 2.3.3: Angulo agudo

Es el dngulo formado por dos semirrectas con amplitud mayor de 0° y menor de 90°.

La figura 2.20 ilustra la representacién geométrica del dngulo agudo £ «, en el cual las
. - T .
semirrectas [; y [l forman un dngulo mayor a 0° y menor a 90°, tal como se observa a

continuacion:
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Figura 2.20: Angulo agudo

l

A

L |

ls

Definicién 2.3.4: Angulo recto

Un dngulo recto tiene una amplitud de 90°. Los dos lados de un dngulo recto son

perpendiculares entre si.

En la figura 2.21 se muestra la representacion geométrica del dngulo recto £, donde las
) — = ) ) 3
semirrectas [y y [, son perpendiculares, formando asi un dngulo de 90°, como se puede

apreciar a continuacion:

Figura 2.21: Angulo recto

A
3

X

A F 2

Definicién 2.3.5: Angulo obtuso

Un 4ngulo obtuso es aquel cuya amplitud es mayor a 90° y menor de 180°.

En la figura 2.22 se muestra la representacion geométrica del dngulo obtuso £, donde la
intersecciones de las semirrectas [; y /5 forma un dngulo comprendido entre 90° y 180°, tal

como se ilustra a continuacion:
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Figura 2.22: Angulo obtuso

A l 2

Definicién 2.3.6: Angulo llano

El 4ngulo 1lano tiene una amplitud de 180°.

En la figura 2.23 se muestra la representacién geométrica el angulo llano £«, donde la recta

[; forma un dngulo de 180°, como se puede apreciar a continuacion:

Figura 2.23: Angulo llano

Definicién 2.3.7: Angulos Complementarios

Los dngulos complementarios son aquellos que al sumarse resultan en un dngulo recto

de 90°, de tal manera que a cada dngulo se lo llama el complemento del otro.

., L ) - = =

En la figura 2.24 se presenta la representacion geométrica de las semirrectas [y, Iy y I3,

las cuales forman los dngulos complementarios £6 y £ ¢. Es importante destacar que las
. - = ) ' ' N

semirrectas lo y l3 conforman un dngulo de 90°. Al intersecar con la semirrecta [y, se

genera una division que resulta en dos dngulos de medidas distintas, como se puede apreciar
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a continuacion:

Figura 2.24: Angulos Complementarios

ler)

Definicién 2.3.8: Angulo Suplementario

El dngulo suplementario es aquel que permite sumar dos dngulos y como resultado
tengamos un dngulo de 180° (grados) y cada dngulo se lo conocerd como el suplemento

del otro.

., 7 . . 7z H
En la figura 2.25 se muestra la representacion geométrica de la interseccion entre la recta [
. - p .
y la semirrecta [, , dando lugar a dos dngulos, £¢ y £¢. Es importante destacar que la suma

angu igu , ilu inuacion:
de estos angulos es igual a 180°, tal como se ilustra a continuacion:

Figura 2.25: Angulo Suplementario

Clasificacion de angulos por su posicion
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Definicion 2.3.9: Angulos adyacentes

Son aquellos angulos que tienen el vértice y un lado en comun y juntos equivalen a un

angulo llano 180°.

En la figura 2.26 se muestra la representacion geométrica de un dngulo adyacente, donde la
—
intersecciénde [ y Iy formalos dngulos £ 3y £« de diferente medida y que son adyacentes,

manteniendo una continuidad angular, como se muestra a continuacion:

Figura 2.26: Angulos adyacentes

Definicion 2.3.10: Angulos consecutivos

Los angulos consecutivos son aquellos que comparten un lado y un vértice en comun.

En la figura 2.27 se tiene la representacion geométrica de dngulos consecutivos, donde la

interseccion de las semirrectas [, , [y y I3 forma los dngulos £ 3y £« de diferente magnitud.
. - - , .

Ademads, la semirrecta [, y el vértice son comunes en estos dngulos, como se ilustra a

continuacion:
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Figura 2.27: Angulos consecutivos

Definicién 2.3.11: Angulo opuestos por el vértice

Los dngulos opuestos por el vértice son aquellos que estdn opuestos entre si, formados

cuando se intersecan dos rectas.

., , . . 7z <—>
En la figura 2.28, se muestra la representacion geométrica de la interseccion de las rectas [y
y o, generando los dngulos £, £, £¢ y £La, los cuales presentan magnitudes distintas.
Como consecuencia, se verificaque Lo = £y £3 = £¢. Este hecho conlleva a la formacién

de 4ngulos opuestos, como se puede observar a continuacion:

Figura 2.28: Angulos opuestos por el vértice

Angulos formados por la interseccién de una transversal en dos rectas paralelas

En la figura 2.29 se tiene la representacion geométrica de dos rectas paralelas [, y [y,

intersectadas por la transversal /3 , la cual divide los dngulos en diferentes magnitudes, como
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se muestra a continuacion:

Figura 2.29: Angulos formados por interseccién de una transversal

Los dngulos de la figura 2.29 cumplen ciertas caracteristicas particulares, como se puede

observar a continuacion:
» a) Angulo internos: Lo, Lo, Lo, £
= b) Angulo externos: £¢, £0, £3, £1)
= ¢) Angulo alternos internos: £, £5y Lo, £
» d) Angulo alternos externos: £¢, £3y £, L)
» ¢) Angulos Correspondientes:

Lo, L
£0,£0
Lo, L1
Lo, £

2.4. Triangulos

Los tridngulos son una de las figuras geométricas mds simples pero a la vez muy versatiles.

Se pueden encontrar en la naturaleza, en la arquitectura y en la ingenieria. Su uso se remonta
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a la antigiiedad y ha evolucionado a lo largo de los siglos, adaptdndose a las necesidades de

cada época y generando nuevos aportes a la matemadtica, con énfasis en la geometria.

Debido a su gran importancia y utilidad, en la actualidad se siguen utilizando en diferentes
areas de estudio. Una de las mds relevantes es la educacion, ya que permite a los estudiantes
visualizar figuras en el entorno y asimilar conceptos bdsicos para el posterior desarrollo de

las habilidades matematicas.

Debido a su importancia y versatilidad, los tridngulos contindan siendo una figura crucial en
multiples campos de estudio en la actualidad. Uno de los dmbitos donde destaca significativa-
mente es en el dmbito educativo, ya que permite a los estudiantes no solo visualizar figuras en
su entorno, sino que ademds les permite interiorizar y comprender conceptos fundamentales.
Esta comprension inicial resulta crucial para el desarrollo posterior de habilidades matema-
ticas mas complejas. Ademds, la comprension y el aprendizaje de las diferentes propiedades
relacionadas con los tridngulos facilitard las destrezas en matematica, sentando bases solidas

para la resolucion de problemas, resoluciones y estudios posteriores avanzados.

Definicién 2.4.1: Triangulo

Si A, By C son tres puntos no colineales, entonces la unién de los segmentos AB,

BC'y AC se denomina tridngulo y se denota como AABC.

En la figura 2.30 se tiene la representacion geométrica de un tridngulo A AC' B, cuyos puntos

no colineales son A, C'y B. La unién de los segmentos AB, BC'y AC define la forma del

tridngulo, como se puede observa a continuacion:

Figura 2.30: Tridngulo

Algunas caracteristicas importantes del triangulo:
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Vértices: Son cada uno de los puntos A, By C.

Lados: Son los segmentos AB, BC'y C'A.

La suma interna de sus angulos, Lo + £ + £0 = 80°.

Su altura es 7.

Su base es AC.

2.4.1. Clasificacion de triangulos

Clasificacion de triangulos segiin sus lados

Definicion 2.4.2: Triangulo equilatero

Es aquel que tiene tres lados iguales en longitud y, por lo tanto, sus dngulos internos

también son iguales, midiendo cada uno 60°.

Como se ilustra en la figura 2.31 se tiene la representacién geométrica del triangulo AABC),

tal que sus tres lados AC,CB y BA son de igual medida, y sus angulos tiene la misma

medida angular £60 = Lo = 43, como se muestra a continuacion:

Figura 2.31: Tridngulo equilatero

Definicion 2.4.3: Triangulo isésceles

Es aquel que tiene al menos dos lados de igual longitud. Esto implica que dos de sus

angulos internos adyacentes a los lados iguales también serdan iguales entre si.
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Como se ilustra en la figura 2.32 se tiene la representaciéon geométrica de un tridngulo
isésceles AABC), caracterizado por la propiedad de tener dos de sus lados de igual longitud
y dos dngulos de igual amplitud. En este caso, los lados AC' y BC tienen la misma medida y

los dngulos Loy £f3, tienen la misma amplitud como se muestra a continuacién:

Figura 2.32: Tridngulo isésceles

Definicién 2.4.4: Triangulo escaleno

Es aquel en el que sus tres lados tienen longitudes diferentes entre si. Ademads, sus

angulos internos también son diferentes en magnitud.

Como se ilustraen la figura 2.28 se tiene la representacion geométrica de un tridngulo escaleno
AABC, cuya caracteristica principal es que los tres lados tienen longitudes diferentes. En este

caso, los lados AC' # BC # AB, presentan diferentes medidas, y su dngulos £« # £ # £0

también son de distinta magnitud, como se muestra a continuacion:

Figura 2.33: Tridngulo escaleno
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Clasificacion de triangulos segiin sus angulos

Teorema 2.4.1: Suma de angulos de un triangulo

= La suma de los dngulos internos de un tridngulo siempre es 180°.
En la figura 2.34 se tiene que Lo + £ + £0 = 180°.
» La suma de los dngulos externos de un tridngulo siempre es 360°.
En la figura 2.34 se tiene que £ + £¢ + L = 360°.
» La medida de un dngulo externo de un tridngulo, es igual a la suma de las

medidas de los dngulos internos no adyacentes a él.

Figura 2.34: Angulos de un Tridngulo

So

Angulos externos

La demostracion del teorema se muestra en la pagina 31 (Calvache et al. 2003).

Definicién 2.4.5: Triangulo acutangulo

El tridngulos acutdngulos tiene su tres dngulos internos menores a 90° grados.

En la figura 2.35 se tiene la representacion geométrica de un triangulo acutdangulo AABC,
donde, por definicion, al ser acutdngulo, implica que la medida de sus angulos £, L3y £0

debe ser menor a 90°, como se muestra a continuacion:
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Figura 2.35: Tridngulo acutdngulo

Definicion 2.4.6: Triangulo rectangulo

El tridngulo rectangulo es aquel que tiene un dngulo interior que es recto, es decir,

mide 90°.

En la figura 2.36 se tiene la representacion geométrica de un tridngulo AABC, . Se observa
un angulo recto £ en el vértice A. Los otros dos dngulos internos del tridngulo, £0 y £,
se encuentran en los vértices C'y B, respectivamente. Estos dos dltimos dngulos suman 90°,

lo que confirma que el tridngulo es rectdngulo, tal como se visualiza a continuacion:

Figura 2.36: Tridngulo rectangulo

Definicion 2.4.7: Triangulo obtusangulo

El tridngulo obtusangulo es aquel donde uno de sus dngulos interiores es obtuso, es

decir, mayor de 90°.

En la figura 2.37 se tiene la representacion geométrica de un tridngulo A ABC' con un dngulo

obtuso £ en el vértice C. Este dngulo es mayor a 90°. Los otros dos dngulos internos del
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tridngulo, £60'y £, se encuentran en los vértices A y B, respectivamente. Estos dos tltimos
angulos son menores a 90° para que la suma de los tres dangulos internos del tridngulo sea
180°, confirmando la presencia de un dngulo obtuso en el tridngulo, tal como se muestra a

continuacion:

Figura 2.37: Tridngulo obtusdngulo

Notas 2.4.1
En un plano, dos rectas son cortadas por una transversal.
a) Si al sumar sus dngulos internos formados del mismo lado es igual a 180°,
entonces las dos rectas son paralelas.
b) Si al sumar sus dngulos internos formados del mismo lado es diferente a 180°,

entonces las dos rectas se van a intersecar en un punto.

Notemos que por la nota a), y por la figura 2.38 se tiene que Lo + £¢ = 180°, entonces
—
ll H lQ .

Figura 2.38: Dos rectas paralelas

o
Notemos que por la nota b), y en la figura 3.39 se tiene que £a + £¢ # 180°, entonces [; y

s )
[y se van a intersecar en un punto:
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Figura 2.39: Dos rectas se van a intersecar en un punto

2.5. Congruencia de segmentos y angulos

La geometria, como disciplina matemaética, nos invita a explorar las propiedades fundamenta-
les de las formas y figuras en el espacio. Entre los conceptos mds esenciales se encuentran la
congruencia de segmentos, dngulos y tridngulos, los cuales forman la base de nuestro enten-
dimiento geométrico. En este viaje, nos adentraremos en un andlisis de cémo la igualdad y la
correspondencia entre estas partes geométricas no solo revelan la estructura intrinseca de las
figuras, sino que también nos proporcionan herramientas cruciales para resolver problemas

y construir argumentos 16gicos.

Comenzando con los segmentos, exploraremos las condiciones que hacen que dos segmentos
sean congruentes. Desde la igualdad de longitudes hasta la superposicion precisa de seg-
mentos, descubriremos cdmo estas relaciones geométricas bdsicas sientan las bases para la

construccion y manipulacion de figuras con precision y exactitud.

Al sumergirnos en el mundo de los dngulos, nos enfrentaremos a la pregunta crucial de
cuando dos dngulos son congruentes. A través de teoremas y postulados, analizaremos las
condiciones que preservan la igualdad angular, proporciondndonos las herramientas para

comprender la disposicion espacial de los dngulos y sus correspondencias.

El estudio de la congruencia de tridngulos afiade una dimensién adicional a nuestra explora-
cién geométrica. Investigaremos como la igualdad entre lados y dngulos en tridngulos lleva
a la congruencia, y cémo esta propiedad es esencial para analizar y clasificar diferentes tipos

de tridngulos.
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En dltima instancia, la congruencia de segmentos, dngulos y tridngulos no solo nutre nuestras
habilidades matematicas, sino que también afianza nuestra capacidad para abordar problemas
complejos de manera estructurada y 16gica. Al comprender la igualdad entre estas partes
fundamentales de las figuras, nos embarcamos en un viaje que nos permitird desentrafar los
misterios de la geometria y apreciar la belleza y la precisiéon que subyacen en cada forma y

estructura en nuestro entorno.

Definicion 2.5.1: Segmentos congruentes

Dos segmentos son congruentes, si tiene la misma longitud.

En la figura 2.40 se tiene la representacion geométrica se dos segmentos congruentes AE'y

C'D, como se muestra a continuacion:
Figura 2.40: Segmentos congruentes

E

A

Su notacion es:

Dado un segmento AB y la semirrecta ﬁ, de origen L. Entonces existe en ﬁ un
Unico punto P tal que:

AB~TLP

En la figura 2.41 nos permite visualizar que, en términos pricticos, este axioma afirma la
posibilidad de construir o transportar un segmento en una semirrecta, tal que por la semirrecta
ﬁ, existe un punto P, de donde es congruente con un segmento AB, asi, AB = LP, tal

como se ilustra a continuacion:
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Figura 2.41: Axioma de la construccién de un segmento

by,
—
@
o

L ]
o
v

Definicion 2.5.2: Angulos congruentes

Dos dngulos son congruentes cuando tienen la misma medida angular.

En la figura 2.42 se muestra la representacion geométrica de dos dngulos LCABy {FDE ,
formados por las semirrectas 1@ , B y ﬁ , lﬁ ,donde L{C'ABy £F DFE son congruentes,

tal como se ilustra a continuacion:

Figura 2.42: Angulos congruentes

C

Su notacion es:

LCAB = AFDFE

Definicion 2.5.3: Triangulos congruentes

Dos tridngulos son congruentes si existe una correspondencia entre los vértices de uno
de los tridngulos y los del otro, de tal forma que los dngulos y lados correspondientes

son congruentes.

Enla figura 2.43 se muestra la representacion geométrica de dos tridngulos ACBAy ADLF'.

En este caso, se cumple que los lados BA = EF, AC = FDy BC = DFE, lo que indica

que los tridngulos son congruentes, tal como se puede observar a continuacion:
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Figura 2.43: Tridngulos congruentes

Su notacion es:

ANCBA= ADEF

Teorema 2.5.1: Triangulo isésceles

Si un tridngulo tiene dos lados de igual longitud, entonces los dngulos opuestos a

dichos lados tienen igual medida.

En la figura 2.44, se presenta la representacion geométrica de un tridngulo AACB. Se
observa que los lados AB = (C'B, y ademds, los dngulos £3 = A, que son opuestos a
dichos lados, tienen la misma medida. Por lo tanto, este tridngulo cumple con la condicién

de ser un tridngulo is6sceles, como se ilustra a continuacion:

Figura 2.44: Tridngulo isésceles

C

Sea L el punto medio del segmento AC, como se muestra en la Figura 2.44. Por lo
tanto, tenemos el segmento BL. Dado que L es el punto medio, podemos afirmar que
AL = LC. Ademis, segtin la hipétesis inicial, AB = BC, y el lado comtin entre los

dos triangulos es BL.




Aspectos elementales relacionados con geometria plana 40

Por ende podemos aplicar el teorema del criterio (L-L-L). Por lo tanto, concluimos que

los dngulos Loy £ son congruentes.

Observacion 2.5.1
El reciproco también es cierto, es decir, si tengo un tridngulo tiene dos dngulos inte-

riores de igual medida, entonces los lados opuestos tiene igual longitud.

Como se ilustra en la figura 2.45 se tiene la representacién geométrica de un tridngulo AABC
en el cual los dngulos £0 'y £ son congruentes. Haciendo uso de esta observacion, podemos

deducir que los lados AC' = C'B, como se muestra a continuacion:

Figura 2.45: Tridngulo isésceles con dos dngulos congruentes

A

Por la figura 2.45 se tiene que:

LCAB = LCBA, entonces AC = B

Teorema 2.5.2: Congruencia de triangulos rectangulos

Si dos tridngulos rectdngulos tienen sus hipotenusas y un cateto de igual longitud

respectivamente, entonces dichos tridngulos son congruentes.

En la figura 2.46 se ilustra la representacion geométrica de los tridngulos AABC'y AFDE.
Se verifica que L BAC = {DFFE = 90°, junto con CB = DE y AC = F'E, tal como se

muestra a continuacion:
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Figura 2.46: Dos tridngulos rectdngulos congruentes

B A L

La demostracion del teorema 2.5.2, se muestra en la pagina 13 (Orihuela y Sdez, 2010).

2.5.1. Angulos congruentes

Teorema 2.5.3: De la bisectriz del angulo

Si un conjunto de puntos estdn en la regién interior de un dngulo y equidistan de los

lados del dngulo, entonces dichos puntos estdn en la bisectriz el dngulo dado.

En la figura 2.47 se tiene la representacion geométrica de un angulo £ A, si trazamos una
bisectriz se tiene que JD = DK, LG = GM y NI = IO, entonces los puntos D, Gy [

estan en la bisectriz del £ A.

Figura 2.47: Teorema de la bisectriz del dngulo

I
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La demostracion del teorema, se muestra en la pagina 20 del libro de (Orihuela y Séez,

2010)

Teorema 2.5.4: Angulos opuestos por el vértice

Los dngulos opuestos por el vértice son congruentes.

En figura 2.48 se tiene la representacidon geométrica de dos rectas paralelas [; y [5, atravesada
por una transversal [3, formando as{ los dngulos opuestos, £¢ = La, L) = L0y Ly =

LB, £y = Lo, tal como se puede visualizar a continuacion:

Figura 2.48: Angulos congruentes opuestos por el vértice

Sean dos rectas [; y [y que tienen como interseccién un punto. Tomando [;, tenemos

que la suma de los dngulos £ + £a = 180°. Siguiendo la misma analogia con [3,
tenemos que Lo + £0 = 180°.

Por tanto, tomando la igualdad tanto de /; como de [5:

L0+ Lo = 180°
La+ £6 = 180°
£+ Lo = KLa+ L0
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L0+ Lo — Lo = £0
£ = £0
£6 = L0

Por tanto hemos demostrado que £ = £6. .

De manera similar para el resto de dngulos

Teorema 2.5.5: Angulos alternos internos son congruentes

Los dngulos alternos internos formados por dos rectas paralelas cortadas por una

transversal son congruentes.

En la figura 2.49 se tiene la representacion geométrica de los rectas paralelas [ y lo, la
cual esta atravesada por una recta transversal /3, formando asi los dngulos alternos internos,

£) = Loy £p = La, tal como se puede visualizar a continuacién:

Figura 2.49: Los dngulos alternos internos congruentes

Sean [y, [ son paralelas y /3 es una transversal la cual cruza por Lq, L,. Tomando la

definicion de angulos alternos internos, tenemos que £ ¢ + £9 = 180°. Por otro lado,

£y + Lo = 180°. Tomando la igualdad tenemos que.
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Lo+ L5 = 180°
Lo+ Lo = 180°

Lo+ 4d=Lp+ Lo
Lo+ L) — Lp= 4o
L0 = 4o
L= Lo

Por tanto, hemos demostrado que Lo = 4.

Con la misma analogia para el resto de dngulos internos .

Teorema 2.5.6: Angulos alternos externos son congruentes

Los dngulos alternos internos, formados en dos rectas paralelas cortadas por una

transversal, son congruentes.

Figura 2.50: Los dngulos alternos externos congruentes

I

Visualizando la gréfica 2.50 tenemos que que:
Lo+ Lo = 180°
L6 + L = 180°




45 A. L6pEZ

L+ Lo = L5+ £
Lo =45
£é = L1

Por tanto £¢ = £

Teorema 2.5.7: Angulos correspondientes son congruentes

Los dngulos correspondientes, formados en dos rectas paralelas cortadas por una

transversal, son congruentes.

En la figura 2.51 se tiene la representacion geométrica de dos rectas paralelas [y y lo, las
cuales son intersecadas por una transversal /3, donde se pueden visualizar los dngulos , tal

como se puede visualizar a continuacion:

Figura 2.51: Angulos correspondientes son congruentes
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Tomando la definicién de dngulos alternos externos se tiene que:

Lo = 4B

De manera similar, tenemos que:

Lo =4S

Por tanto, concluimos que £ = L.

2.5.2. Proporcionalidad de segmentos

En esta seccién daremos algunas definiciones previas sobre la comparacién de segmentos,

para su posterior uso en algunos teoremas geométricos requeridos.

Definicion 2.5.4: Razén geométrica de dos segmentos

Se llama razén geométrica o relacion de dos cantidades al cociente que resulta de

dividir la primera entre la segunda. La razén entre a y b es: ¢, donde b # 0

Como se muestra en la figura 2.52 1a razén de los segmentos AB y CD es é—g.

Con la misma analogia, tenemos que la razén entre los segmentos de £ F'y GH es %, tal que

y # 0.

De donde se lee que EF es como x y GF como 7, o también podemos decir que

»(EF) =y(GH).
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Figura 2.52: Razén de dos segmentos

Algunas propiedades de las proporciones:

a) si § = £, entonces a.d = bc

b) si ¢ = <, entonces ¢ = 2

c) si % = <, entonces %2 = <td

d) si ¢ = <, entonces %2 = <4

) sif=g=7%=.="0=¢dchan

2.5.3. Division de segmentos

Definicion 2.5.5: Division interna

Si un punto estd entre los extremos de un segmento, se dice que lo divide internamente.

Como se puede visualizar en la figura 2.53 se tiene la representacién geométrica el punto O
divide internamente al segmento M N en la razén % y O divide N M en la razén (J)VT(;’ tal

como se muestra a continuacion:

Figura 2.53: Division interna de segmentos

M N
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Teorema 2.5.8: Fundamental de la proporcionalidad

Si tres 0 mds rectas paralelas determinan sobre una secante segmentos congruentes,

también determinan segmentos congruentes en cualquier otra secante.

Como se puede visualizar en la figura 2.54, se tiene la representacion geométrica de las rectas

il la |l I3 ]| la ]| I5 y de los segmentos BC' = C'D = DE = EF. En consecuencia, se
establece la igualdad de los segmentos GH = HI = 1] = JK.

Figura 2.54: Rectas equiparalelas

Sealy, lo, I3 tres rectas paralelas al que intersecan a la secante AL, entonces los segmen-

tos BC'y C'D son congruentes. Andlogamente para la secante O M, entonces tenemos
que los segmentos GH y HI son congruentes. Por tanto, por propiedades de rectas

paralelas, esto se va a cumplir para cualquier paralela en cualquier secante.

2.6. Teorema de Thales

Thales naci6 alrededor del 640 A.C. en Mileto, una de las primeras ciudades griegas en la costa
del mar Egeo. En esa época, Mileto destacaba por ser una de las mds prosperas y avanzadas
en la region de Asia Menor (actual Turquia). Considerado como uno de los siete sabios de
Grecia, Thales se destaco en filosofia, astronomia y geometria. Sus teoremas geométricos dan
a entender el concepto de demostracién, marcando el inicio de la organizacién matemaética,
en el trayecto de de aportar hacia las matemaética viajé a Egipto en busca de fortalecer sus

conocimientos matematicos y se dice que ide6 un método para calcular la altura de la pirdmide



49 A. L6pEZ

de Keops por semejanza, empleando la medicién de sombras. Al establecer la proporcién
entre segmentos determinados por lineas paralelas en otra recta, Thales propici6 el desarrollo

del teorema que lleva su nombre.

Teorema 2.6.1: General de Thales

Sidos rectas cualesquiera son intersecadas por un conjunto de rectas paralelas, entonces

sobre dicha recta se determinan segmentos proporcionales.

Por la figura 2.55 se tiene una representacién geométrica de dos segmentos AB 'y C'D, los
cuales intersectan a las rectas paralelas [y, [5 y /3. Estas intersecciones determinan segmentos

HJ — OV 4] como se muestra a continuacion:

proporcionales, es decir, == = o=,

Figura 2.55: Teorema Thales

Sealy, Iy, I3 rectas paralelas y AB, C'D segmentos transversales que cortan a las rectas,
asf las tres rectas paralelas que son intersecadas por el segmento AB los cuales generan
los segmentos H.J y JT', con la misma analogia para el segmento C' D, las cuales son
atravesadas por las mismas rectas paralelas, y asi forman los segmentos OV y VU, en
el segmento H.J dividimos en n partes iguales, y en el segmento VU dividimos en m

v
VU

S

partes iguales, por definicién de segmentos proporcionales tenemos que
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Dado un tridngulo A ABC, si se traza un segmento paralelo, A'C" a uno de los lados

del triagngulo AAB'C’, cuyos lados son proporcionales a los del tridngulo AABC.

Por la figura 2.56, se tiene la representacién geométrica de un tridngulo AACB. A partir de

este tridngulo, trazamos un segmento paralelo A’C" al lado AC'. Como resultado, obtenemos

AB _ BC _ AC
ATA T C'C T ACT

que tal como se muestra a continuacion:

Figura 2.56: Nota del teorema de Thales

B

A '

Corolario 2.6.1

Si AD || CK, entonces ;

Como seilustraen la figura 2.57, tenemos la representacion geométrica de dos rectas paralelas
I, y ly, atravesadas por los segmentos transversales T'L y .JL, los cuales se intersecan en el
LA _ LD

punto L. En esta disposicion, se cumple larelacion 2= = ==, como se aprecia a continuacion:

Figura 2.57: Corolario de segmentos

L
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Corolario 2.6.2

Si AB || DE, entonces

Como se ilustra en la figura 2.58, se tiene la representacion geométrica de dos rectas paralelas
l1 y I3, las cuales son atravesadas por dos segmentos transversales AF y BD, y estos cortan

en el punto C. En esta disposicién, se cumple la relaciéon £= = , COMoO se muestra a

S

continuacion:

Figura 2.58: Corolario

Observacion 2.6.1

Debemos tener en cuenta que los corolarios son reciprocos, por tanto se pueden aplicar

al triangulo en distinta ubicacion.

Teorema 2.6.2: Bisectriz interior de un triangulo

En todo tridngulo la bisectriz interior, divide internamente al lado al cual es relativo

en dos segmentos proporcionales a los lados adyacentes a dicha bisectriz.

Sea el triangulo AABC, por el cual trazamos una bisectriz BD a dicho tridngulo,

como se puede visualiza en la figura 2.59.
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Figura 2.59: Bisectriz interna

B

Ahora prolongamos el segmento BC', ademds trazamos un segmento que pasa por el
punto A y es paralelo al segmento BD, asi por la interseccion obtenemos el punto L,

como se muestra en la figura 2.57.

Figura 2.60: Bisectriz interna de un tridngulo

Por tanto LA || BD, ahora bien demostrar que el ABAL es un triangulo isésceles,
como tenemos que los segmentos LA y BD son paralelos tenemos que los dngulos
£Lay 'y £ son congruentes por definicion de angulos correspondientes, ademds £y y
A1), también son congruentes por al definicién de angulos alternos internos de manera

que tenemos que:

KOél = 4(1/1 = Kﬁ = Kiﬂ
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Asi tomando el triangulo ABAL, posee los angulos congruentes, asi los segmentos
LBy BA son congruentes, asi obtenemos que el AB AL es asdcieles por tanto se tiene

la igualdad de

LB =BA

sy

Ahora por teorema de Tales en el triangulo A AC'L, y tomando en cuenta los segmentos

paralelos tenemos que,

BL AD

BC DC
Sustituyendo LB = B A tenemos.

BA AD

BC DC

Teorema 2.6.3: La bisectriz exterior en un triangulo.

En todo tridngulo, la bisectriz exterior (con los lados adyacentes de diferente longi-
tud ) divide externamente al lado opuesto en segmentos proporcionales a los lados

adyacentes a dicha bisectriz.

Sea el triangulo ABC, en el cual se traza un bisectriz de segmento BD extendiéndola
hacia la prolongacién del lado AC' como se muestra en la figura 2.61.

Ademds se traza una recta paralela al lado AB, dicha recta paralela para por el punto

C' como se muestra en la gréafica 2,61.
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Figura 2.61: La Bisectriz Exterior en un tridngulo

Por tanto como los segmentos AB || C'F', ademds estas paralelas estdn intersecadas por

una trasversal de segmento BD, por propiedades de dngulos alternos internos tenemos

un trigngulo A BC'F, y ademds, es ascieles por ende tenemos que los segmentos OB y

C'F, nuevamente tenemos que si tomamos la las rectas paralelas ya antes mensioandas

pero esta ves con el segmento transversal AC' pose dngulos correspondientes que son,

£BAC y LFCD, ademas tenemos que L{ABF = LCFD, por el teorema 4.2.2
DF DC

tenemos == = &, por la definicién 4,2,1 y el teorema 2,9,1, tomando el teorema

4,2.2 se obtiene que:

DF _DC
~—FB C4A
AB _AB
CF CB
AB _AD
~— BC CD

Teorema 2.6.4: Del incentro

Todo triangulo de incentro divide internamente a una bisectriz interior ( la razén es

de mayor y menor segmento) en segmentos proporcionales a la suma de longitudes de

los lados adyacentes a la bisectriz y la longitud del tercer lado.
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La demostracién del teorema se muestra en la pagina 13 de (Orihuela y Sdez, 2010)

Teorema 2.6.5: De menelao

Toda recta secante a dos lados de un triangulo y a la prolongacién del tercer lado,
determina seis segmentos, cumpliéndose que el producto de las longitudes de tres de

ellos sin extremos comunes es igual al producto de las longitudes de las otras tres.

A g
g

Sea el triangulo AABC con la recta secante g’, ademads, se traza una recta paralela

h a “g’como se muestra a continuacion:

Figura 2.62: Teorema de menelao

como CL || ¥¢’, y el punto L pertenece a la extincién de lado AB, asiendo uso del

.z AF _ AL 4
teorema de tales en el tridngulo A ALC tenemos que, & = 57 (1), de manera andloga
para el tridngulo ABCL, tal que, 22 = £L (2), asi de (1) y (2) tenemos:

EC

Definicién 2.6.1: Ceviana de un triangulo

Ceviana es un segmento de recta que une un vértice de un tridangulo con el lado opuesto

a este.
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Teorema 2.6.6: De ceva

En un tridngulo al trazar tres cevianas concurrentes, determinan en cada lado seg-
mentos, cumpliéndose que el producto de las longitudes de tres de ellos, sin extremos

comunes, es igual al producto de las longitudes de los otros tres.

La demostracion del teorema se muestra en la pagina 17 de (Orihuela y Sdez, 2010)

Teorema 2.6.7: Lado - lado - angulo mayor

Sidos tridngulos tienen dos lados de igual longitud respectivamente y el dngulo opuesto

al mayor de dicho lado de igual medida, entonces los tridngulos son congruentes.

La demostracion del teorema se muestra en la pagina 14 de(Orihuela y Sdez, 2010).

2.6.1. Relaciones métricas en el triangulo rectangulo

Teorema 2.6.8

Si en un tridngulo rectdngulo se traza la altura correspondiente a la hipotenusa, enton-
ces:
a) Los dos nuevos tridngulos que se originan son semejantes entre si y semejantes
al tridangulo inicial.
b) La altura es media proporcional entre los segmentos que determina en la hipo-
tenusa.
c) Cada cateto es media proporcional entre la hipotenusa y su proyeccion sobre

esta.
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Sea AABC un trigngulo rectangulo, con el angulo recto en £C, ademds, C'F es la
altura asociada a la hipotenusa.

a) Si NACF ~ ANACB caso (A-A), por tanto el £ A es comun en los tridngulos.
ABCF ~ AACB por tanto el £B es comun en los tridngulos,por transitividad
ANACF ~ ABCF.

b) Por la demostracion del literal al se tiene, que, % = % esto es C’F2 = AF.FB.
c) Por el literal a) se tiene que:
AB AC
AC  AF
esto es, AC’2 = AB.AF.
Del literal b) se tine
A8 BC
BC BF

esto es BC’2 = AB.BF.

Teorema 2.6.9: De Pitagoras

El cuadrado de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es igual a la suma de los

cuadrados de los catetos.

La demostracién del teorema 2.6.9, se muestra en la pagina 20 (Orihuela y Séez, 2010)

Teorema 2.6.10: Reciproco del teorema de pitagoras

Si el cuadrado de un lado de un tridngulo es igual a la suma de los cuadrados de los

otros dos lados, entonces el tridngulo es rectdngulo.
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2.6.2. Relaciones métricas en triangulos no rectangulos

Teorema 2.6.11

En todo tridngulo obtusdngulo, el cuadrado del lado opuesto al 4ngulo obtuso es igual
a la suma de los cuadrados de los otros dos lados més el doble producto de uno de

estos lados por la proyeccion del otro sobre €l.

Teorema 2.6.12

En todo tridngulo obtusdngulo, el cuadrado de un lado opuesto a un dngulo agudo es

igual a la suma de los cuadrados de los otros lados menos el doble producto de uno de

estos lados por la proyeccion del otro sobre €l.

La demostracion del teorema 2.6.12 se muestra en la pagina 26 (Orihuela y Sdez, 2010)

Teorema 2.6.13

Enel AABC, D € BC.Si BD = m, DC = n, AD = d entonces d?a = b*m +

02n — amn

La demostracion del teorema 2.6.13 y de sus caso se muestra en la pagina 23 (Orihuela

y Séez, 2010)




Capitulo 3

Demostracion de criterios de congruencia
y semejanza de triangulos mediante la

aplicacion del método de Van Hiele

“La vida esté llena de sorpresas, enfrenta tus miedos y lucha por tus suefios”

Lopez.A

La geometria, en su estudio de las figuras y sus propiedades, se sumerge en conceptos funda-
mentales como la semejanza y la congruencia de tridngulos, constituye un pilar fundamental
en la geometria, revelando las relaciones intrinsecas entre formas geométricas y sus propie-
dades. Este proximo capitulo se sumerge en estos conceptos, destacando la aplicacion del
método de van Hiele en las demostraciones geométricas. La semejanza y la congruencia son
conceptos esenciales que permiten identificar similitudes y equivalencias entre tridngulos,
ofreciendo herramientas para comprender como las propiedades de sus lados y dngulos es-
tablecen relaciones especificas. En este contexto, el método de van Hiele ofrece un enfoque
educativo estructurado en diferentes niveles de comprension, desde la percepcion mds basica

hasta el razonamiento deductivo mas complejo.

En este proximo capitulo, se utilizard el método de van Hiele para abordar las demostraciones
relacionadas con la semejanza y congruencia de tridngulos. Este método educativo propone
una progresidn cognitiva que comienza con la identificacion y el reconocimiento de las formas

geométricas, avanza hacia la descripcion de sus propiedades y relaciones, y finalmente llega

59
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a la abstraccion y deduccién légica.

La metodologia de van Hiele promueve un aprendizaje activo y profundo, alentando a los
estudiantes a comprender no solo las reglas y teoremas geométricos, sino también los fun-
damentos subyacentes que explican por qué estas proposiciones son ciertas. Al emplear este
enfoque en las demostraciones de semejanza y congruencia de tridngulos, se busca desarrollar
una comprensién mds completa y significativa, permitiendo a los estudiantes no solo verificar

la validez de las afirmaciones geométricas, sino también comprender la 16gica detrés de ellas.

El préximo capitulo se basard en el método de van Hiele como herramienta principal para
explorar y demostrar las propiedades de semejanza y congruencia de tridngulos, promovien-
do un enfoque que busca impulsar una comprension profunda y potenciar las habilidades
de razonamiento en el dmbito geométrico. En el contexto educativo de la geometria, este
enfoque integral no solo se limitard a ensefiar teoremas y propiedades especificas de las
figuras geométricas, sino que también se enfocard en ilustrar como estas propiedades estan
interrelacionadas, su aplicacién en diversos contextos y su contribucién al entendimiento

global de la geometria.

3.1. Congruencia de triangulos

La congruencia de tridngulos es un pilar fundamental en la geometria, permitiendo establecer
condiciones precisas bajo las cuales dos tridngulos son considerados iguales en forma y
tamafo. Para determinar esta igualdad geométrica, existen varios criterios que, a lo largo
de la historia, han sido descubiertos, demostrados y utilizados en una variedad de contextos

matematicos y aplicaciones précticas.

En esta investigacion, nos adentraremos en los criterios de congruencia de tridngulos, explo-
rando detalladamente los diferentes enfoques y métodos para determinar si dos tridngulos
son congruentes entre si. Este estudio es esencial para comprender cémo los matematicos
han desarrollado reglas y principios que simplifican la identificacion de la congruencia entre

tridngulos en diversas situaciones geométricas.

El andlisis de los criterios de congruencia de tridngulos se convierte en un punto clave

para resolver problemas geométricos y para fundamentar demostraciones matematicas en un
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amplio espectro de disciplinas. Estos criterios, que incluyen combinaciones de medidas de
lados y dngulos, asi como otras propiedades fundamentales, permiten establecer la igualdad

de tridngulos en diferentes contextos y con diferentes grados de informacion.

Durante siglos, matematicos de diferentes culturas y épocas han contribuido al desarrollo y
refinamiento de estos criterios, proponiendo teoremas, leyes y métodos que han enriquecido
nuestra comprension de la congruencia de tridngulos, los cuales permitird ir desarrollando

un pensamiento critico.

3.1.1. Criterios de congruencia de triangulos

Los criterios de congruencia de tridngulos desempefian un papel importante en el estudio de
la geometria, ya que son el medio mediante el cual se establecen condiciones necesarias para
demostrar si dos tridngulos son iguales. Ademds, estos postulados se basan en conceptos y
propiedades geométricas, lo cual ayuda al desarrollo abstracto de los estudiantes para resolver

problemas planteados.

Definicion 3.1.1: Triangulos congruentes

Dos tridngulos son congruentes si existe una correspondencia entre los vértices de uno
de los tridngulos y los del otro, de tal forma que los dngulos y lados correspondientes

son congruentes.

Nota 3.1.1

En este capitulo, las demostraciones se abordardn utilizando los cinco niveles de

aprendizaje del método Van Hiele.

Criterio 3.1.1: Lado, angulo, lado, denotado (L.-A-L)

Dos tridngulos son congruentes si dos lados y el dngulo comprendido entre ellos en
uno de los tridngulos, son respectivamente congruentes con dos lados y el dngulo

comprendido entre ellos en el otro tridngulo.

1.- Visualizacion:

La figura 3.1 muestra la representacion geométrica de dos tridngulos AACB y ANA'C'B, de

los cuales se desprenden ciertas propiedades como, dngulos congruentes y lados congruentes.
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Figura 3.1: Tridngulos

Br'

A!

Nivel 2.- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades de que se observo en la figura que

son:

» Los lados AB y A’B’ son congruentes, lo que significa que tiene la misma medida de

longitud.

» Los lados AC'y A’C" son congruentes, lo que significa que tiene la misma medida de

longitud..

» Los dngulos £A y LA’ son congruentes, lo que significa que pose la misma media

angular .
Nivel 3.- Abstraccion

Por los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par de tridngulos
con dos lados congruentes y el dngulo comprendido entre ellos también congruente. En
general, si dos tridngulos tiene dos lados congruentes y el dngulo comprendido entre ellos

también congruente , entonces los tridngulos con congruentes.
Nivel 4.- Deduccién formal:

Por los aportes que realiza los niveles 1, 2 y 3 contribuyen significativamente al abordaje de la
demostracion. Si consideramos que los lados AB = L1y AC = NT son congruentes, ademds
de los dngulos £y £, que también lo son, resulta crucial resaltar que el lado AC' = B'C".
Esto es fundamental para aplicar el criterio de congruencia de tridngulos Lado-Lado-Lado

(L-L-L) y asegurar la congruencia entre los tridngulos.
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Nivel 5.- Rigor:

Sean ACAB y AC'A’B’ dos tridngulos como se observa en la figura 3.1, tal que,

cumplen las siguientes condiciones:

AB > AR
BC = B'C'
LA LA

Ahora supongamos que BC' # B’C’, de tenemos los siguientes casos:

s Caso 1

Si BC > B'C’, entonces £ A # £ A’, es una contradiccién por hipétesis.
= Caso 2

Si BC < B'C', entonces £ A # £ A’, es una contradiccion por hipétesis.

Por tanto BC = B/C" , asf se tiene que ACAB = ANC'A'B’

Criterio 3.1.2: Angulo, lado, angulo, denotado (A-L-A)

Dos tridngulos son congruentes cuando uno de sus lados y sus dos dngulos adyacentes
a ese lado de uno de los tridngulos son respectivamente congruentes con el lado y sus

angulos adyacentes del otro tridngulo.

Nivel 1.- Visualizacion:

En la figura 3.2 se muestra la representacion geométrica de dos tridangulos L ABC'y L A’ B'C".
Estos tridngulos comparten la caracteristica de tener dos dngulos congruentes y un lado

congruente.
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Figura 3.2: Tridngulos congruentes con el criterio de (A-L-A)

B A’ c’

A C B’

Nivel 2.- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 3.2 por

ende las propiedades son:

» El segmento AC es congruente con el segmento A’C’, lo que significa que ambos

tienen la misma medida de longitud.

= Los dngulos LA = LA,y £C = £L(C, lo que significa que ambos tienen la misma

medida angular.
Nivel 3.- Abstraccion

Por los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patron observado a cualquier par de tridngulos
con dos dngulos congruentes y el lado comprendido entre ellos también congruente. En
general, si dos tridngulos tiene dos dngulos congruentes y el lado comprendido entre ellos

también congruente , entonces los tridngulos con congruentes.
Nivel 4.- Deduccion formal

Basandonos en los aportes realizados en los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostracion
de la siguiente manera: si los lados AC' y A’C" son congruentes, y los dngulos correspon-
dientes £ Ay £A’, asi como £C'y £C’, son congruentes, podemos hacer uso del criterio
congruencia de tridngulos Angulo, lado, dngulo (A-L-A), entonces asi garantizar que los dos

tridngulos son congruentes.

Nivel 5.- Rigor
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Sean ANABC' 'y AA'B'C’, dos tridngulos como se muestra en la figura 3.2, de donde

se tiene que:

AC =2 A'CY
LA LA
LC = LC.

Ahora supongamos que AB # A’B’y BC' # B/C’, por tanto se tiene los siguientes
casos:
= Caso 1
Si AB > A’B’, lo que implica que, £C # £C", y esto es una contradiccién por
hipétesis.
Si AB < A’B’, 1o que implica que, £C # £C", y esto es una contradiccién por
hipétesis.
= Caso 2
si BC > B'C’, lo que implica que, £A # £A’, y esto es una contradiccién por
hipotesis.
si BC' < B'C", lo que implica que, £ A # £ A’, y esto es una contradiccién por

hipétesis.

Por tanto se tiene que AB = A’B’y BC = B'(", asi se tiene que AACB = AA'C'B'
[

Criterio 3.1.3: Lado, lado, lado, denotado (L.-L-L)

Dos tridngulos son congruentes cuando tienen los tres lados iguales.
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Figura 3.3: Congruencia de tridngulos con el criterio (L-L-L)

A H ) p H D

Fuente: Elaboracion propia

Esta demostracion es trivial ya que visualizando la gréfica 3.3, se tiene que.

Sean AAC' By AABF dos tridangulos, de donde los lados

AB~X FF
BC~FD
AC ~ED

Por tanto, AABC = AEFD.

Teorema 3.1.1: De la paralela a un lado de un triangulo

Si por el punto medio del lado de un tridngulo se traza una recta paralela a otro lado,

entonces dicha recta corta en el punto medio al tercer lado.

Nivel 1.- Visualizacion:

En la figura 3.4 se muestra la representacion geométrica de un tridngulo AAC'B, donde L
es el punto medio del lado AC, por el cual trazamos una recta que atraviese el lado AB, asf

obtenemos el punto M.
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Figura 3.4: Teorema de la paralela a un lado de un tridngulo (1)

A

Nivel 2.- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 3.4 por

ende las propiedades son:

» AB || LM, son rectas paralelas, lo que significa que dos o mds rectas en un mismo
plano que nunca se intersecan, sin importar cudnto se extiendan. En otras palabras,

mantienen la misma distancia entre si en todos sus puntos..

= Punto medio de un segmento, es aquel que se encuentra exactamente a mitad de camino
entre sus dos extremos. En otras palabras, es el punto que divide el segmento en dos

partes de igual longitud.

= Concepto de tridngulo, un tridngulo es una figura geométrica plana formada por tres
lados y tres vértices. Los lados son los segmentos de recta que unen los vértices, y los

vértices son los puntos donde se juntan dos o mds lados.

= Suma interna de dngulos de un tridngulo, los que significa que la suma de cada de uno

de sus dngulos es 180°.
Nivel 3- Abstraccion:

Por los niveles 1, 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par de tridngulos
con un lado paralelo a otro. En general, si por el punto medio del lado de un tridngulo se traza

una recta paralela a otro lado, entonces dicha recta corta en el punto medio al tercer lado.

Nivel 4. Deduccion formal:
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Basdndonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracién
de la siguiente manera: dado que tengo dos rectas paralelas, AB || ?, las cuales cortan los
segmentos del tridngulo AC'y BC, pero debemos demostrar que M es el punto medio de
BC. Por tanto, haremos uso de la definicién de rectas paralelas y rectas perpendiculares
que atraviesan las rectas paralelas. De igual manera, utilizaremos la definiciéon de dngulos

alternos internos y externos para notar que los segmentos AL y LC son iguales.
Nivel 5- Rigor:

Figura 3.5: Teorema de la paralela a un lado de un tridngulo (2)

B

Sea AABC, un trigngulo y .J el puto medio del AB, como se puede visualizar en la

figura 3.5 por tanto tendremos que .JJL es la base media, entonces, como JL || BC'y

BC' = 2n, ademds como AB || LM tenemos que

£0 = 45,

de forma andloga tenemos que £¢¥ = <Aa, por criterio de (A-L-A) tenemos que

ANAJL = ALMC, por tanto

J=n=MC=n,

ademas, BC = CM + M B, asi tenemos BM = CM.
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Teorema 3.1.2: De la altura en un triangulo rectangulo

La longitud de la altura relativa a la hipotenusa es menor o igual que la mitad de la

longitud de dicha hipotenusa.

Nivel 1- Visualizacion:

En la figura 3.6 se muestra la representacion geométrica de diferentes tridngulos , en donde
se destaca el AABC, se puede observar que la altura relativa a la hipotenusa h, es menor o

igual a la mitad de la longitud de la hipotenusa a.

Figura 3.6: Altura en un tridngulo rectdngulo

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 3.6 por

ende las propiedades son:
= La altura relativa a la hipotenusa, /, es un segmento perpendicular a la hipotenusa, a.
= La altura relativa a la hipotenusa, h, divide a la hipotenusa, a, en dos segmentos, x y y.

= [asuma de las longitudes de los segmentos z y y es igual a la longitud de la hipotenusa,

Nivel 3- Abstraccion:

Por los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier tridngulo rectdngulo.
En general, la longitud de la altura relativa a la hipotenusa es menor o igual a la mitad de la

longitud de la hipotenusa.
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Nivel 4- Deduccion formal:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostracién
de la siguiente manera: podemos utilizar el teorema de la altura en un tridngulo rectdngulo.
El teorema establece que la longitud de la altura relativa a la hipotenusa es igual a la mitad

del producto de las longitudes de los catetos dividido por la longitud de la hipotenusa.

Por lo tanto, la longitud de la altura relativa a la hipotenusa, h, siempre es menor o igual a la

mitad de la longitud de la hipotenusa, a.
Nivel 5- Rigor:

Sea AABC un tridngulo rectangulo con la altura relativa a la hipotenusa, h.Por el

teorema de la altura en un tridngulo rectdngulo, tenemos que

donde = y y son las longitudes de los segmentos en los que la altura divide a la
hipotenusa. Como la suma de las longitudes de los segmentos = y y es igual a la

longitud de la hipotenusa, entonces tenemos que

T +y=a.
Por lo tanto,

h=2 <
a

N

donde la igualdad se produce cuando
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Teorema 3.1.3: De la mediatriz

Todo punto de la mediatriz de un segmento equidista de los extremos de dicho seg-

mento.

Nivel 1- Visualizacion:

En la figura 3.7 se tiene la representacion geométrica de una mediatriz B P que atraviesa el

tridngulo AAC'B, por lo tanto,AP = C'P, tal como se muestra a continuacion:

Figura 3.7: Mediatriz

Iy

K

A o

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 3.7 por

ende las propiedades son:

= Definicién de mediatriz: En geometria, la mediatriz de un segmento es la recta perpen-

dicular a dicho segmento que pasa por su punto medio.

= Definicién de segmento: Un segmento es una parte de una recta que se extiende entre

dos puntos, conocidos como extremos.

= Punto medio de un segmento: El punto medio de un segmento es el punto Ginico que

divide el segmento en dos partes iguales.
Nivel 3- Abstraccion:

Por los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par de segmentos

que sean divididos por una mediatriz. En general, todo punto de la mediatriz de un segmento
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equidista de los extremos de dicho segmento.
Nivel 4- Abstraccion:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracién
de la siguiente manera: Dado que P es el punto medio del segmento AC, entonces se tiene
lo siguiente: AP = PC. Ademds, si dividimos la figura 3.8 en dos tridngulos, obtenemos
AAPBy APCB. Deseamos demostrar que AB = BC'; entonces, nos damos cuenta de que
podemos utilizar el criterio (L-A-L) de congruencia de tridngulos. Asi obtendriamos lo que

requerimos.
Nivel 5- Rigor:

Figura 3.8: Mediatriz de un tridngulo

Sea el segmento AC, donde P es el punto medio de dicho segmento, AP = C'P,

ademas, los dngulos L APB = 90° y LC'PB = 90°, tal como se puede observar en la
figura 3.8.
Como podemos observar, tenemos dos tridngulos AAP By AC' P B, donde el segmento

BP es comun en ambos tridngulos. Utilizando el criterio de (L-A-L), tenemos que

NAPB = ANCPB, entonces, AB = CB.

Asi hemos demostrado que AB = CB.
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3.2. Semejanza de triangulos

La teoria de las semejanzas de tridngulos es fundamental en la geometria, ya que proporciona
un marco conceptual para comprender relaciones geométricas y resolver problemas diversos.
La nocién de semejanza entre tridngulos se basa en la idea de que dos tridngulos son

semejantes si tienen sus dngulos correspondientes iguales y sus lados proporcionales.

La introduccién a este tema es crucial para comprender como las semejanzas entre tridngulos
pueden aplicarse en diferentes contextos, desde la resolucion de problemas geométricos hasta

la determinacién de medidas desconocidas en figuras similares.

Al abordar el tema de las semejanzas de tridngulos, es esencial comenzar con la definicién
formal de semejanza y establecer los criterios que permiten identificar tridngulos semejantes.
Esto incluye el concepto de dngulos correspondientes iguales y la relacion entre los lados
correspondientes proporcionales, que constituyen las condiciones fundamentales para la

semejanza de tridngulos.

Ademds, explorar las propiedades y consecuencias de las semejanzas de tridngulos proporcio-
na herramientas poderosas para resolver problemas de geometria, como determinar longitudes
desconocidas, calcular dreas o incluso comprender relaciones en objetos tridimensionales.
Las semejanzas de tridngulos también puede abordar aplicaciones précticas en diversas dreas,
incluyendo la cartografia, la ingenieria, la fisica y otras disciplinas donde la geometria y las

proporciones son fundamentales.

Definicién 3.2.1: Semejanza de tridngulos

Dos tridngulos son semejantes si su tres dngulos internos son de igual medida respec-
tivamente a los lados opuestos a dichos dngulos (denominado lados homdlogos) son

respectivamente proporcionales.

En la figura 3.9 se tiene la representacion geométrica de dos tridngulos AABC'y ADFE,

tal que posee dngulos internos iguales, y los pares de lados ABy DF; CBy FEy AC con

D E son lados homo6logos como se muestra a continuacion:
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Figura 3.9: Definicién de semejanza

A c F

Fuente: Elaboracion propia

Su notacién es AABC ~ ADFE, se lee: el AAC B es semejante con el AAEF.

Se cumple:

AB BC AC
DF FE DE

de donde £ : es constante de semejanza (k > 0).

3.2.1. Criterios de semejanza de triangulos

Los criterios de semejanza de tridngulos son reglas esenciales en geometria para determinar la
similitud entre dos tridngulos. Estos criterios se fundamentan en la comparacién de dngulos
y lados, permitiendo establecer si los tridngulos son semejantes o no. Destacan por su
capacidad para identificar proporcionalidad entre dngulos y lados correspondientes, estando
estrechamente relacionados con la igualdad de dngulos y la proporcionalidad de lados en

tridngulos semejantes.

Los criterios principales, como el de dngulos semejantes (A-A-A), lados proporcionales
(L-L-L) y dngulo-lado-angulo (A-L-A), son fundamentales para confirmar la semejanza de
tridngulos. Estos conceptos son clave en la resolucion de problemas geométricos y tienen

aplicaciones précticas en diversas situaciones.
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Criterio 3.2.1: Angulo dngulo dngulo (A-A-A)

Dos tridngulos son semejantes si tienen tres de sus dngulos respectivamente congruen-

tes.

Nivel 1- Visualizacion:

Enla figura 3.10 se tiene la representacion geométrica de varios tridngulos los mas destacados
sonel ANACB y AEF D, de donde , se evidencia que los dngulos LA, LC, LB, {F,{D'y

£ F son congruentes, tal como se ilustra a continuacion:

Figura 3.10: Criterio dngulo dangulo dngulo (1)

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 3.10 por

ende las propiedades son:

= Se hard el uso del concepto de dngulos congruentes, lo que significa que tiene la misma

media angular.

= Definicién de suma de los dngulos internos de un triangulo, lo que significa que su

suma es 180°.

= Definicion de segmentos proporcionales: En geometria, los segmentos proporcionales
son dos 0 mds segmentos que tienen la misma razén entre sus longitudes correspon-

dientes.

= Teorema de Thales: Si dos rectas cualesquiera se cortan por varias rectas paralelas,
los segmentos que determina en una de las rectas son proporcionales a los segmentos

correspondientes en la otra.
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Nivel 3- Abstraccion:

Por los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par de tridngulos
con tres dngulos congruentes. En general, dos tridngulos son semejantes si tienen tres de sus

angulos respectivamente congruentes.

Nivel 4- Deduccion formal:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracion
de la siguiente manera: Dado que los dngulos LA = £ D, LC = LF'y £{H = £F, podemos
trazar rectas paralelas a cualquiera de los lados del tridngulo. Como nuestro objetivo es
demostrar que AABC' ~ AMLJ, al trazar una recta paralela podemos hacer uso de alguno
de los criterios ya demostrados en congruencia de tridngulos. De igual manera, podremos

hacer uso del teorema de Thales para alcanzar nuestro objetivo principal.

Nivel 5- Rigor:

Figura 3.11: Criterio dngulo dngulo dngulo (2)

]
1.
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Sean los puntos NN en el segmento AC'y R en el segmento C' B con la traza del segmento
NR, como se muestra en la figura 3.11.
Se establece que:
NC=2LJyCR=JM (1),

al utilizar el criterio de congruencia de tridngulos (L-A-L) se concluye que
ANRC = ALMJ,lo que implica:

LCNR = LLJM

£LCRN = LJML,
por hipétesis se tiene que los dngulos LACB = KLJM, se deduce que,
LCAB = LCNR. Ademas, al tratarse de dngulos correspondientes entre dos rec-

tas, se define que NR || AB. Al utilizar el teorema de proporciones se obtiene:

AC _ BC
NO = RC ),

remplazando 1 en 2 se tiene:

AC _ BC
L] — JM’
Consideremos ahora el triangulo AAC B, se considera los puntos R en el segmento

CB,y N enel segmento AB, de la siguiente manera:

Figura 3.12: Criterio dngulo dngulo dngulo (3)

D

se verifica que:
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Se traza el segmento N R, usando el criterio de (L-A-L) se obtiene:

ABRN = LM JL

ABNR= LMLJ,
dada la hipétesis L ACB = LLJM, se concluye { BAC' = £ML.J, ademas, al ser
dngulos correspondientes entre dos rectas,se deduce AC || NR, por el teorema de

proporciones, se establece:

BC _ BA
RE = NB ),
sustituyendo (4) en (3) se obtiene:

BC __ BA
JM — LM~

De esta manera, se concluye que :

AC BC BA
LI  JM LM

Corolario 3.2.1

Toda recta que intersecta a dos lados de un tridngulo y es paralela al tercero, determina

un tridngulo semejante al primero.

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer el patrén en la figura 3.13 se puede visualizar que la recta 7 es
paralela al lado AC' del tridgngulo A ABC'. También vemos que la recta 77 divide a los lados

AB'y BC en segmentos proporcionales.
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Figura 3.13: Interseccién de recta paralela a lados de un tridngulo

Tr

C

B

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 3.13 por

ende las propiedades son:

= La recta 77 es paralela al lado AC, lo que significa que dos rectas paralelas o mas

rectas en un mismo plano que nunca se intersecan, sin importar cudnto se extiendan.

= Los segmentos AD y C'D son proporcionales a los segmentos AB y BC/, respectiva-
mente lo que significa que, dos segmentos son proporcionales si la razén entre ellos es

igual a la razén entre otros dos segmentos correspondientes.
Nivel 3- Abstraccion:

Por los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patron observado a cualquier par de rectas que
intersecten a dos lados de un tridngulo y sean paralelas al tercero. En general, toda recta
que intersecta a dos lados de un tridngulo y es paralela al tercero, determina un tridngulo

semejante al primero.
Nivel 4- Deduccion formal:

Basédndonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostracion
de la siguiente manera: dado que el podemos utilizar el teorema de Thales, donde, nos
garantiza que si dos rectas cualesquiera son cortadas por rectas paralelas, los segmentos que
determina en una de las rectas son proporcionales a los segmentos correspondientes de la

otra.

En figura 3.13 tenemos la representacion geométrica de los segmentos AB 'y BC' son cortadas
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por la recta paralela $77. Por lo tanto, el teorema de Thales nos dice que los segmentos M B

y LB son proporcionales a los segmentos AB y C'B, respectivamente.
Nivel 5- Rigor:

Sea ANABC' un tridngulo cualquiera y 77 una recta paralela al lado AC'. Tal que la
interseccion de la recta genera los puntos L y M, como se puede visualizar en la figura
3.13.

Por el teorema de Thales, tenemos que j—]\g — g—é.

Esto significa que los segmentos AM y C'L son proporcionales a los segmentos AB y

C' B, respectivamente.

Por lo tanto, toda recta que intersecta a dos lados de un tridngulo y es paralela al tercero,

determina un tridngulo semejante al primero.

Corolario 3.2.2

Si dos tridngulos rectdngulos tienen un dngulo agudo respectivamente congruente, son

semejantes.

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer el patrén en la figura 3.14 en donde se puede visualizar que los
tridngulos AABC'y ALIN tienen dos dngulos agudos y congruentes, £« y £ca;. También

vemos que los lados correspondientes de los dos tridngulos son proporcionales.
Figura 3.14: Tridngulos rectdngulos con dngulo agudo

N
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Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 3.14 por

ende las propiedades son:

» El dngulo £« es congruente en ambos tridngulos, lo que significa que tienen la misma

medida angular.

» Loslados ABy LI, BC'yIN,y AC y LN son proporcionales: En este contexto, dos
segmentos son proporcionales si la razon entre ellos es igual a la razén entre otros dos

segmentos correspondientes..
Nivel 3- Abstraccion:

Por los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patron observado a cualquier par de tridngulos
rectangulos con un dngulo agudo respectivamente congruente. En general, si dos tridngulos

rectdngulos tienen un dngulo agudo respectivamente congruente, son semejantes.
Nivel 4- Deduccion formal:

Basédndonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostracion
de la siguiente manera: podemos utilizar el criterio de semejanza de tridngulos (L-A-L). El
criterio establece que dos tridngulos son semejantes si tienen dos lados proporcionales y el

angulo comprendido entre ellos es congruente.

En el caso de la figura 3.14 los tridngulos AABC'y ALIN tienen dos lados proporcionales,
AB 'y LI. También tienen los dngulos £« y £ov; congruentes. Por lo tanto, el criterio (L-A-L)

nos dice que los tridngulos AABC'y ALIN son semejantes.
Nivel 5- Rigor:

Sean AABC'y ALIN dos tridngulos rectangulos con un angulo agudo congruente,
La.

Por el teorema de Pitdgoras, tenemos que:

AB? = AC? + BC?

LI? = LN? + NI?
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A partir de la congruencia del dngulo £ «, tenemos que

CB=NI
Por lo tanto, podemos escribir las dos ecuaciones anteriores como
AB? = AC? + BC?
LI* = LN?+4+ NI?

Dividiendo ambas ecuaciones, obtenemos

AB*  AC? N C B2
LI2  JL?2 LN?2

Por el teorema de Pitdgoras, tenemos que

AB_AC+OB
LI IL LN

Esto significa que los cocientes de los lados correspondientes de los dos tridngulos son

iguales. Por lo tanto, los dos tridngulos son semejantes.

Corolario 3.2.3

Todos los tridngulos equildteros son semejantes.

Nivel 1- Visualizacion:

En la figura 3.15 tenemos la representacion geométrica de tres tridngulos. También se puede

visualizar que tiene los dngulos son congruentes.
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Figura 3.15: Tres tridngulos rectangulos

Nivel 2- Analisis:

A partir de este reconocimiento, podemos clasificar las propiedades que se observan en la

figura. Las propiedades que se repiten son:
= Todos los dngulos son congruentes, lo que significa que tiene la misma media angular.

= Todos los lados son proporcionales: En este contexto, dos segmentos son proporcionales

si la raz6n entre ellos es igual a la razén entre otros dos segmentos correspondientes..
Nivel 3- Abstraccion:

Por los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier tridngulo equilétero.
En general, todos los tridngulos equildteros tienen tres dngulos congruentes y tres lados

congruentes.
Nivel 4- Deduccion formal:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracion
de la siguiente manera: podemos utilizar el hecho de que todos los tridngulos equiléteros tienen
todos los dngulos congruentes y todos los lados congruentes. En el caso de la figura 3.15
todos los dngulos son congruentes, con un dngulo de 60° grados cada uno. También todos

los lados son congruentes, con una longitud de raiz de tres.

Nivel 5- Rigor:

Sean AABC, ALNI y AEFG tres tridngulos equilétero.
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Por la definicion de tridngulo equildtero, tenemos que:

LA = 4B = £C =60°
AL = AN = LI = 60°
AE = AF = £G = 60°

También por la definicion de tridngulo equilatero, tenemos que

AB=BC =AC =3
IN=NI=TL=+3

EF =FG=GE =3

Por lo tanto, todos los dngulos de los AABC, ALNIy AFEFG son congruentes y sus

lados también proporcionales.

Criterio 3.2.2: Lado angulo Lado (L-A-L)

Si dos tridngulos tiene un par de lados respectivamente proporcionales y el dngulo

comprendido de igual medida, entonces dicho triangulo son semejante.

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer el patrén en la figura 3.16. donde visualiza que los tridngulos
ANABC 'y AMIJ tienen un par de lados proporcionales, % y % También vemos que el

angulo comprendido, £ y £« son congruentes, como se ve a continuacion.
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Figura 3.16: Criterio lado dngulo lado (1)

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 3.16 las

propiedades que se repiten son:

AC |, CB

= Los lados = y =

son proporcionales: En este contexto, dos segmentos son propor-
cionales si la razén entre ellos es igual a la razén entre otros dos segmentos correspon-

dientes.

= El dngulo internos £ 3 y £« son congruentes en los dos tridngulos, lo que significa que

tiene la misma medida angular.
Nivel 3- Abstraccion:

Por los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par de tridngulos
con un par de lados proporcionales y el dngulo comprendido congruente. En general, si
dos tridngulos tienen un par de lados proporcionales y el dngulo comprendido congruente,

entonces los lados homoélogos de los tridngulos son proporcionales.
Nivel 4- Deduccién formal:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracion
de la siguiente manera: podemos utilizar el criterio de semejanza de tridngulos (L-A-L). El
criterio establece que dos tridngulos son semejantes si tienen dos lados proporcionales y el

angulo comprendido entre ellos es congruente.

En el caso de la figura 3.16, los tridngulos AABC'y AM1J tienen lados proporcionales,
% y i’i. También tienen los dngulos £« y £ 5 congruentes. Por lo tanto, el criterio (L-A-L)

nos dice que los tridngulosAABC'y AM1J son semejantes.
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Nivel 5- Rigor:

del segmento PH , tal como se ilustra en la figura 3.17:

Figura 3.17: Criterio lado dngulo lado (2)

c

/N

A B

que PH = LM, lo que implica que
AC _ CB
CP  CH’
Al utilizar el teorema de la proporcion, se obtiene:
PH | 4B,

dientes, se obtiene:

LCAB = LJLM
LCBA= ALJML.

AL hacer uso del criterio de semejanza de tridngulos (A-A-A) se concluye que:

ANACB ~ ALJM.

Se considera los puntos P en el segmento AC, y H en el segmento C'B, con la traza

Se establece que CP = JLy C'H = JM. al utilizar el criterio de (L-A-L), se concluye

como son paralelas en el triangulo AABC', ademds, al tratarse de dngulos correspon-
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Criterio 3.2.3: Lado lado lado (L-L-L)

Si dos tridngulos tienen sus tres lados respectivamente proporcionales, entonces los

tridngulos son semejantes.

Nivel 1- Visualizacion:

En la figura 3.18 tenemos la representacion geométrica de tres tridngulos. Comenzamos por
reconocer el patrén que se repite en la figura 3.18 se puede visualizar que los tridngulos

AABC'y AMIJ tienen sus tres lados respectivamente proporcionales.

Figura 3.18: Criterio lado dngulo lado

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 3.18 las

propiedades que se repiten son:

» Loslados ABy ML, BC'y JM y AC'y JL son proporcionales: En este contexto, dos
segmentos son proporcionales si la razon entre ellos es igual a la razén entre otros dos

segmentos correspondientes.

= Tridngulo equildtero: Un tridngulo equildtero es un poligono regular de tres lados y tres
angulos iguales. En otras palabras, cada lado del tridngulo tiene la misma longitud, y

cada dngulo interno mide 60° grados.
Nivel 3- Abstraccion:

Por los niveles 1, 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par de tridngulos
con sus tres lados respectivamente proporcionales. En general, si dos tridngulos tienen sus
tres lados respectivamente proporcionales, entonces los lados homdélogos de los tridngulos

son proporcionales.
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Nivel 4- Deduccion formal:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracion
de la siguiente manera: podemos utilizar el criterio de semejanza de tridngulos (L-L-L). El
criterio establece que dos tridngulos son semejantes si tienen sus tres lados respectivamente

proporcionales.

En el caso de la figura 3.18 los tridngulos AABC'y AM 1 J tienen sus tres lados respectiva-
mente proporcionales. Por lo tanto, el criterio (L-L-L) nos dice que los tridngulos AABC'y

AM1IJ son semejantes.
Nivel 5- Rigor:

Se considera los puntos D en el segmento AC' y Y en el segmento C'B, con la traza

del segmento DY, tal como se ilustra en la figura 3.18 de donde se estable que:

CD=LJ
CY=JM (1),

de donde se obtiene que L AC'B = £ LJM, asi se obtiene:

AC CB

7o @

sustituyendo (1) en (2) se tiene que:

Haciendo uso del criterio de congruencia de tridngulos (L-A-L) se tiene:

ANABC ~ ANACB.
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Por tanto tenemos que:

AC AB
02 27 3
DC DY ),
sustituyendo(1) en (3) se tiene:
AC AB
L] DY’
Como por hipétesis tenemos que % = % = ‘L4=E, por tanto tenemos que:
AB 4B
LM DY’

Por teorema de las proporciones se obtiene LM = DY, asi se tiene que :

ADCY = ALJM,

por tanto se tiene que :

£JLM = LCAB
£IML = LCBA
LLIM = LACB.

Asi se concluye que:

ANABC ~ ALMJ

Teorema 3.2.1

Dos tridngulos que tienen sus lados respectivamente paralelos o perpendiculares son

semejantes.

Nivel 1- Visualizacion:
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En la figura 3.19 se puede observar que los tridngulos A ABC' tienen sus lados respectiva-

mente paralelos y un segmento perpendicular.

Figura 3.19: Teorema rectas paralelas a un tridngulo

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 3.19 las

propiedades que se repiten son:

» Loslados AB 'y LI son paralelos: En geometria, rectas paralelas son dos o m4s rectas

en un mismo plano que nunca se intersecan, sin importar cudnto se extiendan.

= Loslados AC'y L Nson perpendiculares: En geometria, dos lados perpendiculares son

dos segmentos de recta que se intersectan en un punto formando un dngulo recto.

» Los lados C'B 'y I Nson perpendiculares: En geometria, dos lados perpendiculares son

dos segmentos de recta que se intersectan en un punto formando un dngulo recto.
Nivel 3- Abstraccion:

Porlos niveles 1y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par de tridngulos con
sus lados respectivamente paralelos o perpendiculares. En general, si dos tridngulos tienen
sus lados respectivamente paralelos o perpendiculares, entonces los dngulos correspondientes

de los tridngulos son iguales.
Nivel 4- Deduccion forma:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostracién

de la siguiente manera: podemos utilizar los criterios de semejanza de tridngulos (A-A-A)) y
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(L-A-L).

Caso 1: Los lados correspondientes son paralelos.

Si los lados correspondientes de dos tridngulos son paralelos, entonces los dngulos corres-
pondientes también son paralelos. Por lo tanto, los tridngulos son semejantes por el criterio

de semejanza de tridngulos (A-A-A).

Caso 2: Los lados correspondientes son perpendiculares.

Si los lados correspondientes de dos tridngulos son perpendiculares, entonces los dngulos
correspondientes también son perpendiculares. Por lo tanto, los tridngulos son semejantes

por el criterio de semejanza de tridngulos (L-A-L).

Nivel 5- Rigor:

Sea AABC yALIN dos tridngulos con sus lados respectivamente paralelos o perpen-
diculares.

Caso 1: Los lados correspondientes son paralelos

Si los lados correspondientes de dos tridngulos son paralelos, entonces los dngulos

correspondientes también son paralelos.

LA=ZLL
AB= L1
LC = AN

Por lo tanto, los tridngulos AABC' y/A LI N son semejantes por el criterio de semejanza

de tridngulos (A-A-A).




Demostracion de criterios de congruencia y semejanza de tridngulos mediante la aplicacion del
método de Van Hiele 92

Caso 2: Los lados correspondientes son perpendiculares.
Si los lados correspondientes de dos tridngulos son perpendiculares, entonces los

dngulos correspondientes también son perpendiculares.

LA | £L
LB || £I
£C || LN

Por lo tanto, los tridngulos AABC' yA LI N son semejantes por el criterio de semejanza

de tridngulos (L-A-L).




Capitulo 4

Problemas de geometria plana con la

aplicacion del método de Van Hiele

Vila, Callejo (2004) manifiesta que aprender a pensar ha sido uno de los argumentos més
repetidos a lo largo de la historia para justificar la necesidad de aprender matematicas, aunque
no el inico. Porque pensar es una de las actividades centrales del ser humano, aunque ademds
de pensar, el ser humano también es capaz de sentir, creer, amar, jugar, pensar y actuar. Y
aunque el pensamiento no es patrimonio exclusivo de una ciencia, las matemadticas son una

materia ideal para practicar y mejorar el arte de pensar.

4.1. Problemas de congruencia de triangulos

Problema 4.1.1

Sean los lados AD = BC'y DC' = AB, demostrar que Lo = f3.

93



Resolucion de problemas 94

Nivel 1- Visualizacion:

En la figura 4.1 se puede visualizar tridngulos de donde los lados AD y BC son congruentes,

y los lados DC'y AB también son congruentes.

Figura 4.1: Problema 1

A c

Fuente: Elaboracion propia

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.1 las

propiedades que se repiten son:
= Concepto de lados congruentes, lo que significa que tiene la misma media de longitud.
= Concepto de dngulos congruentes, lo que significa que tiene la misma media angular .
Nivel 3- Abstraccion:

Por los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier tridngulo. En
general, si dos lados de un tridngulo son congruentes, entonces el dngulo opuesto a esos lados

también es congruente.
= Dado que los lados DA = B(C, entonces deben tener la misma longitud.

Nivel 4- Deduccion formal:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracion
de la siguiente manera: Como se sabe que si dos longitudes son congruentes, entonces son
iguales. Por tanto, como los dngulos £« y £ 3 estan comprendidos entre estas dos longitudes,

son congruentes podemos utilizar el criterio de congruencia de tridngulos.
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Nivel 5- Rigor:

Estructurando las ideas conjuntamente con los conceptos, se tiene que L« = £f3. Por

la informacion proporcionada, sabemos que los segmentos AD = BC'y DC = AB
son congruentes.

Como se observa en el nivel 1, los angulos £« y £ se encuentran entre lados
congruentes.

Sea £« el dngulo formado entre los segmentos AD y DC, y sea £ 3 el dngulo formado

entre los segmentos CB y AB.

Dado que los segmentos AD = C'B'y DC = AB, por definicién de congruencia,
los dngulos correspondientes a estos segmentos también son congruentes. Es decir,
Lo = Af.

Por lo tanto, hemos demostrado que los dngulos £« y £ son congruentes, ya que
Ao estd entre los segmentos congruentes AD y DC, y £[3 esté entre los segmentos

congruentes C'B y AB, concluyendo que Lo = £J3.

Problema 4.1.2
Sida= By Lp =)

47

a\ H
>

Vv

F «

Demostrar que AABC = AABD.

Nivel 1- Visualizacion:
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En la figura 4.2 se puede visualizar tridngulos en donde los dngulos Lo = Ly £¢ = L)

son congruentes.

Figura 4.2: Problema 2

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.2 las

propiedades son:

= Los angulos £« y £ son congruentes, lo que significa que tienen la misma media

angular.

= Los dngulos £¢ y £1) son congruentes, lo que significa que tienen la misma media

angular.
Nivel 3- Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par
de tridngulos con dos pares de dngulos congruentes. En general, si dos tridngulos tienen dos

pares de dngulos congruentes, entonces los dos tridngulos son congruentes.
Nivel 4- Deduccién formal:

Basédndonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracion
de la siguiente manera: podemos utilizar el criterio de congruencia de tridngulos por dngulos.
El criterio establece que dos tridngulos son congruentes si tienen dos dngulos congruentes y

el lado correspondiente a uno de esos dngulos también es congruente.



97 A. LOPEZ

En el caso de la figura 4.2 los dngulos £« y £/ son congruentes. Por lo tanto, los lados

correspondientes AC'y AD son congruentes.

Los dngulos £¢ y £ son congruentes. Por lo tanto, los lados correspondientes a esos
dngulos, BC'y BD, también son congruentes. ComoAB y BC son congruentes, y AC'y BD
son congruentes, entonces los tridngulos L ABC'y £ ABD son congruentes por el criterio

de congruencia de tridngulos por lados.
Nivel S - Rigor

Consideremos dos triangulos, AABC'y AABD, conlos angulos £y £3 congruentes
entre si, y los dngulos £ ¢ y 1) también congruentes entre si. Dado que el lado AB es
comun a ambos tridngulos, podemos utilizar el criterio de congruencia de tridngulos

conocido como el criterio Angulo-Lado-Angulo (ALA). Por lo tanto, concluimos que

ANABC = AABD.

Problema 4.1.3

Sea AABC un trigngulo, donde AB = BC, AI = TC, en cuyo interior del tridngulo
contienen dos trigngulos AALI y ACLT, donde L es el punto medio de AC, y los
angulos Lo = £0.

Demostrar que AALI = ALTC.

Nivel 1- Visualizacion:

Al analizar detenidamente la figura 4.3, se observa una representacion geométrica que muestra
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varios tridngulos con diferentes medidas, en los cuales se intersectan segmentos perpendi-
culares que cortan los lados de los tridngulos, asi como un punto donde estas dos rectas

perpendiculares se cruzan.

Figura 4.3: Problema 3

Nivel 2- Analisis:

Por la informacién del nivel 1, hemos identificado la utilizacién de los siguientes conceptos

utiles para la demostracion:

= Lados congruentes: Se refiere a los lados de dos o mds figuras geométricas que com-

parten la misma longitud o medida.

= Punto medio de un segmento: Es el punto que se ubica exactamente en el centro de un

segmento dado.

= Congruencia de tridngulos: Es la relacion entre dos tridngulos en la que todos sus lados
correspondientes tienen igual longitud y todos sus dngulos correspondientes tienen

igual medida.

= Angulos entre segmentos: Son los dngulos que se forman cuando dos segmentos se

intersectan en un punto comun.
» Angulos congruentes: Son angulos que tienen la misma medida angular.
Nivel 3 - Abstraccion

Con lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén encontrado a cualquier par
de tridngulos que tengan dos pares de lados congruentes y el dngulo entre ellos congruente.

En términos generales, si dos tridngulos poseen dos pares de lados congruentes y un dngulo
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comprendido entre ellos congruente, entonces ambos tridngulos son congruentes.

Nivel 4- Deduccion formal:

Con lo expuesto en los niveles 1, 2 y 3, tenemos que AB = CB y AI = CT, ademds
La = £§5. Como L es el punto medio del segmento AC, los segmentos AL y C'L son
congruentes. Aplicando el criterio d congruencia de tridngulos Lado - Angulo - Lado (L-A-

L), podemos hacer notar que los tridngulos AALI y ALT'C son congruentes.

Nivel 5 - Rigor:

Dado el trigngulo AABC con AB = BC'y AI = TC, ademds, se establece que L es
el punto medio de AB.

Por definicién de punto medio del segmento, ALyLC tienen la misma medida, por
ende son congruentes.

Se establece que los angulos Loy £ son congruentes, segun la informacién propor-
cionada en el problema.

Dadas las condiciones anteriores, es conveniente aplicar el criterio de congruencia
Lado-Angulo-Lado (L-A-L) para demostrar la congruencia de los tridngulos AALI y
ALTC.

Por lo tanto, en virtud del criterio L-A-L, se concluye que los tridngulos AALI y
ALTC son congruentes.

Por tanto, hemos demostrado que AALI = ALTC.
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Problema 4.1.4

Sean LI y JA dos segmentos que se intersecan en P. Se tiene que L LNA = £ JMI

y PN = PM.

I

Demostrar que PL = PJ.

Nivel 1 - Visualizacion:

En la figura 4.4 se tiene la representacion geométrica de dos tridngulos donde se logra
visualizar que los segmentos LI y JA se intersectan en P, y los dngulos K LNAy £JMI

son congruentes.

Figura 4.4: Problema 4

Nivel 2 - Analisis:

A partir del nivel 1 podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.4 por

tanto las propiedades que se repiten son:

= Las semirrectas 1'7 y J A se intersectan en el punto P, lo que significa que P es donde

cortan las semirrectas.
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= Los angulos £ LNA 'y £JM]I son congruentes, lo que significa que pose la misma

media angular.

Nivel 3 - Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1,2 podemos utilizar el criterio de congruencia de tridngulos
por angulos. El criterio establece que dos tridngulos son congruentes si tienen dos dngulos

congruentes y el lado correspondiente a uno de esos dngulos también es congruente.

En el caso de la figura 4.4 los angulos K LN Ay £JM1I son congruentes. Por lo tanto, los

lados opuestos a esos dngulos, PL y P.J, también son congruentes.

Nivel 4 - Deduccion formal:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostracién
de la siguiente manera: Dado que L{LNA = AJM]I, los tridngulos LNP y JMP son
congruentes por €l criterio ALA, compartiendo el dngulo /N PM y los lados PN = PM.
Por ende, NL = MJ, NA = MIy LP = JP. Con tres pares de lados correspondientes

congruentes, los tridngulos LN Ay JM I son congruentes podemos hacer uso de el criterio

congruencia de tridngulos (L-L-L), para poder demostrar que los tridngulos son congruentes.

Nivel 5 - Rigor:

Dado que A{LNA = LJMIy PN = PM, se puede decir que {LNP = £JMP.
Esto se debe a que, por definiciéon de dngulos adyacentes y la congruencia de los
dngulos A LNA = £JMI,y como PM = PM, se tiene L NPL = £MPJ. Esto es
por definicion de dngulos opuestos por el vértice. Por ende, tomando la definicién del
criterio (A-L-A), se tiene que ALNP = AJM P, entonces PL = P.J.

Por tanto, hemos demostrado que PL = PJ.
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Problema 4.1.5

Sea AABC un tridngulo isésceles con AB = BC'y D, F puntos medios de AB y

BC.

Demostrar que:
a) AF~CD
b) LAFC = LADC

Nivel 1 - Visualizacion:

Al observar la figura 4.5 se pueden notar ciertas caracteristicas: Dos lados son iguales, los
angulos opuestos a los lados iguales son congruentes, la base del tridngulo es el lado mas

largo.

Figura 4.5: Problema 5

Nivel 2 - Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.5 las

propiedades son:

» El tridngulo AABC es is6sceles ya que los lados AB = BC'y £ A = £C,
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= Los puntos D y F son puntos medios de los lados AB y BC, respectivamente, lo que

significa que los puntos D y F' dividen al segmentos en longitudes iguales.
Nivel 3 - Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1y 2, el problema trata sobre la congruencia de lados, por lo

que se consideran los siguientes aspectos:

» Laigualdad de las longitudes: AB = BC.

» Los puntos D y F son puntos medios de los lados AB'y BC.
= Es conveniente utilizar la proposicién (L-A-L).
Nivel 4 - Deduccion formal:

Para abordar este problema, podemos emplear el marco tedrico de los tridngulos isdsceles.
Ademas, contamos con los puntos medios de los lados AB y BC. Es importante destacar

que AF = CD 'y que los dngulos £ AFC'y £ ADC son congruentes.
Nivel 5 - Rigor:

Demostracion de a)

Se demostrard que AADC = AAFC. Al observar en el Nivel 1, el lado AC es el lado
en comun entre los tridngulos formados, AADC' y AAFC'. Los angulos opuestos a
los lados congruentes son £ BAC' = £ BCA. Como D es punto medio del lado AB
y F es punto medio de BC, resulta que AD = CF. Por la proposicién de (L-A-L),
AADC = ANCAF, por lo tanto, AF = CD.

Demostracion de b)

Se debe demostrar que LACD = LACF. Como se demostré anteriormente que

NADC =2 ANCAF, entonces LACD = LACF.
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Problema 4.1.6

Si el lado N M es perpendicular al lado M1, el lado LI es perpendicular al lado M1
y ALI =2 NM.

Demostrar que ALIM = ANMI.

Nivel 1- Visualizacion:

En la figura 4.6 se pueden apreciar segmentos perpendiculares, asi como segmentos con-

gruentes y dngulos rectos claramente definidos.

Figura 4.6: Problema 6

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.6 las

propiedades que se repiten son:

= Los lados M N e LI son perpendiculares a M1, lo que significa que los segmentos
perpendiculares son dos segmentos de linea que se intersectan en un dngulo de 90

grados, formando asi una interseccion en dngulo recto.
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= Los segmentos M N y LI son congruentes.
Nivel 3- Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1, 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par
de lineas perpendiculares a una tercera. En general, si dos lineas son perpendiculares a una
tercera, y los segmentos que las unen a esa linea son congruentes, entonces los dos tridngulos

formados por las tres lineas son congruentes.
Nivel 4- Deduccion formal:

Basédndonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracién
de la siguiente manera: podemos utilizar el hecho de que dos lineas perpendiculares a una

tercera forman dngulos rectos con esa tercera linea.

En el caso de la figura 4.6 los segmentos M N e LI son perpendiculares a M 1. Por lo tanto,
los tridngulos ALIM y AN M tienen dngulos rectos en £ M, ademds, podemos aplicar el

criterio de congruencia de tridngulos (L-A-L) y asi demostrar que son congruentes.
Nivel 5 - Rigor:

Sea M Ny LI dos segmentos perpendiculares a M, ademds, sean L, I, y M son los
puntos de interseccion de los segmentos.
Por el hecho de que dos segmentos perpendiculares a una tercera forman dngulos rectos

al tercer segmento, tenemos que:
LLIM = ANMI = 90°
Por el hecho de que los segmentos LI y M N son congruentes, tenemos que LI = MN

Por el criterio de congruencia de tridangulos (L-A-L), tenemos que

ALIM =2 ANMI




Resolucion de problemas 106

Problema 4.1.7

Si N es el punto medio de los segmentos LAy M1.

Demostrar que ALMN = ANTAN.

Nivel 1 - Visualizacion:

Comencemos observando la Figura 4.7, donde podemos apreciar una interseccién entre
segmentos, la formacion de tridngulos debido a esta interseccion, y la presencia de dngulos

congruentes.

Figura 4.7: Problema 7

B
c
T
A,
& .
r A

Nivel 2- Analisis:
Por el nivel 1 se logra identificar el usos de los siguientes conceptos:

= El punto N es el punto medio de los segmentos LA y M1, lo que significa que divide

al segmentos en longitudes iguales.

» Los segmentos IN = NM y LN = N A, lo que significa que tienen la misma media

de longitud.
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Nivel 3- Abstraccion:

Por los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par de segmentos
con un punto medio comun. En general, si un punto es el punto medio de otros dos segmentos,

entonces los segmentos son congruentes.

Nivel 4- Deduccion formal:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostracién
de la siguiente manera: podemos utilizar el hecho de que un punto medio divide un segmento
en dos segmentos congruentes. En el caso de la figura 4.7, el punto N es el punto medio de
los segmentos LA y M. Por lo tanto, los segmentosLA y M1 son congruentes, y asi poder

demostrar que los tridngulos son congruentes.

Nivel 5- Rigor:

Sea N el punto medio de los segmentos LA y MI. Por el hecho de que un punto
medio divide un segmento en dos segmentos congruentes, tenemos que LA = M]I.
Por otra parte, el angulo interior £ N en ambos tridngulos es el mismo por ser opuestos
por el vértice comin, denotado por la misma letra. Asi, se cumplen las condiciones
del criterio de congruencia (L-A-L), ambos tridngulos tienen dos lados y el dngulo

comprendido entre ellos iguales, por tanto.

LLNM = LINA
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Problema 4.1.8

Si el lado M A es perpendicular al lado 1A, el lado LI es perpendicular al lado AI y
AP = La.

Demostrar que AMITA = ALIA.

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer las distintas propiedades que posee la figura 4.8 podemos visua-

lizar que se tiene lados perpendiculares y dngulos congruentes.

Figura 4.8: Problema 8

Nivel 2- Analisis:
Por el nivel 1 se logra identificar lo siguientes conceptos:

= Los lados MA e LI son perpendiculares a los lados AI, lo que significa que la

interseccion de estos segmentos generan un angulo de 90°.

= Los dngulos £ e £« son congruentes, lo que significa que tienen la misma media

angular .
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Nivel 3- Abstraccion:

Por lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier
par de tridngulos con dngulos y lados perpendiculares correspondientes. En general, si dos
tridngulos tienen dngulos y lados perpendiculares correspondientes, entonces los tridngulos

son congruentes.

Nivel 4- Deduccion formal:

Basédndonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostra-
cién: con la utilizacion del hecho de que dos dngulos congruentes forman un dngulo recto.
En el caso de la figura 4.8 los lados M A e LI son perpendiculares a los lados Al e A,
respectivamente. Ademds, los dngulos £ 3 e £« son congruentes. Por lo tanto, los tridngulos

AMIAy ALIA tienen angulos rectos en los vértices A e I, respectivamente.

Nivel 5- Rigor:

Por las relaciones de perpendicularidad se tiene que MA | AT y LI 1 IA se sigue
que los tridngulos AM Al y ALI A son tridngulos rectdngulos que comparten el lado
TA como cateto comtn. Como, por hipétesis, los dngulos adyacentes al cateto Al
son iguales, es decir, £3 = A« se cumplen las condiciones correspondientes para

tridngulos rectdngulos por cuanto teneos que.

AMIA= ALIA.
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Problema 4.1.9

Si el lado L1 es perpendicular al segmento M N y LM = LN.

Demostrar que M1 = IN.

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer las distintas propiedades que posee la Figura 4.9. Se puede ob-
servar claramente la presencia de segmentos perpendiculares, lados congruentes y tridngulos

con angulos rectos.

Figura 4.9: Problema 9

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.9 las

propiedades que se repiten son:

» El lado LI es perpendicular al segmento M N, lo que significa que la interseccién de

estos segmentos generan dngulos de 90°.

» Lossegmentos LM y LN son congruentes, lo que significa que tienen la misma medida

de longitud.
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Nivel 3- Abstraccion:

Por lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier
par de segmentos perpendiculares con lados congruentes. En general, si dos segmentos son
perpendiculares y tienen lados congruentes correspondientes, entonces los segmentos son

congruentes.

Nivel 4- Deduccion formal:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracion
de la siguiente manera: tomando el hecho de que los lados perpendiculares a un mismo
segmento son congruentes.En el caso de la figura 4.9 el lado LI es perpendicular al segmento
MN, y los segmentos LM y LNson congruentes. Por lo tanto, los segmentos MIeIN son

congruentes.

Nivel 5- Rigor:

Por hipétesis, siendo LI perpendicular al segmento M N entonces LI es perpendicular
a los lados M1 y IN pues son segmentos colineales. De este modo, los tridangulos
AMILy ANIL son tridngulos rectangulos, donde,comparten el cateto LI.

Ademds, las hipotenusas respectivas se suponen también iguales, es decir, LM = LN.
De este modo, se cumplen las condiciones de un tridngulos rectdngulos, de donde
AMIL = ANIL.

Ya que estos tridngulos son iguales,entonces consecuentemente

I=1IN.
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Problema 4.1.10

El ALNI es isésceles; Dy J son los puntos medios de los lados LN y N respecti-

vamente.

|

9]

Demostrar que LJ = DI y que Lo = £J3.

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer las distintas propiedades que posee la Figura 4.10. Se puede
observar la presencia de tridngulos, dngulos congruentes, lados congruentes y puntos medios

de segmentos.
Figura 4.10: Problema 10

A B

c
Fuente: Elaboracion propia

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1 podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.10 Las
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propiedades que se repiten son:

» El tridgngulo A LN Ies isésceles, por tanto los lados LN = NT: Un triangulo isésceles

es un tipo de tridngulo que tiene al menos dos lados de igual longitud.

= Los puntos D y .J son los puntos medios de los lados LN y NI, respectivamente:
El punto medio de un segmento es el punto que se encuentra exactamente a mitad de

camino entre los dos extremos del segmento.
Nivel 3- Abstraccion:

Por lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier
tridngulo isésceles con los puntos medios de sus lados. En general, si un tridngulo es issceles,

entonces los puntos medios de sus lados son puntos equidistantes a los vértices del tridngulo.
Nivel 4- Deduccién formal:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostra-
cion: con la utilizacién del hecho de que los puntos medios de un segmento son equidistantes

a los extremos del segmento.

En el caso de la figura 4.10 el tridngulo ALNI es isosceles, y los puntos D y J son los
puntos medios de los lados LN y N1, respectivamente. Por lo tanto, los segmentos LJ y DI

son congruentes.

Nivel 5- Rigor:
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Por hipétesis, al ser isosceles el tridngulo ALNJ,LN = NIy £L = £I. Por otra

parte, siendo D y .J los puntos medios respectivos de los lados LN y N1 se tiene que

LN =DL+ DN =2LD
NI=JI+NJ=2JI

de donde tenemos que DL = J1.

Como labase LT unlado comin alos tridngulos A LI Dy AIL.J resulta que estos tienen
dos lados y el angulo comprendido entre ellos iguales, de donde, ALID = AILJ.
Al seriguales los tridngulos ALI Dy AAL.J los lados que se oponen, respectivamente
a los dngulos £L y £1 son iguales. Asi, el lado DI se opone al d4ngulo £ L y el lado
LJ se opone al dngulo £ I, consecuentemente DI = L.J. De manera anéloga, ya que
ALID y AILJy DL = JI los dngulos que se oponen a estos lados también son
iguales. Es decir, como £« se opone al lado JT y el £/3 se opone al lado DL se sigue

que Lo = L.

4.2. Problemas de semejanza de triangulos

Problema 4.2.1
Dado dos tridngulos AABC'y AJLI con £ = £L0yLa = £0.

Demostrar que £ = Loy AABC ~ AJLI.

Nivel 1- Visualizacion:
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Comenzamos por reconocerlas distintas propiedades que posee la figura 4.11 se puede visua-

lizar que los dos tridngulos tienen dos dngulos congruentes correspondientes.

Figura 4.11: Problema 11

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1, podemos clasificar la propiedad que se observan en la figura 4.11, la

propiedad que se repiten es:

» Lostridngulos AABC'y AJLI tienen dos dngulos congruentes correspondientes: Los
angulos congruentes son dos dngulos que tienen la misma medida, es decir, que tienen

la misma amplitud o apertura.

» Los dngulos £ = L0y £a = £6: Los dngulos congruentes son dos dngulos que

tienen la misma medida, es decir, que tienen la misma amplitud o apertura.
Nivel 3- Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patron observado a cualquier par
de tridngulos con dos dngulos congruentes correspondientes. En general, si dos tridngulos

tienen dos dngulos congruentes correspondientes, entonces los tridngulos son semejantes.
Nivel 4- Deduccion formal:

Basédndonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostracién
de la siguiente manera: podemos utilizar el criterio de congruencia de tridngulos por dngulos.
En el caso de la figura 4.11, los tridngulos AABC'y AJLI tienen dos dngulos congruentes

correspondientes. Por lo tanto, los tridngulos son congruentes.

Nivel 5- Rigor:
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Dado que 48 = £0y £a = 40, podemos considerar la suma de dngulos en un
tridngulo:

En el tridngulo AABC: 4L + Lo+ £Lp = 180°.

En el tridngulo AJLI: AJLI: £0 + Lo + £6 = 180°.

Sabemos que £ = £0 'y La = £9, por lo que podemos reescribir las ecuaciones

como:

AB+ Lo+ Lo = 180°
L0+ Lo+ £6 = 180°

Restemos las dos ecuaciones para obtener:

(£B+ La+ £Lp) — (LB + Lo + La) = 180 — 180
Lp=4Lo

Por lo tanto, hemos demostrado que si £ 5 = L0y La = £, entonces L = L. Asi
por el criterio de (A A A) hemos demostrado que AABC ~ AJLI.

Problema 4.2.2

Dados los APQRy AJLI, tal que, 22 = B2 y 4P = «].

Demostrar que APQR ~ AJLI.

Nivel 1- Visualizacion:
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Comenzamos por reconocer las distintas propiedades que posee la figura 4.12 se puede

visualizar que los dos tridngulos tienen dos lados proporcionales y un dngulo congruente.

Figura 4.12: Problema 12

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1 podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.12, las

propiedades que se repiten son:

= Los tridngulos APQR y AJLI tienen dos lados proporcionales % = %: Los
segmentos proporcionales son dos segmentos de linea o segmentos de una figura

geométrica que mantienen una relacion de proporcionalidad entre sus longitudes.

= Los tridngulos APQRy AJLI tienen un angulo congruente £ P = £.J: Los dngulos
congruentes son dos dngulos que tienen la misma medida, es decir, que tienen la misma

amplitud o apertura.
Nivel 3- Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patron observado a cualquier
par de tridngulos con dos lados proporcionales y un angulo congruente. En general, si dos
tridngulos tienen dos lados proporcionales y un dngulo congruente, entonces los tridngulos

son semejantes.
Nivel 4- Deduccion formal:

Basdndonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracién
de la siguiente manera: podemos utilizar el criterio de semejanza de tridngulos por dngulos

y lados.
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En el caso de la figura, los tridngulos APQR y AJLI tienen dos lados proporcionales y un

angulo congruente. Por lo tanto, los tridngulos son semejantes.

Nivel 5- Rigor:

Sean APQRy AJLI dos tridngulos con dos lados proporcionales y un dngulo con-

gruente, por el criterio de semejanza de tridngulos por dngulos y lados, tenemos que

PQ QR 4P
JL IL  £J

PQ _ QR
Por el hecho de que = = ¥, tenemos que
P_Q2 B mQ
Jr*  Ir
Por el hecho de que % = ﬁ—?, tenemos que
PQ°  4P?
T2 £J?

a2
Por el hecho de que £ P = £.J, tenemos que % =1

Por lo tanto, tenemos que

T,
2

=g

Por el criterio de semejanza de tridngulos por lados iguales, tenemos que

APQR ~ AJLI
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Problema 4.2.3

Dado los triangulos ALM N y APT A, tal que % = % = %.

Demostrar que ALMN ~ APTA

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer las distintas propiedades que posee la figura 4.13 se puede

visualizar que los dos tridngulos tienen tres lados proporcionales.

Figura 4.13: Problema 13

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1 podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.13, las

propiedades que se repiten son:

= Los tridngulos ALMN y APTA tienen tres lados proporcionales: Los segmentos
proporcionales son dos segmentos de linea o segmentos de una figura geométrica que

mantienen una relacion de proporcionalidad entre sus longitudes.
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Nivel 3- Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par
de tridngulos con tres lados proporcionales. En general, si dos tridngulos tienen tres lados

proporcionales, entonces los tridngulos son semejantes.
Nivel 4- Deduccion formal:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostracién

de la siguiente manera: podemos utilizar el criterio de semejanza de tridngulos por lados.

Enel casode lafigura4.13, los tridngulos ALM N y A PT A tienen tres lados proporcionales.

Por lo tanto, los tridngulos son semejantes.
Nivel 5- Rigor:

Sean ALM N y APT A dos tridngulos con tres lados proporcionales.
Por el criterio de semejanza de tridngulos por lados, tenemos que
LM LN NM
PA  PT TA
Por el hecho de que % — %, tenemos que
LM IN°
PA*>  PT”
Por tanto, % = %, tenemos que
LM® NM’
PA> TA
Entonces, % = % = %, tenemos que
LM IN° NM
PA*  PT TA
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Por el teorema de Pitdgoras, tenemos que

LM +IN’ =PA

LN’ + NM =PT°
NM + LM =TA".
Tenemos que LM _ LN _ NAL

*PAL PT° TA

LM +IN° =

IN' +NM =

De donde se tiene.

Ahora tenemos que

Por el criterio de semejanza de tridngulos por lados iguales, tenemos que

ALMN ~ APTA
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Problema 4.2.4

Dado los tridngulos AABC'y ALEM, tal que LA = AL, ABLJy £C = LF.

Demostrar que AABC ~ ALEM.

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer las distintas propiedades que posee la figura 4.14 se puede

visualizar que los dos tridngulos tienen un dngulo congruente.

Figura 4.14: Problema 14

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1 podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.13 por

tanto las propiedades que se repiten son:

= Lostridngulos AABC'y ALFEM tienen un angulo congruente: Los dngulos congruen-
tes son dos dngulos que tienen la misma medida, es decir, que tienen la misma amplitud

0 apertura.
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Nivel 3- Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patron observado a cualquier
par de tridngulos con un dngulo congruente. En general, si dos tridngulos tienen un dngulo

congruente, entonces los tridngulos son semejantes.

Nivel 4- Deduccion formal:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracion
de la siguiente manera: podemos utilizar el criterio de semejanza de tridngulos por dngulos.
En el caso de la figura, los tridngulos AABC'y ALFEM tienen un dngulo congruente. Por

lo tanto, los tridngulos son semejantes.

Nivel 5- Rigor:

Para demostrar que los triangulos AABC'y ALEM son semejantes, utilizaremos el

criterio del Angulo-Angulo-Angulo (A-A-A) de semejanza de tridngulos.

El criterio A-A-A establece que dos tridngulos son semejantes si tienen dos dngulos

correspondientes congruentes.

En este caso, se observa la congruencia de dos pares de dngulos correspondientes:
LA=LLy LC = LFE.

Por lo tanto, debido a que AABC'y ALEM comparten dos dngulos correspondientes

congruentes, podemos afirmar que son semejantes. Se escribe como:

ANABC ~ ALEM
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Problema 4.2.5

Dado un tridngulo ALNM, si, TE || LN y % = 4 = % entonces

ALNM ~ ATEM.

Nivel 1- Visualizacion:
Comenzamos por reconocer las distintas propiedades que posee la figura 4.15 e puede visua-
lizar que los dos tridngulos tienen dos lados paralelos y dos lados proporcionales correspon-

dientes.

Figura 4.15: Problema 15

A

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1 podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.15 por
tanto las propiedades que se repiten son:

= Los tridngulos ALNM y AT EM tienen dos lados paralelos: Los lados paralelos se

refieren a dos lados de una figura geométrica, como un cuadrildtero o un poligono, que

se encuentran en la misma direccidn y nunca se cruzan entre si. Esto implica que los

lados paralelos mantienen una distancia constante entre ellos a lo largo de su extension.

= Los tridngulos ALNM y AT EM tienen dos lados proporcionales correspondientes:
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Los segmentos proporcionales son dos segmentos de linea o segmentos de una figura

geométrica que mantienen una relacién de proporcionalidad entre sus longitudes.

Nivel 3- Abstraccion:

Conlo expuesto en los niveles 1y 2 podemos generalizar el patron observado a cualquier par de
tridngulos con dos lados paralelos y dos lados proporcionales correspondientes. En general,
si dos tridngulos tienen dos lados paralelos y dos lados proporcionales correspondientes,

entonces los tridngulos son semejantes.

Nivel 4- Deduccion forma:

Basdndonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracién
de la siguiente manera: podemos utilizar el criterio de semejanza de tridngulos por lados y

angulos.

En el caso de la figura 4.15 los tridngulos ALNM y AT EM tienen dos lados paralelos y

dos lados proporcionales correspondientes. Por lo tanto, los tridngulos son semejantes.

Nivel 5- Rigor:

Sean ALNM y ATEM dos tridngulos con dos lados paralelos y dos lados propor-
cionales correspondientes.Por el criterio (L-A-L) de semejanza de tridngulos por lados

y dngulos, tenemos que

ML EN TE
TL MN LN

Por el hecho de que 222 = I£ tenemos que

MI? TE?
TI2 LNZ2
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Por el teorema de Pitdgoras, tenemos que

ML? 4+ MN? =TL?TE? + EN? = LN?

ML TE

Por el hecho de que =7 = o tenemos que
- MIL? TE?
ML?+ MN?2 = — -TL?TE? + EN? = - LN?
TL? LN?2
Por lo tanto, tenemos que
- ML - __—_——__ EN __
TL LN

Por el criterio de semejanza de tridngulos (L-L-L), tenemos que

ALNM ~ ATEM

Problema 4.2.6

I
=
i
=
&

Sean los tridngulos APQRy ALNM, con %

Demostrar que APQR ~ ALNM.

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer las distintas propiedades que posee la figura 4.16 se puede

visualizar que los dos tridngulos tienen un dngulo congruente y lados proporcionales.
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Figura 4.16: Problema 16

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1 podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.16 por

tanto las propiedades que se repiten son:

» Los tridngulos APQRy ALN M tienen tres lados proporcionales.

. PQ _ RQ _ RP. .
= Sus lados proporcionales son % = 5 = 57 : Los segmentos proporcionales son dos

segmentos de linea o segmentos de una figura geométrica que mantienen una relacién

de proporcionalidad entre sus longitudes.
Nivel 3- Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par
de triangulos con tres lados proporcionales correspondientes. En general, si dos tridngulos

tienen tres lados proporcionales correspondientes, entonces los tridngulos son semejantes.
Nivel 4- Deducciéon forma:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1,2y 3, podemos abordar la demostracion
de la siguiente manera: podemos utilizar el criterio de semejanza de tridngulos por lados.
En el caso de la figura, los tridngulos APQR y ALN M tienen tres lados proporcionales

correspondientes. Por lo tanto, los tridngulos son semejantes.

Nivel 5- Rigor:
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Sean APQRy ALN M dos tridangulos con tres lados proporcionales correspondientes.

Por el criterio de semejanza de tridngulos por lados, tenemos que

PQ RQ RP
LM NM NL

PQ R
Por el hecho de que % = N—Oﬁ, tenemos que

2 —~2

PQ"  RQ
IM° NAM

Por el teorema de Pitdgoras, tenemos que

PQ° + QR =M
RO+ NP =NM

—2 —2
Por el hecho de que%—2 = %, tenemos que

s s B —s
PQ° + QR = " IM
LM’
52
RO+ NP = NPQ .NM’
NM

Por lo tanto, tenemos que

- NP
LM = RQNP = —— - NM = RP
@ NM

J
I
=13

Por el criterio de semejanza de tridngulos por lados iguales, tenemos que APQR ~
ALNM.
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Problema 4.2.7

Dado £ = 5, demuestre que AL = £Q y ALMN ~ APQN.

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer las distintas propiedades que posee la figura 4. 16 donde se puede
visualizar que los dos tridngulos tienen dos lados proporcionales correspondientes y dngulos

congruentes.

Figura 4.17: Problema 17

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1 podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.16 por

tanto las propiedades que se repiten son:

= Los tridngulos ALMN y APQN tienen dos lados proporcionales 1% = %if: Los
segmentos proporcionales son dos segmentos de linea o segmentos de una figura

geométrica que mantienen una relacion de proporcionalidad entre sus longitudes.

= Ademds posee los dngulos £6 = £ 3: Los dngulos congruentes son dos angulos que

tienen la misma medida, es decir, que tienen la misma amplitud o apertura.
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Nivel 3- Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier par
de tridngulos con dos lados proporcionales correspondientes. En general, si dos tridngulos
tienen dos lados proporcionales correspondientes, entonces los dngulos opuestos a esos lados

son Congruentes.
Nivel 4- Deduccion forma:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1,2 y 3, podemos abordar la demostracién

de la siguiente manera: podemos utilizar el criterio de semejanza de tridngulos (A-A-A).

En el caso de la figura 4.16 los tridngulos ALM N y APQN tienen dos lados proporcionales

correspondientes. Por lo tanto, los dngulos opuestos a esos lados son congruentes.
Nivel 5- Rigor:

Sean ALM Ny APQN dos triangulos con dos lados proporcionales correspondientes.
Dado que % = % establedsemos la igualdad de dngulos /L. = Z@), observemos los
tridngulos ALMN y APQN. Utilizaremos la igualdad dada y la propiedad de lados
proporcionales en tridngulos semejantes.

NM

De la igualdad dada % = =~ multiplicamos en cruz para obtener:

LN.-PN=NQ@-MN

Esta igualdad implica que los segmentos LN - PN y N(@ - N M son iguales, lo que
sugiere la proporcionalidad de los segmentos entre los tridngulos. Ahora, consideremos

los triangulos ALM N y APQN. Por la propiedad de los segmentos proporcionales

en tridngulos semejantes, podemos afirmar que estos tridngulos son semejantes.
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Una vez que se ha establecido la semejanza de los tridngulos ALMN y APQN,
podemos afirmar que los dngulos correspondientes entre tridngulos semejantes son
iguales.

Por lo tanto, se concluye que /L = ZQ y que ALMN ~ APQN.

Problema 4.2.8

Dado los segmentos proporcionales:

IN NM LM

TP LT LP

Demostrar que NM || LT,y que los ALNM ~ ALPT

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer las diferentes caracteristicas que pose la figura 4.17 se puede
visualizar que los dos tridngulos tienen dos lados paralelos y dos lados proporcionales

correspondientes
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Figura 4.18: Problema 18

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1 podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.15 por

tanto las propiedades que se repiten son:

= [os tres segmentos son proporcionales LN _ NM _ LM.J os]ados proporcionales son
lados de dos o0 mds figuras geométricas que mantienen una relacién de proporcionalidad
entre sus longitudes. En otras palabras, si dos figuras geométricas son proporcionales,
significa que los lados correspondientes de estas figuras estdn en proporcion constante

entre si.

= Los lados paralelos NM || LT: Los segmentos paralelos son dos segmentos de linea
que se extienden en la misma direccién y nunca se cruzan, manteniendo siempre la

misma distancia entre ellos.
Nivel 3- Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patron observado a cualquier par
de tridngulos con tres lados proporcionales correspondientes. En general, si tres segmentos
son proporcionales, entonces los tridngulos formados por los extremos de los segmentos son

semejantes.
Nivel 4- Deduccion forma:

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostracién

de la siguiente manera: podemos utilizar el criterio de semejanza de tridngulos(L-L-L)). En
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el caso de la figura 4.17 los tres segmentos son proporcionales. Por lo tanto, los tridngulos

formados por los extremos de los segmentos son semejantes.
Nivel 5- Rigor:

Dado que £X = I sabemos que los segmentos son proporcionales. Ademds, la

igualdad Z= = <= nos proporciona otra proporcién entre los segmentos.

IN _ NM _ LM

= = oo 45 De estas

Si observamos las proporciones dadas, notamos que
- TP

Por la transitividad de la igualdad LM _ LN _ NM e egia dltima igualdad se sigue

relaciones, deducimos que % = LN

que NM || LT, ya que los segmentos LM y LN son proporcionales a LP y TP,

respectivamente, y tienen la misma razén de proporcionalidad con LT'.

Luego, sabemos que NM || LT. Ademds, como hemos establecido que % = % =
==, podemos afirmar que los tridngulos ALNM y ALPT son semejantes por la

propiedad de los lados proporcionales en tridngulos semejantes.
Por lo tanto, hemos demostrado que N M || LTy que los tridngulos ALNM y ALPT
son semejantes.

Problema 4.2.9

Dado los segmentos proporcionales:

A0 _op
GL LT
L£O=ZLL

Demostrar que OP - GT = LT - AP.
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Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer las distintas propiedades que posee la figura 4.19 e puede visua-
lizar que los dos tridngulos tienen dos lados paralelos y dos lados proporcionales correspon-

dientes.

Figura 4.19: Problema 19

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1 podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.18 por

tanto las propiedades que se repiten son:

0
GL

or

= Dos segmentos proporcionales =

= : Los segmentos proporcionales son dos

segmentos de linea o segmentos de una figura geométrica que mantienen una relacién

de proporcionalidad entre sus longitudes.

= Dos dngulos £O = £ L: Los angulos congruentes son dos dngulos que tienen la misma

medida, es decir, que tienen la misma amplitud o apertura.
Nivel 3- Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1 y 2 podemos generalizar el patron observado a cualquier
par de segmentos proporcionales con dngulos congruentes. En general, si dos segmentos son
proporcionales con dngulos congruentes, entonces los productos de los segmentos corres-

pondientes son iguales.

Nivel 4- Deduccion forma:
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Basdndonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostracién
de la siguiente manera: podemos utilizar el teorema de Pitdgoras. En el caso de la figura,
los dos segmentos AO y O P son proporcionales con dngulos congruentes. Por lo tanto, los

productos de los segmentos correspondientes son iguales.

Nivel 5- Rigor:

Dadas las relaciones de proporcionalidad entre segmentos y la congruencia de dngulos,
consideramos los tridngulos AAOP y AGLT. Observamos que los segmentos AO,
OP y AP forman el tridgngulo AAOP, mientras que los segmentos GL, LT y GT
forman el tridngulo AGLT.

_ LT 5 ~
= ==. Ademas, /O = /L por la

S

Por la hipétesis dada, se tiene la proporcion
hipotesis.

Utilizando el criterio de semejanza (L-A-L), concluimos que los tridngulos AAOP'y
AGLT son semejantes. Dado que los tridngulos AAOP y AG LT son semejantes, se

cumple la igualdad de razones de sus lados correspondientes:

Q|| &
S
B
SR

Multiplicando ambos lados de la igualdad por LT - GT', obtenemos:

OP-GT =LT- AP

~

Por lo tanto, utilizando la semejanza de los tridngulos AAOP y AGLT, hemos
establecido la igualdad deseada OP - GT = LT - AP.
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Problema 4.2.10

Dado los dngulos proporcionales:

£O = 4B

[
12 z E
o T D

Demostrar que 25 = Z=.

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocerlas distintas propiedades que posee la figura 4.19 se puede ob-

servar que los dos dngulos congruentes y segmentos proporcionales.

Figura 4.20: Problema 20

Nivel 2- Analisis:
A partir del nivel 1 podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.19 por
tanto las propiedades que se repiten son:

= Dos dngulos congruentes £O = A B:Los dngulos congruentes son dos dngulos que

tienen la misma medida, es decir, que tienen la misma amplitud o apertura.

= segmentos proporcionales % = %: Los segmentos proporcionales son dos segmen-

tos de linea o segmentos de una figura geométrica que mantienen una relacion de
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proporcionalidad entre sus longitudes.
Nivel 3- Abstraccion:

Con lo expuesto en los niveles 1,2 podemos generalizar el patron observado a cualquier par
de dngulos congruentes. En general, si dos dngulos son congruentes, entonces las razones de

los lados opuestos a esos dngulos son iguales.
Nivel 4- Deduccion forma:

Basédndonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3, podemos abordar la demostracién
de la siguiente manera: podemos utilizar el teorema de semejanza de tridngulos por dngulos.
En el caso de la figura 4.19 los dos dngulos £O y 4B son congruentes. Por lo tanto, las

razones de los lados opuestos a esos dngulos son iguales.
Nivel - Rigor:

Dada los segmentos LA y LT son adyacentes a £0, y los segmentos AO y BT son
adyacentes a £ B.

Por la hipétesis, tenemos que £O = £ B. Por lo tanto, los angulos {OLAy £ BLT
son suplementarios.

Como los angulos {OLAy £ BLT son suplementarios, se cumple que:
£LOLA+ £BLT = 180°
Restando ambos lados de la igualdad por £ B, obtenemos:
£LOLA =180° — 4B

Por el teorema de la proporcion de los dngulos, tenemos que:

e
3
313
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Problema 4.2.11

Sea AABC un trigngulo y [, un recta paralela al segmento AB, entonces

e _cr
AC  CB

Nivel 1- Visualizacion:

Comenzamos por reconocer las distintas propiedades que posee la figura 4.20 podemos

observar que una recta es paralela a un segmento.

Figura 4.21: Problema 21

Nivel 2- Analisis:

A partir del nivel 1 podemos clasificar las propiedades que se observan en la figura 4.18 por

tanto las propiedades que se repiten son:

= Larectal; es paralela al segmento AB: Los segmentos paralelos son dos segmentos de
linea que se extienden en la misma direccién y nunca se cruzan, manteniendo siempre

la misma distancia entre ellos.

= El tridngulo AAC B: Un tridngulo es una figura geométrica plana compuesta por tres
segmentos de linea recta, llamados lados, que se intersecan en tres puntos no colineales,

llamados vértices.

Nivel 3- Abstraccion:
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Con lo expuesto en los niveles 1,2 podemos generalizar el patrén observado a cualquier
par de rectas paralelas. En general, si dos rectas son paralelas, entonces los segmentos

perpendiculares a ellas desde un mismo punto son iguales.
Nivel 4- Deduccion formal :

Basandonos en los aportes realizados por los niveles 1, 2 y 3 podemos utilizar el teorema de

los dngulos correspondientes.

En el caso de la figura, la recta [; es paralela al segmento AB. Por lo tanto, los segmentos

perpendiculares a ellas desde un mismo punto son iguales.
Nivel 5- Rigor:

Para demostrar que en un tridngulo AABC' con una recta [, paralela al segmento A,

se cumple que £& = ¢L

=6 = &5 podemos emplear la propiedad de proporcionalidad de los

tridngulos proporcionales a lados paralelos en un tridngulo.

Dada la recta [, paralela a AB, forma segmentos AC, CB, CT, y LC en el tridngulo
AABC, y estos segmentos intersectan a /; como se muestra en la figura 4.20.

Dado que /; es paralela a AB, segtin la propiedad de lados paralelos en un tridngulo,
se cumple que los segmentos LC'y C'T" son proporcionales a los segmentos AC'y C'B,

respectivamente. Entonces, se tiene:

|
S
=3

Esta es la relacion de proporcion requerida entre los segmentos en el triangulo AABC

cuando una recta [, es paralela al segmento AB.
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