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RESUMEN

La presente investigacion buscé evaluar la implementacion del Modellus 4.0 como
facilitador de aprendizajes activos de ecuaciones diferenciales ordinarias, para lo cual se
eligieron dos grupos de investigacién con los estudiantes de dos paralelos del 111 Nivel de
Mecatronica de la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE extension Latacunga - UFA
ESPEL, en el periodo Marzo — Agosto 2014. A un paralelo se lo seleccion6 como
experimental y al otro de control; sobre el primero se implementé un ambiente de
aprendizaje virtual aplicando el Modellus 4.0 y en el segundo la clase expositiva, no sin
antes establecer cuatro semanas de clases magistrales en ambos grupos, a fin de realizar
una prueba diagnostica de maduracion. La investigacion mostro en el diagnostico que la

metodologia expositiva por si misma no cubre todas las necesidades del proceso de
~ .. . . ;- 6
ensefianza-aprendizaje. Las medias en el diagnostico bordearon el o &n ambos grupos.

En la evaluacion final se demostr6 que el grupo experimental es 1.15 veces mejor que el
grupo de control, bajo criterios de estadistica paramétrica. Se concluye por inferencia,
que esta superioridad del grupo experimental se debe a la aplicacion metodoldgica en el

proceso ensefianza-aprendizaje. Se recomienda ampliar la propuesta a otras carreras.

PALABRAS CLAVE: <EDO [Ecuaciones Diferenciales Ordinarias]>, <UFA ESPEL
[Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE extension Latacunga]>, <MODELLUS 4.0>,
<ENSENANZA - APRENDIZAJE>, <ESTADISTICA PARAMETRICA>
<MATEMATICA BASICA>
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SUMMARY

The current study sought to evaluate the implementation of the Modellus 4.0 as facilitator
of active learning of ordinary differential equations (ODEs), in this regard, two research
groups were selected. They were comprised by students from two sections of the third
level of Mechatronics at the University of the Armed Forces ESPE Extension Latacunga
— UFA ESPEL, from March to August 2014. One class identified as experimental group
while another one was identified as control group, in the former class; it was implemented
a virtual learning environment by applying the Modellus 4.0 whereas the expository
lesson was implemented in the second group, but not before planning four weeks of
lectures addressed to these two groups; in order to perform a diagnostic test of maturity.
The research findings showed in the diagnosis that the expository methodology does not
cover all the needs of the teaching — learning by itself.

Means in the diagnosis range 6/10 in both groups. In the final assessment it was
demonstrated that the experimental group is 1.15 times better than the control group under
parametric statistical criteria. It is concluded by inference that this superiority of the
experimental group is due to the methodological application in the teaching-learning

process. It is recommended to extend the proposal to other career areas.

KEYWORDS: <ODE [Ordinary Differential Equations]> <UFA ESPE [University of
the Armed Forces; ESPE-Latacunga extension]> <Modellus 4.0>, <TEACHING-
LEARNING>, <PARAMETRIC STATISTICS>, <BASIC MATHEMATICS>

Xii



CAPITULO |

1 INTRODUCCION

1.1 Problema de investigacion

El problema de investigacién que motivé la realizacion de este estudio se centrd en
determinar la idoneidad del software gratuito de modelacion fisica Modellus 4.0 en el
proceso educativo de ecuaciones diferenciales ordinarias; esto, en estudiantes de
ingenieria de la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPEL durante un semestre

académico.

El lenguaje matematico es abstracto, esa es la epistemologia de esta ciencia; sin embargo
los estudiantes sobre los cuales se investiga y se aplica las sesiones aulicas no lo son de

matematica pura sino de ingenieria.

Ellos requieren una correcta transposicion concreta de los contenidos de los métodos de
solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias por lo cual es necesario utilizar los
recursos didacticos para la comprension adecuada de la tematica descrita; es por dicho

interés que se ha realizado este estudio.

La investigacion es Util porque permite a los profesores de matematica de las ingenierias
disponer de un estudio que les permita plantearse la posibilidad de combinar las clases
expositivas con el uso de recursos didacticos amigables, gratuitos y faciles de utilizar; a
fin de que los estudiantes sean capaces de comprender los temas pre-requisitos para las

asignaturas que concreten su perfil de ingenieria.



En esta tesis se describen los siguientes capitulos:

El primer capitulo se dedica al analisis de la situacion problemaética del entorno del objeto
de estudio; se incluye ademas en este capitulo la formulacion del problema; los diferentes
objetivos y las diversas justificaciones que permitieron la realizacion del presente estudio

enmarcado en los limites de la didactica de las ciencias exactas a través de las TIC.

En el segundo capitulo se describe el fundamento tedrico que es el soporte a la
investigacion; una actualizada revision bibliografica muestra la tendencia de los articulos
cientificos de los ultimos afios que son relacionados tanto a la aplicacion del Modellus
como a las propuestas de estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Las diversas

fundamentaciones y la teorizacion de las variables completan el capitulo.

El tercer capitulo corresponde a la metodologia de la investigacion incluye: el disefio y
tipo de estudio; el disefio utilizado es cuasi experimental; la informacion de la poblacién
y tamafio muestral correspondiente segun el disefio. Este capitulo describe también los

diversos métodos, técnicas e instrumentos utilizados para validar la hipotesis cientifica.

El cuarto capitulo incluye variables del estudio; asi como las diversas
operacionalizaciones que permiten facilitar la comprension de los parametros especificos
a medirse dentro del estudio, asi como la metodologia general de tratamiento y

manipulacion de cada una de las variables.

Registra los resultados de la investigacién segun los diversos procedimientos de la
estadistica paramétrica basada en la prueba Z por tratarse de un nimero mayor a 30 datos
numéricos; se incluyen los analisis descriptivos de cada grupo; comparacion de medias y

prueba de hipotesis; asi como las graficas correspondientes a cada caso.

El quinto capitulo describe los pormenores que explican y dimensionan la propuesta

alternativa al estudio a través de la presentacion, justificacion, objetivos, contenido, temas



y desarrollo especifico de cada una de las diversas unidades abordadas durante la

investigacion sobre el grupo experimental.

Al final del documento de la investigacion, se presentan las conclusiones que se
relacionan tanto con las hipotesis del estudio cuanto con los objetivos mismos por cuyo
propdsito se implemento la propuesta. Las recomendaciones pertinentes y necesarias que
se basan en las conclusiones se orientan a quienes utilicen la metodologia del caso

abordado en esta tesis.

1.2 Problematizacion

Los avances cientificos del siglo XX trajeron casi una tercera revolucion industrial, las
nuevas tecnologias son esencialmente las tecnologias intelectuales. Esta revolucion, que
fue acompafiada por la globalizacion sent6 las bases de la economia del conocimiento,
poniendo el conocimiento en el corazon de la actividad humana, el desarrollo y el cambio

social.

La informacién no es conocimiento, y la incipiente sociedad mundial de la informacién
solamente cumplira su potencial si se facilita la aparicion de sociedades pluralistas y

participativas de conocimiento que incluyan antes que excluyan.

¢Esto significa que el siglo XXI ve el desarrollo de las sociedades del conocimiento
compartido? Como se subraya en el Informe Mundial de la UNESCO hacia las sociedades
del conocimiento, no deben haber individuos excluidos en las sociedades del

conocimiento, porgue el conocimiento es un bien puablico que debe ser accesible a todos.

En la actualidad existe un claro consenso de que el desarrollo de las sociedades del
conocimiento es la mejor manera de promover el desarrollo humano sostenible. Sin
embargo, hay algunos obstaculos en el camino de la concrecion de las sociedades del

conocimiento compartido, entre ellos se tienen:

3



- La brecha digital, la falta de conexion significa que no hay acceso a todos los
lugares del planeta, es cierto que el nimero de usuarios de Internet esta en constante
crecimiento, pero hay dos mil millones de personas que no tienen conexion a una red
eléctrica y las tres cuartas partes de la poblacion mundial tienen poco o ningin acceso a

los servicios de telecomunicaciones.

- La brecha cognitiva, ain mas profunda, constituye una brecha importante pues
la diferencia entre la educacion en las universidades de los paises del Norte y el Sur
genera concentracion de los conocimientos, el conocimiento esta ahi para ser compartido,

pero una vez convertido en informacion, tiene un precio muy alto.

- El desarrollo de las sociedades del conocimiento compartido es hoy
obstaculizado por los factores: social, nacional, urbano, familiar y cultural que incluso

afectan en la profundizacion de las divisiones internas de muchos paises.

- Finalmente otro obstaculo es la brecha econdmica, pues ésta influye en la
inversion que hacen los gobiernos en la educacién e investigacion de sus respectivos

paises.

A nivel universitario ecuatoriano y en concreto hablando de las ciencias exactas y su
proceso de aprendizaje de las matematicas, en los estudiantes de los primeros niveles, se
observa la desercion y repitencia por no alcanzar los aprendizajes minimos; es legendario,
conocido, discutido y colocado en la palestra este proceso por haberse constituido en un

filtro de promocion.

En la asignatura de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) que se dictaen el 111 nivel
de la ESPEL, se estudian los diferentes métodos y técnicas de solucion de las ecuaciones
diferenciales ordinarias de acuerdo al tipo y orden; se propende que los estudiantes logren
desarrollar las habilidades y destrezas suficientes para la solucion éptima de problemas

relacionados con la fenomenologia caracteristica de la ingenieria.



La resolucion de problemas y ejercicios propuestos en clase; no siempre permiten aplicar
los conocimientos adquiridos por los estudiantes hasta el 111 nivel ni relacionar la teoria
con la practica, por ello es importante la utilizacion de herramientas didacticas de la
matematica con una clara aplicacion en el campo de la ingenieria que permitan la

abstraccion de los procesos mentales de los educandos.

No se ha buscado desarrollar el pensamiento abstracto en los estudiantes; sino el alcance
de una vision general sobre la resolucion de problemas de la ingenieria como parte del

perfil de salida del futuro egresado.

1.3 Formulacion del problema

¢De qué manera la utilizacion del Modellus 4.0 como herramienta didactica mejora el
aprendizaje de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de los estudiantes del 111 Nivel de
Mecatronica de la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPEL, en el periodo Marzo -
Agosto 20147?

1.4 Justificacion

Se justifica tedricamente la elaboracion del proyecto por cuanto existe la teoria que sirve
de fundamento al estudio, esto es: la didactica de los recursos para mejorar el aprendizaje
de las matemaéticas; por otro lado la base tedrica referente a las ecuaciones diferenciales
ha existido por alrededor de 400 afios. Dichas exigencias en el campo del método

cientifico se cumplen sin problema.

La justificacion metodoldgica del proyecto se circunscribe en el &mbito del disefio cuasi
experimental el cual se aplica mandatoriamente en los estudios orientados a la
interpretacion de conductas de aprendizaje en los estudiantes sobre quienes se aplican

diversos parametros didacticos para facilitar la abstraccion de saberes.



Los beneficiarios del estudio son los estudiantes del 111 Nivel de Ingenieria Mecatronica
de la ESPEL asi como toda la comunidad educativa y la misma universidad, la cual
alcanzara la formacion bésica de los futuros ingenieros mediante procesos integrales

relacionados con las ciencias exactas.

La investigacion se justifica por cuanto tanto el Plan Nacional del Buen Vivir como la
Ley Organica de Educacion Superior propenden a la pertinencia en los ambitos:
académico, vinculacion e investigacion para el desarrollo del pais; que es lo que busca la

implementacion de este estudio.

La investigacion es original pues no existen otras en la ESPEL sobre estudiantes de
Mecatrénica a través del analisis de la pertinencia del programa Modellus el cual es
gratuito; facil de usar, amigable; con lenguaje de alto nivel; adaptable; de facil
programacién y con poco peso; todo lo anterior, aplicado al estudio de las ecuaciones

diferenciales ordinarias.

Se justifica la pertinencia del estudio por los temas que involucra la aplicacién de las
ecuaciones diferenciales ordinarias, ya que se extienden a tematicas basicas como:
Crecimiento poblacional, Enfriamiento — Calentamiento de un cuerpo, Movimiento
uniforme variado, Sistema mecanico masa — resorte, Circuitos eléctricos, Movimiento

parabolico con y sin fuerza de friccidn presentada por el aire, entre otros.

Es importante la investigacion pues importante es también la temética que aborda y esto
es: ecuaciones diferenciales ordinarias; mismas que un ingeniero debe dominar su analisis
pues de alli se derivan aplicaciones y modelos articulados a la carrera de Mecatrénica

donde se reducen procesos mediante generalizaciones matematicas.

La investigacion es viable y factible pues no contrae gastos ingentes que imposibiliten su

implementacién; no existen trabas por parte de las autoridades ni de la ESPOCH,



generatriz del programa de maestria; ni de la ESPEL la cual se beneficia del presente
proyecto; los estudiantes por otro lado han dado su beneplacito a la propuesta de

aplicacion de nuevas actividades didacticas que mejoren su aprendizaje.

1.5 OBJETIVOS

1.5.1 Obijetivo general

Implementar el programa Modellus 4.0 como una herramienta didactica para mejorar el
aprendizaje de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en los estudiantes del 111 Nivel de
Mecatronica de la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPEL, en el periodo Marzo -
Agosto 2014.

1.5.2 Obijetivos especificos

o Realizar un diagnostico sobre la abstraccion conceptual y operacional de la

tematica vinculada a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

o Determinar dos grupos de estudio para definir la idoneidad de la metodologia
propuesta.
o Elaborar un cuaderno guia basado en el Modellus 4.0 para la pragmatizacion de

contenidos de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

o Incentivar el aprendizaje activo de ecuaciones diferencialesordinarias en el

grupo experimental.



1.6 Hipotesis

El uso del programa Modellus 4.0 como herramienta didactica mejora el aprendizaje de
ecuaciones diferenciales de los estudiantes del 111 Nivel de Mecatrénica de la Universidad
de las Fuerzas Armadas ESPEL, en el periodo Marzo- Agosto 2014.



CAPITULO II

2 MARCO TEORICO CONCEPTUAL

2.1 Revision de la literatura

Teodoro, V. (2002, pags. 75-76) publica una investigacion sobre el aprendizaje de la
matematica en la interfaz de usuarios de computadoras a través de Modellus para lo cual

parte de algunas particularidades del aprendizaje como las siguientes:

- el aprendizaje es un proceso activo de creacion de significado de las

representaciones.

- el aprendizaje tiene lugar en una comunidad de practica donde los estudiantes

aprenden tanto del propio esfuerzo como de la orientacion externa.

- el aprendizaje es un proceso de familiarizar conceptos con enlaces y conceptos

con representaciones.

- la manipulacion directa mediante modellus permite a los estudiantes explorar
objetos concretos-abstractos como los de la fisica y puede ser utilizado por los estudiantes

con un minimo conocimiento informatico.

Como resultado de su investigacion, Teodoro, V. (2002, pag. 76) demostrd que las
computadoras son una herramienta importante en la investigacion y el desarrollo en casi

todos los &mbitos cientificos y campos tecnoldgicos; sin embargo esto todavia no se ha



convertido en realidad para el aprendizaje en muchas escuelas y centros de estudios de

pregrado.

En esta tesis se propone un marco para el disefio de planes de estudio donde las
computadoras, y modelos de computadora en particular, son una herramienta importante
para el aprendizaje. Este marco esta basado en la investigacion en la ciencia y la

matematica y en la interfaz de usuario computadora.

Una investigacion sobre las dificultades de los estudiantes en el aprendizaje de las
ecuaciones diferenciales ordinarias (Dullius, M. M., Veit, E. A., &Araujo, 1. S, 2013, pags. 1-18) Se basod
en la revision de literatura, entrevista a profesores experimentados en la ensefianza de las
ecuaciones diferenciales, seguimiento a una clase de estudiantes que asistian a la

disciplina de las ecuaciones diferenciales.

Los resultados muestran la importancia que tiene el hecho de que los profesores cambien
sus métodos de ensefianza, teniendo en cuenta la posibilidad de hacer uso de los avances

tecnologicos.

Algunas actividades basadas en la la metodologia de la ensefianza a través de la
resolucion de problemas han sido disefiadas para mejorar el avance del aprendizaje del

estudiante (Rossi, M. I, & Allevato, N., 2012, pags. 7-8).

Una de esas actividades tuvo como objetivo llevar a los estudiantes a través de los
problemas, a construir su propio conocimiento, y a hacer una asociacion entre profesor y

alumno en la construccion colaborativa del pensamiento matematico.

La metodologia de investigacion de Rossi, M. I., & Allevato, N, (2012, pags. 7-8) incluyd
procedimientos cualitativos y metodoldgicos donde se aplicaron la investigacion

participativa, la observacion participante y el analisis documental.
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El problema representado fue elegido con el fin de cubrir la necesidad de buscar nuevas
formas de ensefianza del calculo para responder a las preguntas de cémo tener una mejor

vision y comprension de los conceptos y mejorar el aprendizaje.

2.2 Fundamentacion cientifica

2.2.1 Fundamentacidn epistemoldgica

El trabajo de Moreira (2012, pags. 61-62) Y SU propuesta sobre el uso de medios que estimulen
la creatividad de los estudiantes a través de recursos didacticos a lo cual se suma la teoria
del aprendizaje por descubrimiento de Zapata-Ros (2014, pags. 20-21) son la base para la
aplicacion del Modellus en el &mbito epistemolégico; el aprendizaje matematico se
produce a través de la experiencia y el involucramiento de los sentidos en el estudiante.

2.2.2 Fundamentacion Psicopedagdgica

El fundamento psicoldgico de este estudio es la importancia de diferenciar las estrategias
y los recursos aplicados a los estudiantes segin su estadio psicoldgico; asi por ejemplo
no es lo mismo establecer un proceso ensefianza-aprendizaje en nifios (pedagogia) que en
adultos (andragogia); en éste ultimo se requieren orientaciones especificas antes que la

busqueda de un protagonismo expositivo (Piaget, 1991, pags. 82-83).

El Modellus 4.0 es ideal en este sentido, sobre todo en la aplicacion de las ecuaciones

diferenciales ordinarias.
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2.2.3 Fundamentacion Legal

El desarrollo de competencias basicas a través del uso de herramientas que permitan
contribuir con el perfil de salida del ingeniero es uno de los propositos de la Universidad
de las Fuerzas Armadas ESPEL y se halla inserto en su Modelo Educativo en su capitulo

6 (ESPE, 2015); que constituye el fundamento legal de la investigacion.

2.3 Fundamentacion Tebrica

2.3.1 El aprendizaje Activo

El aprendizaje activo reconoce que las personas aprenden mejor de la experiencia. El
concepto de aprendizaje activo no es nuevo. En 1915, John Dewey reconocio la

importancia del aprendizaje experiencial en el aula.

El Maestro y el libro ya no son los Unicos instructores; las manos, los ojos, los oidos, de
hecho todo el cuerpo se convierten en fuentes de informacion, mientras que el maestro y

los libros de texto se convierten, respectivamente, en el motor de arranque y evaluador.

Ningun libro o mapa se puede considerar un sustituto de la experiencia personal; no

pueden tomar el lugar del viaje real (Dewey, 1995, pag. 220).

El énfasis de Dewey en la experiencia de los estudiantes se hizo eco en el pensamiento
critico moderno acerca de la educacion universitaria. (Chickering, A.,& Gamson, Z., 1987, pags. 3-
7) en "Siete Principios de Buena Practica en la Educacion™ insisten en que la investigacion

muestra que los estudiantes aprenden a través de recursos didacticos.

El aprendizaje no es un deporte para espectadores; los estudiantes no aprenden mucho
por sentarse en las clases para escuchar a los profesores, memorizar tareas pre-envasadas,

y arrojar respuestas.
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Los estudiantes tienen que hablar de lo que estan aprendiendo, escribir sobre ello,

relacionarlo con experiencias pasadas y aplicarlo a su vida cotidiana.

Las practicas de ensefianza congruente con un enfoque metacognitivo del aprendizaje
incluyen el sentido de decisiones, la autoevaluacion y la reflexién sobre lo que funciona
y lo que necesita mejorar. Se ha demostrado que estas practicas pueden aumentar el grado

en que los estudiantes transfieren su aprendizaje.

El aprendizaje activo reconoce el beneficio de la traduccion de las practicas
metacognitivas en el tiempo. La premisa detras del aprendizaje activo es que la memoria
y la comprension de las personas aumentan de forma exponencial con una mayor

participacion (puq, 2014).

Escritos que describen los esfuerzos para aumentar la participacion de los estudiantes
revelan que el aprendizaje activo se presenta en multiples formas con distintos nombres.
Sin embargo, el principio de la participacion de los estudiantes con retroalimentacion

continlla constante.

En el enfoque tradicional de la educacion superior, la carga de la comunicacion material
del curso reside principalmente en el instructor. En la instruccidn centrada en el estudiante

parte de esta carga se desplaza a ellos mismos.

Este es un enfoque amplio que incluye técnicas tales como sustituir las experiencias de
aprendizaje activo en las clases expositivas; es determinante la asignacién de problemas
de tipo abierto que requieren un pensamiento critico o creativo que no se pueden

solucionar siguiendo ejemplos de texto (Chickering, A.,& Gamson, Z., 1987, pags. 3-7).

Una caracteristica esencial de cualquier programa de desarrollo de habilidades es la

practica y la retroalimentacion.
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A la mayoria de los estudiantes nunca se les ha ensefiado a resolver problemas de tipo
abierto o pensar de manera critica o formular problemas, por lo que la primera vez que se

asigna un ejercicio de este tipo probablemente lo haran mal.

Solamente después de recoger sus productos y proporcionar comentarios constructivos
después de varios trabajos similares y sesiones de retroalimentacion, los estudiantes

comienzan a dar el tipo de resultados que el maestro esta buscando.

Entonces también se produce la retroalimentacion mutua significativa en el grupo. Este
enfoque sirve a un doble proposito: los estudiantes adquieren mas habilidad, confianza y

ganas de aprender; y, se involucran directamente.

Eric Mazur (2015, pag. 42) profesor de fisica en Harvard describe su técnica de aprendizaje
activo como pruebas concepto; y ha desarrollado pruebas tipo concepto para ayudar al

aprendizaje del estudiante en las clases magistrales.

Las pruebas tipo concepto son preguntas de opcion multiple que se intercalan a través de
la conferencia para determinar en los estudiantes la comprensién de los conceptos y crear

oportunidades para la instruccion. Mazur sigue la siguiente secuencia:

1. Conferencia de segmentos cortos centrandose en el concepto clave
2. Prueba de conceptos: preguntas planteadas a los estudiantes

3. Los estudiantes tienen un minuto para registrar sus respuestas (a través de las manos

levantadas, sistema de respuesta personal o escrita)
4. Se les pide a 4 estudiantes convencer a sus comparieros de su respuesta

5. Los estudiantes registran una respuesta revisada después de la conversacion entre pares

(a través de las manos levantadas, sistema de respuesta personal o escritura)

6. Breve explicacion de la respuesta correcta por el instructor.
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Mazur (2015, pag. 43) utiliza la prueba de concepto como una manera informal de evaluar la

comprension del estudiante.

Si el rendimiento de los estudiantes en las pruebas concepto es satisfactoria, la
conferencia puede pasar al siguiente tema. Si no, el profesor debe reducir la velocidad y
repetir la conferencia en mas detalle sobre el mismo tema, y volver a evaluar a los

estudiantes con otro test concepto sobre el tema.

Esto evita un abismo de desarrollo entre las expectativas del profesor y la comprension

de los estudiantes.

2.3.1.1 La evaluacion del aprendizaje activo

(Duffy, T. M..& Jonassen, D. H., 2009, pag. 41) definen dos maneras en las que el aprendizaje
constructivista se puede evaluar. Ellos sugieren que un método seria evaluar como los
estudiantes son capaces de funcionar dentro de un dominio de contenido, y si podrian
utilizar las herramientas y entendimientos del dominio para resolver problemas dentro de

ese dominio.

Si los estudiantes estan involucrados en una tarea auténtica, entonces la evaluacion

consistira en saber si el estudiante ha completado con éxito su tarea.

El segundo método sugerido consiste en determinar si los estudiantes reflexionan sobre

los procesos mediante los cuales llegan a sus conclusiones y documentar este proceso.

El proceso de adquisicién del conocimiento debe ser evaluado de manera especifica, no

como cualquier producto o comportamiento observable (wang y Fischer, 2012, pag. 33).
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Segun Jonassen (2009, pag. 41), evaluar como los alumnos van sobre la construccion de su
conocimiento es mas importante que el producto resultante, lo que sugiere que los

procedimientos de evaluacion deben convertirse en una parte del proceso de instruccion.

La meta de evaluacion gratuita podria ser una parte importante de la evaluacion
constructivista, ya que permitiria al evaluador ser imparcial por los objetivos de la

instruccion.

La evaluacion de lo constructivo en el proceso de aprendizaje se puede mejorar mediante
la adicion de multiples evaluadores que tienen una gama de conocimientos en el area en
estudio y que representan multiples perspectivas. Esto permite al profesor desempefiar un
papel de facilitacion de entrenamiento, mientras que las fuentes externas serian

responsables de la sumativa de decisiones.

2.3.2 Los recursos Didacticos Interactivos

Los primeros esfuerzos para integrar las TIC en el proceso educativo tuvieron como
resultado el desarrollo de un nimero de materiales didacticos con diferentes grados de
valor y desarrollo de los costos de instruccion. Generalmente, el valor y el costo de la

elaboracion de materiales didacticos son directamente proporcionales (padrén, 2014).

El valor y el desarrollo de materiales de aprendizaje han evolucionado en los Gltimos afios
apoyados por la tecnologia. Un ejemplo simple de material didactico es el entorno virtual
de un curso; cuyo valor de instruccion es bajo, ya que los maestros usan la pagina web
como un simple y unidireccional mecanismo de comunicacion para que los alumnos

tengan informacion sobre el curso.

El costo de desarrollo de un entorno virtual del curso ha disminuido gracias a la gran

disponibilidad de herramientas hipermedia y creacion web.
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Sin embargo, cuando se construye un sitio web para materiales didacticos se incrementa
el costo de desarrollo porque es necesario recopilar, componer y mantener el conceptual
apropiado y las relaciones de navegacion entre los elementos contenidos en el entorno

virtual.

El valor de instruccién también se incrementa con respecto a un laboratorio virtual simple
porque los alumnos cuentan con recursos relacionados que les ayuden a mejorar sus
asociaciones mentales que utilizan para almacenar y recuperar informacion entre los

nuevos conceptos que se aprenden y los conocimientos que ya tienen.

2.3.2.1 El Modellus como recurso didactico

Se ha elegido el programa Modellus como facilitador didactico del proceso ensefianza-

aprendizaje por las siguientes razones:

o Software gratuito

o Liviano

o No requiere informacidn especifica para su instalacion.
o Lenguaje de alto nivel

) Entorno virtual agradable y amigable

o No requiere conocimiento de programacién

° Flexible

Como se aprecia en el listado el Modellus 4.0 es un software adecuado para su uso en el
desarrollo de las clases de Ecuaciones Diferenciales; en especial para concretar el objetivo

primero de la didactica como constituye la traduccion del lenguaje abstracto en concreto.

2.3.3 Categoria Variable Dependiente

2.3.3.1 Ecuaciones Diferenciales

Ecuaciones Diferenciales son aquellas que contienen las derivadas o diferenciales de una

0 mas variables dependientes con respecto a una 0 mas variables independientes.

Clasificacion de las ecuaciones diferenciales
17



Segtin el tipo

Ecuaciones diferenciales ordinarias: Son aquellas que contienen derivadas ordinarias de

una o mas variables dependientes con respecto a una sola variable independiente (EDO)

dy y "variable dependiente" o Funcién incognita y = f(x)
—=x+3; n . ) "
dx x "variable independiente

Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales: Son aquellas que contienen una o mas

derivadas respecto a dos 0 més variables independientes (EDP)

ou v u "variable dependiente" o Funcién incégnita u = f(x,y)
@ == a} v "variable dependiente" o Funcion incognita v = g(x,y)
x;y "variables independientes "

Segtin el orden

El orden de una ecuacion diferencial ordinaria esta dado por la méas alta derivada. Una

EDO de orden “n” se representa como:

v dy d?y d3y d"y\ _ 0
dx,dxz,dx3 ......... -

Se puede expresar también como:

n n—l n—2 2

d d
an(0) T2+ an 1(x> Z 2, z(x) et ) y+a1(x) >+ a0y = f)

Y en la forma normal, se despeja la mas alta derivada y se expresa como:
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dny ! 144 _
o= Sy Yy ye)

Por ejemplo:
x —y+y=0 oy =—- EDO; 1°" orden
X X ’

Segun la linealidad

Se puede decir que una EDO es lineal si cumple con las siguientes condiciones:

. a, (x) es funcion solo de “x”

o Todas las derivadas estan elevadas a la primera potencia
dny dn—ly dzy dy
dxm’ dxn-1"7" dx?’ dx’ Y

. f(x) es funcion solo de “x”

Segtin el grado

El grado de una ecuacion diferencial esta dado por el exponente de su mayor derivada.

Por ejemplo:

Determinar el tipo, el orden, el gradoy la linealidad de las siguientes ecuaciones:

d? d
x(d_x32’)3 n x(ﬁ * = tan(x); EDO, 2%° orden, grado 3,no lineal

X
y@ + xy = 9:EDO 1°" orden, grado 1, es lineal, la funcién incégnita es "x
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Solucidén de una ecuacién diferencial

Se dice que una funcion f definida en un intervalo I; que es continua y posee “n”
derivadas continuas en ese intervalo I; y que, al ser sustituida en la una ecuacion
diferencial de orden “n-1” genera una identidad; es solucion de la ecuacion diferencial

en ese mismo intervalo | .

Es decir si cumple la siguiente condicion:

FOt, £ f f " fM)=0; vx € 1

Por tanto al intervalo | se le conoce como intervalo de solucién o dominio de la solucién

entre otros nombres, mismo que puede ser abierto, cerrado o semi abierto.

Comprobacion de una solucién de una Ecuacién Diferencial Ordinaria Solucién de

una EDO.

Se dice que una funcion "f" definida en un intervalo | es solucion de un ecuacion

diferencial en ese intervalo | si satisface la ecuacion.

dy

- F =)

dy
==

fdysz(x)dx

y = F(x) + C Solucién general de la EDO
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En la mayoria de problemas que incluye ecuaciones diferenciales se trata de obtener
soluciones particulares, luego de la solucion general de la ecuacion diferencial mediante

ciertas restricciones llamadas condiciones iniciales.

Ejemplos:

» Si y1(xX) y y2(x) son las funciones dadas, demostrar que son soluciones de la

ecuacion diferencial planteada como y’’- y=0.

a- y; =e*¥

yi’ =e*; yi"=ef - y'-y=0-e-e*=0

~y; = €% es solucion

b- y, = cosh(x)

y,' =senh(x); y,” =cosh(x) - y"—y=0- cosh(x)—cosh(x) =0

=y, = cosh(x); es solucion

Origenes de las ecuaciones diferenciales ordinarias

Se puede clasificar el origen de las ecuaciones diferenciales en dos grupos el primero
cuando se originan como modelos matematicos de fenomenos fisicos, de procesos
bioldgicos, econdémicos, quimicos, eléctricos, mecanicos, etc. Y el segundo cuando se

obtienen ecuaciones diferenciales a partir de familias de curvas geometricas conocidas.

Familia de curvas solucion de una Edo

Una ecuacién diferencial tiene generalmente un namero infinito de soluciones. Asi, al

resolver una ecuacion diferencial de primer orden de la forma F(x,y,y’)=0 se obtiene una
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familia “uniparamétrica” de curvas de la forma g(X, y, C) =0 donde la constante C es

arbitraria.

De forma similar si se resuelve una ecuacion diferencial de segundo orden de la forma
F(x,y,y’,y’’) = 0 se obtiene una familia “biparamétrica” de curvas de la forma

g(x,C1, C2) =0 donde las constantes C1 y C2 son arbitrarias.

Por tanto al resolver una ecuacidon diferencial de orden “n” de la forma
F(x,y,y,y",y" ....y™) = 0 se espera obtener una familia “n” paramétrica de

soluciones de la forma g(x,y,C4,C5,C5 ... ... c, =0.

> Representar la familia de las curvas solucion de la ecuacién diferencial.
d 1

——xyz=0

dx y

dy 1

—_— x 2

dx y

2

X2
y = <Z + K> solucién general

cuando k =-2,-1,0,1,2

4 2

x X 2 x2 2
SiK=0 y=T0; Sik=1 y=(7+1); Sik=2 y=(T+2
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a8
PRI

Figura 1-2. Gréfico de las curvas solucion de la edo
Realizado por Ibeth, Delgado M. 2014

Dando valores a la constante K, cualquiera que sean éstos, nunca se va a obtener la
solucion trivial es decir y=0, que en este caso si es solucién de la edo. Por tanto y=0 es

una solucién singular de la edo.

Problema de valor inicial

Generalmente cuando se resuelve una EDO es muy util obtener la solucién especifica
para una cierta condicion del problema ya definida. Esta condicion se le llama resolver

el problema de valor inicial.

El problema de valor inicial consiste en resolver una ecuacion diferencial ordinaria de

an _ . -
orden “n” de la forma ﬁ e,y y,y", ..., y@ D) sujetaa las condiciones:

y(xo) = yo;
y' (x0) =¥'o;

y”(xo) — yIIO;

y(n_l) (xo) = y(n_l)o

23



Donde: yo; ¥'o; .- .y(”‘l)0 son los valores de “y” y de sus “n-1” derivadas en un solo

punto, estos valores son constantes dados en forma arbitraria y se les Ilama condiciones

iniciales.

De donde “una” solucién particular es x(t) = —2 cos(4t) + isen(4t)

Notar que se utiliza la palabra “una” y no “la” solucion particular; pues existen algunos

casos en los que existen algunas soluciones para un PVI.

Campos direccionales

La ecuacion y = C representa una familia de lineas horizontales, cualquier miembro de
la familia f(x,y) = C se llama isoclina, representa una curva a lo largo de la cual la

inclinacion de las tangentes es igual.

Cuando se hace variar el parametro C, se obtiene un conjunto de isoclinas en las que los
segmentos lineales se construyen adecuadamente. La totalidad de esos segmentos lineales
se llama: campo de direcciones, campo direccional, campo de pendientes o campo de

elementos lineales de la ecuacién diferencial.

dy
e fx,y)

En las figuras, el campo de direcciones representa las “lineas de flujo” de la familia de
curvas de solucion de la ecuacion diferencial y' = y. Si se desea una solucion que pase
por el punto (0,1), ese debe formar una curva, que pase este punto de modo que atraviese

las iso6clinas con las inclinaciones adecuadas.

Ejemplos:
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m pendiente de la recta tangente a la curva

-2

=y=

Realizado por Ibeth, Delgado M. 2014

Meétodos de solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Integracion Directa

Si la ecuacidn diferencial es de la forma:

dx=f(x)

Se la puede resolver integrando directamente el diferencial dy del un lado de la ecuacién

con respecto a “y”; y, la funcion f(x) con respecto a “dx”.

fdy=ff(x)dx+C

25



Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

dy _
> X
[dy = [ xdx
_Zic
Y=

Variables separables

Si la ecuacién diferencial tiene la forma:

Z—i} =f(xy)

se puede escribir como:
M(x)dx + N(y)dy = C
Donde:

[TSKIN

M (x)=funcidn solo de “x”; y N(y) = funcion solo de “y”

fM(x)dx +fN(y)dy =C

> Resolver la siguiente ecuacion sujeta a y(w/4)=n/3

tan(x) .sen?(y) dx + cos*(x)cot(y)dy = 0

tan(x) cot(y) B
cos?(x) ¥ + sen2(y) y=0
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tan(x) cot(y) B
jcosz(x) dx + f sen2(y) Y ¢

ftan(x)secz(x) dx + j cot(y) csc?(y)dy = C

u? v?
d —wdw=C—>———=C
fuu+ wdw —>2 >

tan?(x) _ cot?(y)

C|— Solucion general

2 2
2 (M
tan?(m/4) cot (g) 1 -3

tan?(x) — cot?(y) = 2| - Solucion particular

Reducibles a variables separables

Si la ecuacién diferencial tiene la forma:

dy
E—f(ax+by+c)

Se puede resolver haciendo la sustitucién
u=ax+by+c

du +bdy dy 1(du )
_— = —_—_— | —
de  “ 7 %ax T ax plax ¢

Se reemplaza en la EDO original y se obtiene una EDO en (u,x) a variable separable.
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> Resolver

dy ”
a—(x+y+1)

P du 1_I_dy dy du 1 du 1 )
= s — = _— 0 —=——-1>—-1=
USXTYTL ™ 0 dx dx dx dx W)

du u
_:u2+1—>f x=fdx+c—>arctan(u)=x+c

arctan(x+y+1)=x+C » y=tan(x+C) —1—x

Ecuaciones diferenciales homogéneas

Funciones homogéneas:

Una funcion f((x, y) se dice homogénea de grado “n” si cumple la condicion.
f@x, ty) = t"f(x,y)

> Determinar si es homogénea
2x
flx,y) = (x* +y*)er +4xy
2xt

2x
flxy.yt) = (x2t?2 + y2t?)ert + 4xtyt > f(xy.yt) = t2(x? + y?)er + t2(4xy)

L FGyay) = 2|2+ yDer +axy| > Foy.yD) = 217 ()]

Es funcion homogénea de grado 2

28



La ecuacion M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0 se dice que es homogénea si cumple con que

My N sean honogéneas, es decir:

M(xt,yt) = t"N(x,y)

N(xt,yt) = t"M(x,y)

Esta ecuacion se puede resolver por variable separable utilizando cualquiera de las

sustituciones siguientes:

y = ux cuando la estructura de N = (x, y) es mas sencilla que M = (x, y)

x = vy cuando la estructura de M = (x,y) es mas sencillaque N = (x,y)

dy =udx + x du; dx=vdy+ydv

> Resolver la siguiente ecuacion diferencial

Mx.y) N(xy)
—_—— ~~ , .
x—y)dx+ x dy=0 homogéna de primer grado

y =ux =>dy = udx + xdu; (x —ux)dx + x(udx + xdu) =0
1—-wdx+udx+xdu=0; dx—udx+udx+xdu=0

dx +xdu =0
dx y
f?+fdu=0+6; Inx+u=C¢C; Inx+;=C

Ecuaciones diferenciales exactas

Sea una funcion que definidacomo: f: R? > R
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_ of (x,y) e + af (x,y)
9

af (x,7) 5y @

A la funcién M(x, y)dx + N(x,y)dy = 0 se la llama exacta si existe una funcion f(x,y),

f: R? - R tal que la diferencial de f(x,y) es:

df (x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy

Donde:

af (x,y) y N@w:wmw

M(x,y) = 0x ; dy

Se dice que la ecuacion diferencial es exacta si cumple la condicidn necesaria para que

sea exacta la cual es:

d a . . .
% = a_:; Condicion de los campos vectoriales conservativos
> Verificar si la ecuacion diferencial es exacta

2xy dx + (x*-1)dy=0

N—— N————

M(x,y) N(xy)

oM oN

— =2x —=2x 2x =2x -~ esexacta
dy 0x

> Resolver la siguiente ecuacion diferencial

(2xy —tgy)dx + (x> —xsec’y)dy =0
M(xy) N(x.y)

oM oN

— = 2x — sec?y; — = 2x — sec? . es exacta
ady Y ox Y

wmw:M&wﬁjwmw

9% Ix dxsz(x,y) dx —
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f,y) = f (2xy — tany)dx - f(x,y) = x*y — xtan(y) + C;(y)

0f (x,y) _

3 x? —xsec?(y) + C{(y);

of (xy) _ ofxy) _ .2 2
oy = N(x,y) o, T =X —xsecty

x? —x sec’(y) + C{(y) = x* — xsec?(y)

Ci(y) =f0dy: Ciy) =C; fx,y) =x*y—xtg(y) +C

x?y —xtg(y) =0

Ecuaciones diferenciales reducibles a exactas

Si la ecuacion diferencial no es exacta se puede reducir a exacta encontrando la funcién
u(x,y)
u(x, y)M(x,y)dx +u(x,y) N(x,y)dy =0 sea exacta

CASO 1. Si u(x, y) es funcion solo “x”

u(x,y)M(x,y)dx + u(x,y) N(x,y)dy = 0

Mr(x,y) N/(xy)
oM’ (x,y) oM (x,y) ou(x,y)
—_— B — M )
5 u(x,y) % + M(x,y) 3y
oM'(x,y) oM(x,y) L
T =u(x,y) —ay porque u es funcion sélo de "x"
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AN’y ON(x,y) N ou(x,y)

Fra u(x,y) % N(x,y) 9%
Para que sea exacta:
oM'(x,y) 0N'(x,y)
dy T ox
IM(x,y) _ dN(x,y) du(x,y)
u(x! }’) ay - u(x'Y) ax + N(x' 3’) ax
oM (x,y) ON(x,y) ou(x,y)
u(x,y) "oy u(x,y) “ax N(x,y) o
OM(x,y) ON(x,y) ou(x,y)
u(x,y) ( e RGO

1 (oM(x,y) ON(x,y)\ _oulx,y)
N(x,y)< dy ox >_u(x,y)

1 oM (x,y) ON(x,y) e = du(x,y)
fN(x.y)< ady ox )x_fu(x,y)

B 1 oM (x,y) ON(x,y)
ln(u(x,}’))—fN(x,y)< 3y ox >dx—>

u(x’ y) = eff(x)dx

1 (OM 6N>

N(x,y)\dy ox

f) = 3y ox

CASO 2. Si u(x, y) es funcion de “y”

u(x’y) = efg(Y)dy
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1 (OM 6N>

M(x,y)\dy ox

CASO 3. Si u(x,y) =f(x) g(y) donde f(x)y g(y) se encuentran por

inspeccion.
oM _ON _ f&) 90)
oy ~ax M oy TMEY) g0y

CASO 4. Siu(x,y) = x™y™ donde my n se determinan a partir de la condicion

suficiente y necesaria de las ecuaciones diferenciales exactas.

> Resolver la siguiente ecuacion diferencial

(¥3x + 1dx + x%y*dy = 0

oM aN—32 2xy? = y%x dividi N
3y " ox yex — 2xy* = y*x dividir para N(x,y)
=> 12 CASO

1 1 1
) = gyix =32 utoy) = e s uy) = e™ s uny) = x

Combinaciones integrables
> Resolver la siguiente ecuacidn diferencial

dr  rsecO(secd +1%(tgh))
de rZsec(0) — tg (0)

(r?sec(8) —tg (0))dr(rsec?0 + r3sec(0)tg(8)do +r?
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12

tg(o sec?6
<sec€ — 9 )> dr + " + rsec(6)dO =0

secl tgl
g ):O

(sec@dr + rsecOtg0do) + ( " do — T—Zdr

tgo
d(rsec) + d (gT) =0

sec? tgh
secOdr +r sec tgl db + " do —7 dr =0

Jd(rsec@) + J d <g) =0

tg 0
rsec9+gT=C

Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es de la forma.

dy ~ dy a(x)  f(x)
@) Gt @y =100 Gt Y T w®
Z_i’ + Py = 0(x) EDOL 1°orden

Factor integrable por reducible a exacta primer caso

F.l efP(x)xd

o) P(Oxd 3_3: + e PCOxd P(x)y = e PCOxd Q(x)
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[ P(x)xd
d(e/PWxdy) = el P(Ixd g(x); |y = =/ PWIxd U e Q(x)dx + C}

> Resolver la siguiente ecuacion diferencial
dy 1 1 X 1
——e y=—sen(—) —e cos(—) -

x x x

e 0= o) o}

[P(x)dx
y = e—fP(x)dx {fe Q(X)dX+C}

y = e {(e‘excos (é)) + C}; <cos (%)) betCy

Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primero y Segundo Orden

Entre las aplicaciones sencillas de las EDO se tienen los siguientes procesos que pueden

ser resueltos por el método de variables separables.

¢ Crecimiento Poblacional
Determinacién de la edad de fosiles
dA Desintegracién radiactiva

@ kA< Eliminacion de medicamentos
t Ley de Newton Enfriamiento — Calentamiento

Interés compuesto
\ Vaciado de tanques, etc

dA Circuitos eléctricos
i P()A(t) = Q(t)] Mezclas
t Ofertay demanda, etc
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Las EDO se aplican en la geometria para encontrar las trayectorias ortogonales e
isogonales a una familia de curvas dada; la ecuacion diferencial puede ser resuelta por

cualquiera de los métodos revisados anteriormente.

Curvas ortogonales.- Dos curvas C; y C, son ortogonales si sus tangentes son

perpendiculares en un punto de interseccion, es decir cumplen con la condicién de:

mp,m; = —1

Donde:

my es la pendiente de la recta tangente a la curva C;

m,, es la pendiente de la recta tangente a la curva C,

Familia de curvas ortogonales

Cuando toda las curvas de una familia de curvas g(x, y, C) = 0 cortan ortogonalmente a
otra familia de curvas h(x, y, C) = 0 se dice que son cada una trayectoria ortogonal de la

otra.

Para encontrar las trayectorias ortogonales de una familia de curvas dada en coordenadas

rectangulares se resumen los siguientes pasos:

o Se halla la ecuacion diferencial de la familia de curvas dada.

dy

== fxy)

o Se resuelve la ecuacion diferencial de la familia ortogonal como
dy 1

dx f(xy)

o Se resuelve la ecuacion del diferencial del paso 2
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> Encontrar la familia de curvas ortogonales de las trayectorias ortogonales de la

familia de curvas dadas.

y = cx?; familia de paréabolas

x%y —y2x
N b

x2 x4 > x?y'=2xy=0->xy' -2y=0

dy 2y -

—=— EDO de la familia de curvas dadas

dx x

y__Z EDO de la familia d togonal
Ix 2y e la familia de curvas ortogonales

y“ = — —+C; familia de elipses e hipérbolas

N

Figura 3-2. Gréfico de las trayectorias ortogonales a la edo
Realizado por Ibeth, Delgado M. 2014

2.3.4 Marco epistemoldgico

Vision epistemolodgica desde el punto de vista filoséfico y psicopedagogico
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o Desde el punto de vista filosofico

La fundamentacion filoséfica que sustentara la investigacion se orienta a través de la
educacion como un medio de libertad del estudiante y no como una forma de segregacion
u opresion (Marx, 1996, pags. 274-276). EI alumno construye libremente su conocimiento

mediante las herramientas a su alcance.
o Desde el punto vista psicopedagodgico

La propuesta del pedagogo John Dewey sobre la educacion pragmatica es la que sustenta
el desarrollo del presente estudio. La problematica es la que define la necesidad de
solucion y el uso de herramientas cientificas para dicha resolucidn. (Dewey, 1995, pags. 101-

102).

2.3.5 Categoria variable independiente: modellus 4.0

Formato del Modellus

A continuacion se describe brevemente el contenido de forma del programa.

o Modellus - Nuevo Documento ol

hido | VarableIndependiente ~ Modeo  Grifio  Tabla  Objetos  Notas

N‘ j H H o‘n‘Nebu\aBri(kWal\ V‘EAngu\osz ‘Radianes v locked ;@ ? ‘
i em———— :

T Espaiiol(E9) i Nimerode Decimales: 3
Abrir - Nuevo  Guardar Guardar ‘“—ESM—V‘ S Ayuday Sobre  Ayuda

Kao A .
como E' LimiteEponenciat 3 uid

Fichero | Preferencias . Helo

Figura 4-2. Barra de Inicio

Fuente: Programa Modellus.
La Plantilla barra de inicio permite abrir documentos previamente guardados, acceder a
paginas de trabajo nuevas formato Modellus; diferentes opciones de guardado dentro del
fichero, manejo de parametros y condiciones iniciales en el apartado “preferencias”,

manipulacion de objetos y graficos e insercion de notas en el “entorno de trabajo”.
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Modelo Matemitico
dhe -1 {hc Mlotas,

RS VACIADO DE TANQUES

Re 5 =
dhco -1 1 Heo =
dt 18 f_[mﬁ] F)
it s del I vaciado sea el mis répid
= - el tar e el vaciado sea el mds répido?
dt 13 (hes x( 2 xRes - hes)) - Analzar entre los tanques de forma cilndrica y el esférico.
dhea -x fhea
dt 18 (L1xL2)
() e |
D Casot M Caso2 [Caso3 [ Casod \

ges | pc= | 5150/ o000/ o000l oooo)

s | Heo=| 12000/ 0000/ 0000/ 0000
o=/ 8920 o000 ool o000

‘gudes | Res=| 6200 0.000 0000 0.000

waes | 17= | gooo/ o000l 000!l o000
[ sguses | 12= | 10410/ 0000/ 0000l 0000/

Min: 0.000 Max: 1.980€3

t = 0000

Figura 5-2. Entorno de trabajo
Fuente: Programa Modellus. 2014

El entorno de trabajo esta formado por una ventana virtual en la cual se visualizan de
forma optima las simulaciones de fendmenos, los modelos matematicos que representan

esos fendmenos, instrumentos de medida, notas aclaratorias de las simulaciones; etc.

@ Modellus - Nuevo Documento

= [ Var;able Indiepenaié;t;] rModeio
il Max:
il Min: 0.0000
!! Paso: ' 10.0000

Variable Independiente

Inicio Gréfico Tabla

¥ Auto-ejecutar

\9 Variable Independiente: t 1.9800E3

Options

Figura 6-2. Plantilla barra variable independiente
Fuente: Programa Modellus.

En esta ventana se puede definir el pardmetro independiente, el valor minimo y el valor

méaximo asi como asi como el intervalo de célculo.

@ Modellus - Nuevo Documento

Inicio

Variable Independiente Modelo Grafico Tabla Objetos Notas
[ E/Z dr 3 0 o co NaN No un Numero
g5 " Jx Ar F X mw
; “ T Pl
Copiar  Interpretar || Potencia Raiz Delta  Tasade  Indice Ultime Comentario Condicion
imagen Cuadrada Variacién € e
Modelo Elementos Valores

Figura 7-2. Barra Modelo

Fuente: Programa Modellus.
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En el mend de “Modelo” se puede acceder a algunas opciones como: copiar imagen e
“interpretar” la cual permite realizar la interpretacion del modelo y verificar si la sintaxis
de la ecuacién es correcta.; la opcién “Elementos” contiene selectores virtuales con
opciones para facilitar la escritura del modelo matematico; el apartado* Valores” contiene
selectores de los numeros irracionales pi, e y el indicador correspondiente a

indeterminacion.

| Parémetros || Condiciones Inicales EI

Czzol [ Czze2 [0 Czs03 @ Cascd |
| igusies | mc= | sas0! ooo0o!l oooo!l o.000
| sgustes | ttco=| 12000/ o0.000| o000/ D.000
| igusies | meo=! 8920/ o000/ o000/l o0.000
| igusies | mes= | 6200/ o000/ o000/l o0.000
| tguses | 1= soooll ooooll o000l o.000
| sguses | 2= | 10410/ o000l o000/ o.000

ﬂ:‘rg = = .E

Figura 8-2. Parametros
Fuente: Programa Modellus.

En esta ventana se ingresan los parametros y las condiciones iniciales de las variables.

| Pardmetros || Condiciones Iniciales EI I

[ Casol [ Caso? [M Case3 [H Casod [
| wustes | we=| 12000/ o000/ o000/ 0.000!]
| sgustes | peo=| 12000/ owoo0! o000/ 0.000
| tgusies | hes=| 12000/ o000/ o0.000/| D.000
| sgustes | pea=| 12000/ owm00! o000/ 0.000

Figura 9-2. Condiciones iniciales
Fuente: Programa Modellus.

Aqui se ingresan las condiciones iniciales de las diferentes variables, existe la posibilidad

de que sean iguales en todos los casos, dependiendo del problema que se desee simular.
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0- Modellus - Nuevo Documento

Inicic Variable Independiente Modelo Grafico Tabla Objetos Motas
Show every (steps) 1.0 |t vI he v|| v|| v|| v| _\
[ Barras [@Azu v |ONaranja ~|[@Azl  ~v|[OResa  ~|[BReje  +] C:u;r
[ ] Escalas Iguales |I:| Casol hd II:I Casol hd ||I:I Casol hd ||I:| Casol h | |I:| Casol v | Tabla
Opciones Tabla Transfe...

Figura 10-2. Barra Tabla

Fuente: Programa Modellus.

Se pueden escoger los parametros y elegir diferentes colores para diferenciarlos en la
simulacion, también se puede asignar la escala y el intervalo en el que se desea observar

los valores calculados.

@ Modellus - Nuevo Documento

Inicio Variable Independiente Modelo Grafico Tabla Objetos Notas
| t v | I hc v I hes v Hhca v || hco v [ (i Escala Automatica [] Puntos & Zoom EE=N
[Bcasol v||[ONaranja v |ORosa  v|[ERojo v |[@Azul | || Et Escalasiguales  Espesor[2 v | Co;,
ID Casol v |E| Casol v HEI Casol v ||E| Casol v l @ View v Imagen
Horizontal Axis Eje Vertical Options Mode Transfere...

Figura 11-2. Barra Grafico

Fuente: Programa Modellus.

Las diferentes variables que intervienen en la modelacion del fenémeno se asignan a los
ejes horizontal y vertical, asi también los selectores de los colores que permiten identificar
los casos considerados en la simulacién; se puede escoger también las proyecciones,

escalas, valores, nombres, etc que se desean visualizar en el gréfico.

. Modellus - Nuevo Documento
Inicio Variable Independiente Modelo Grafico Tabla Objetos Notas

‘/\) \ / A dﬁ] - @ r{’ I_' #" Medida de Coordenadas ||pocition: | Stretch Spacing: | 10
(4 == Medida de distancias 3 .. Snap to grid
Particula Vector Lapiz Texto Indicador Analdgico Variable Imagen Objeto Origen I s Hi M| e
de Nivel Geométrico Color ]EI Blanco v | || (] Visible
Objetos de Animacion Mediciones Background Grid

Figura 12-2. Barra Objeto

Fuente: Programa Modellus.

En esta ventana se puede escoger los tipos de objetos para simulacién, los vectores
asociados al objeto, los marcadores de la trayectoria, el tipo de texto, los indicadores de
nivel de los elementos del movimiento si fuese necesario, el sistema de referencia y las

escalas de medida, insertar imagenes para crear un ambiente como fondo de pantalla, etc.
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Figura 13-2. Barra Notas
Fuente: Programa Modellus. 2014

En la ventana de notas se puede elegir el tipo de letra.

o x S o o TC)

Figura 14-2. Simulacién del vaciado de tanques de diferentes formas
Fuente: Programa Modellus. 2014

El objeto motriz se representa a través de una imagen de una gota de agua; los graficos
correspondientes a la forma en que la altura varia estan regidos por las ecuaciones
diferenciales ordinarias que representan este fendmeno y que se aprecian en la ventana de

modelo en el entorno de trabajo.

Los ejemplos guias son interactivos y permiten la participacion del usuario.
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Figura 15-2. Modelacion, gréfico, tabla y notas del vaciado de tanques
Fuente: Programa Modellus. 2014

El entorno de trabajo permite observar simultdneamente la simulacion, el grafico de las
variables, la tabla con los respectivos valores, el modelo matemético con las condiciones

iniciales y el cuadro notas a la vez.
Mocién
El programa Modellus ofrece gran versatilidad en a los “detalles personales” del usuario,

como: tipo de objetos, ubicacion en el entorno, tipos de escalas de medidas, tipos y

colores de letras; lo que resulta en gran modo didactico (Cruz, 2014, pag. 52)

Modelo Parametros  Condiciones Iniciales Tabla Grafico Objetos. Notas

- & : “wn \e
IE HA X" I Ax &, i ) = o b €
Copiar Interpretar Potencia Raiz Delta Tasa de Indice Ultimo ~ Comentario  Condicion No un Pl e
imagen Cuadrada Variacion Numero
Modelo Elementos Valores

Figura 16-2. Mocion
Fuente: (Cruz, 2014)

CAPITULO Il
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3.DISENO DE INVESTIGACION

3.1 Disefioy Tipo de Estudio

Se utilizo el disefio cuasi experimental pues se trabajé con grupos de estudiantes del tercer
nivel que estan tomando la asignatura de EDO; el primer grupo fue de experimentacion

y el otro de control.

Tabla 1-3 Disefio Experimental
GE 0 X 0

GC O - (0]

Realizado por Ibeth Delgado. 2014

Dénde:

GE es el grupo experimental con 33 estudiantes x 2 ensayos cada uno y un equivalente a

66 unidades experimentales.

GC es el grupo de control con 33 estudiantes x 2 ensayos cada uno y un equivalente a 66

unidades experimentales.

3.2 Determinacion de la Poblacion

La poblacion equivalié a 66 estudiantes de dos paralelos de Tercer Nivel de Ingenieria
Mecatronica de la ESPEL.

3.3 Muestra
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La muestra se determind por conveniencia por tratarse de una poblacién menor a 100

estudiantes.

El tamafio muestral equivale a 132 unidades experimentales desglosadas de la siguiente

forma:

66 unidades experimentales resultado de dos ensayos aplicados a 33 estudiantes del grupo
experimental; y 66 unidades experimentales resultado de dos ensayos aplicados a 33

estudiantes del grupo de control.

3.4 Método, Técnicas e Instrumentos

3.4.1 Métodos

3.4.1.1 Método Cientifico

o Problema: Capitulo I de la Tesis
o Hipétesis: Capitulo | de la Tesis
o Experimentacion: Inserto y descrito en los capitulos 11l (Metodologia) y V

(Propuesta) de la tesis.

o Tabulacion: En el capitulo 1V del documento de tesis.

o Validacion de hipdtesis cientifica: En el capitulo IV del documento de tesis.
o Resultados: En el capitulo 1V del documento de tesis.

o Conclusiones

o Divulgacién, EI documento de tesis.

3.4.1.2 Método Inductivo
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Para la investigacion se utilizara el método inductivo combinado con el analitico porque
se van a analizar casos particulares en cuanto a la modelacion de determinados procesos
basicos, se relacionaran con otros procesos mas complejos y se concluira en forma general
sobre la bondad del MODELLUS.

3.4.2 Técnicas

Se utilizaran pruebas basadas en las encuestas y cuestionarios estructurados en preguntas
cerradas de conocimiento especifico en los &mbitos conceptual y operacional sobre las
EDO.

3.4.3 Procesamiento de Datos

Se aplicara la prueba Z normalizada para la tabulacién de los datos recogidos desde la

experimentacion entre los grupos de investigacion.

3.5 Materiales

Los materiales y recursos usados en la elaboracién de éste estudio fueron los siguientes:

. Informaticos y Tecnoldgicos
o Técnicos
o Programas: Modellus 4.0 y SPSS versién 22
o Matrices de registro
CAPITULO IV
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4. RESULTADOS Y DISCUSION

4.1 Hipdtesis general

El uso del programa Modellus 4.0 como herramienta didactica mejora el aprendizaje de
ecuaciones diferenciales de los estudiantes del 111 Nivel de Mecatronica de la Universidad
de las Fuerzas Armadas ESPEL.

4.2 Variables

4.2.1 Variable Independiente

El Modellus 4.0 como herramienta didactica.

4.2.2 Variable Dependiente

El aprendizaje de ecuaciones diferenciales

Tabla 1-4 Operacionalizacion de variables
| \Variable | Concepto |
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Independiente:

El uso del programa
Modellus como
herramienta didactica.

Implementacion del pragmatismo mediante simulacién en el
proceso educativo de E.D.O para facilitar el aprendizaje.

Dependiente:

El aprendizaje de
Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias

Abstraccion reductivamente estadistica de las tematicas:
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden:
Homogéneas; Factor Integrante - Ecuaciones diferenciales
exactas.

Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de
Primer Orden.

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Orden Superior
Homogéneas con coeficientes constantes

No Homogéneas con coeficientes constantes

Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de
Orden Superior.

Realizado por: Ibeth Delgado. 2014

Tabla 2- 4 Dimensionamiento de las variables

aprendizajes.

Variable Dimensiones Indicadores Técnicas e
instrumentos
Independiente: Psicomotriz | Desarrollo de categorias | Encuesta.-
El uso del programa Comprension, Cuestionario
Modellus como Aplicacion, Anélisis
herramienta didactica.
Dependiente: Estandar Supera los aprendizajes. | Encuesta cuestionario
El aprendizaje de | reductivo (no en | Domina los
Ecuaciones Diferenciales | el plano del | aprendizajes.
ordinarias desarrollo de la | Alcanza los
inteligencia aprendizajes.
matematica) No alcanza los

Realizado por: Ibeth Delgado. 2014
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4.3 Analisis, Interpretacion y Presentacion de Resultados

Tabla 3-4 Evaluacion de los grupos al diagndstico

Lista Experimental Control
01 6,5 7,5
02 6,5 6
03 5 6
04 5,25 6,75
05 6 6,75
06 5,25 8,25
07 55 9
08 6,25 7,25
09 6 6,75
10 7,5 5,5
11 8 8
12 45 45
13 55 5,5
14 6 6
15 5,75 5,75
16 6 6
17 4,75 75
18 3,75 7
19 5,75 5
20 6,75 6
21 8,25 6
22 9 4,75
23 7,25 3,75
24 6,75 5,75
25 55 6,5
26 3,25 6,5
27 45 5
28 7,5 5,25
29 6 6
30 7,5 5,25
31 7 5,5
32 5 6,25
33 6 6

Realizado por: Ibeth Delgado. 2014
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Momento diagnéstico

6,60

5,401

8,201

Rendimiento

8,00

5,801

5,607

T T
Experimental Control
Grupo

Figura 1-4. Grafico de medias y errores al diagnéstico
Fuente: Tabla 3-4
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014

Como se aprecia en el grafico previo el rendimiento al momento de la evaluacién
diagnostica basada en la metodologia expositiva muestra una ligera desventaja en la
media del grupo experimental en relacion al de control. Los errores son mayores también
en el grupo experimental, lo que se interpreta como un grupo que tiene mayores contrastes

en cuanto a logros académicos.

4.4 Validacion de la hipotesis diagnostica de la investigacion

Ho. Las medias de rendimiento del diagnéstico entre los grupos de experimentacion y
control son iguales, es decir no existen errores de maduracion en los grupos de control y

experimental.

Ho: ul — u2 < 0; p_valor >=0.05
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Hi: Las medias de rendimiento del diagndstico entre los grupos de experimentacion y

control son significativamente diferentes.

Hi: u1 — pu2 > 0 ; p_valor <0.05

X1 — X3
Z =
517 i)
ny n;
Dénde:

X1: Media de rendimiento del grupo experimental
X,: Media de rendimiento del grupo de control
S1: Desviacion muestral del grupo experimental

S, Desviacion muestral del grupo de control

Tabla 4-4 Estadisticos descriptivos al diagnostico

Descriptivos
ICompila los valores

N | Media | Desviacion | Error Intervalo de confianza Minimo | Maximo

tipica tipico para la media al 95%

Limite Limite

inferior superior
Experimental | 33 | 6,0606 1,27020 | ,22111 5,6102 6,5110 3,25 9,00
Control 33|6,1667 1,10868 | ,19300 5,7735 6,5598 3,75 9,00
Total 66 |6,1136 1,18418 | ,14576 5,8225 6,4047 3,25 9,00

Fuente: Tabla 3-4
Elaborado por: Ibeth Delgado. 2014

6,06—6,17

7 = = 2 =-0,37
1,272 1,11
( 33 33 )
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Decision: Como -0,37<1,64 entonces se infiere que las medias entre los grupos
experimental y control son iguales; es decir que la investigacion no adolece de errores por
maduracién que podrian sesgar los resultados de la aplicacién de la metodologia

propuesta.

Valor eritico = 1.64
006 1

Figura 2-4. Gréfico de prueba de hipotesis diagnostica
Fuente: Tabla 4-4
Realizado por: lbeth Delgado M. 2014

El grafico anterior muestra que el valor de Z calculada no sobrepasa el valor critico de
1,64 validando estadisticamente el hecho de que las medias de los grupos de control y

experimental tienen las mismas medias.

Caso contrario no se podria continuar con la segunda parte de la investigacion pues al
caer en errores de maduracion se produciria sesgo en las apreciaciones de los resultados
en la investigacion. Dos grupos iguales de partida garantizan una mejor evaluacion de los

logros bajo la metodologia propuesta en el grupo experimental.
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4.5 Aplicacién Metodologica

Tabla 5-4 Evaluacion final

Lista Experimental Control

1 7,75 9

2 7 6,25
3 6,75 6
4 7 7
5 7,25 7,25
6 7 75
7 8 8,5
8 8,25 6
9 7,25 6
10 8 6,25
11 8,25 75
12 6 6
13 7,75 5,75
14 8,5 7,25
15 5 6
16 8,25 6,25
17 7,75 8
18 6,25 7,25
19 5,75 5,25
20 9 6,5
21 9,25 6,25
22 10 5
23 8,25 4,25
24 9,25 6,5
25 6,75 6
26 7,75 6,75
27 6 6,25
28 8,25 6,25
29 7,75 6,5
30 8,25 7
31 8,25 6,5
32 7 7,5
33 7,25 7,25

Elaborado por: Ibeth Delgado. 2014
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Evaluacién final

8,00

750

7,00

Rendimiento

6,50

6,00

T
Experimental

Grupos

T
Control

Figura 3-4. Gréafico de medias y errores en la evaluacion final

Fuente: Tabla 5-4

Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014

El grafico previo muestra una notable mejora en el grupo experimental con respecto al
diagnostico; siendo en el actual momento mejor su media que la correspondiente al grupo
de control. La distancia entre las calificaciones intrasujetos en el grupo de

experimentacion se ha reducido, reduciendo de esta manera el error tipico también.

4.6 Prueba de la Hipdtesis Cientifica de la Investigacion

Tabla 6-4 Estadisticos descriptivos en la evaluacion final

Estadisticos descriptivos

lista)

N Media Desuv. tip.
Estadistico | Estadistico [Error tipico Estadistico
Grupo Experimental 33 7,5985 , 18905 1,08603
Grupo Control 33 6,5909 , 16672 , 95774
N valido (segun 33

Fuente:Tabla 5-4

Elaborado por: Ibeth Delgado. 2014
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Las medias de rendimiento de la evaluacion final entre los grupos de experimentacion y

control son iguales.

Ho: ul — u2 < 0; p_valor >=0.05

Las medias de rendimiento de la evaluacion final entre los grupos de experimentacion y

control son significativamente diferentes.

Hi: u1 — u2 > 0 ; p_valor <0.05

X1 — X2
7 =
512 522
—_— _|_ =
‘\l ny n;
Donde:

X1: Media de rendimiento del grupo experimental

X,: Media de rendimiento del grupo de control

51 : Desviacion muestral del grupo experimental

S, : Desviacion muestral del grupo de control
7,6—6,6

Z = —=4,02

1,12 0,962
(33 t733 )

Decision
Como 4,02> 1.64 entonces se infiere que las medias entre los grupos experimental y
control no son iguales; concluyéndose que el grupo experimental al tener una media

mayor que el de control logré un mejor desempefio debido a la aplicacion metodoldgica

efectiva mediante Modellus 4.0 en el proceso de aprendizaje de ecuaciones diferenciales.
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Zona de Rechazo de Hy; vl > u2

Z caleulada = 4.02

a

Valor critico = 1.64

Figura 4-4. Grafico de prueba de hipétesis cientifica de la investigacion

Fuente: Tabla 4-7
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014

La Figura 4-4 muestra que el valor Z calculado es 4,02; sobrepasa al valor critico 1,64
deduciendo que las medias entre los grupos no son las mismas, siendo 1.15 veces mejor
el grupo experimental sobre el grupo de control; el cual en el momento del diagndstico
era 1.01 veces mejor al experimental. Esta superioridad del grupo experimental se infiere

que se debe a la aplicacién metodologica en el proceso ensefianza-aprendizaje.
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CAPITULO V

5. PROPUESTA

5.1 Presentacion

La autora del presente trabajo se complace en presentar éste producto que surgié de la
inquietud y curiosidad de responder a la pregunta de si la implementacion de un software
gratuito y amigable como lo es el Modellus, propende al mejoramiento de los saberes de

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en los estudiantes de la educacién superior.

Lo que nacié como un deseo reprimido se ha convertido en realidad; evidentemente
aunque quedan ciertos temas en el aire por la falta de tiempo y recursos sin embargo es
claro que el uso de herramientas didacticas permite un paso mas sencillo para traducir lo

abstracto a lo concreto en el tema de las EDO.

5.1.1 Titulo

“Cuaderno Guia con aplicaciones en Modellus 4.0 como herramienta didactica para
mejorar el aprendizaje de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y de orden
superior, en los estudiantes de Il nivel de la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE

Extension Latacunga”.

o Institucién en la que se va aplicar: Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE
Extensién Latacunga.
o Provincia: Cotopaxi

. Canton: Latacunga
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. Beneficiarios: Area de Matematica

5.1.2 Objetivos

5.1.2.1 Objetivo General

Desarrollar una guia didactica sobre el uso de Modellus 4.0 con aplicaciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primero y segundo orden para mejorar la relacién
teoria — practica, razonamiento y el rendimiento académico de los estudiantes en la

asignatura de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

5.1.2.2 Objetivos Especificos

Plantear ejercicios que representan situaciones de la vida practica, adaptarlos a los
modelos matematicos basicos como ecuaciones diferenciales ordinarias de primero y

segundo orden para utilizarlos en Modellus.

Especificar los pasos para ingresar las ecuaciones diferenciales ordinarias; asignar valores
de condiciones iniciales y parametros; y visualizar completamente los resultados graficos

y tablas en Modellus.

Crear ambientes que se adapten a los problemas planteados para relacionar la teoria de
las ecuaciones diferenciales ordinarias con situaciones practicas mediante la simulacién

en Modellus.

Contrastar los resultados obtenidos en Modellus con los obtenidos manualmente.
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5.1.3 Justificacion

Se justifica la presente propuesta porque coadyuva efectivamente al mejoramiento del
rendimiento académico de los estudiantes en la asignatura de ecuaciones diferenciales

ordinarias.

Las sesiones de clase de ecuaciones diferenciales ordinarias son generalmente expositivas
y su desarrollo puede resumirse en: fase inicial en donde se enuncia el tema, preguntas
relativas al tema anterior y al actual; fase de desarrollo del tema en donde se enuncian
conceptos y reglas, se resuelven de ejercicios; fase final en donde se realizan preguntas
de evaluacidn para reforzar y retroalimentar sobre el temay se envian tareas de refuerzo

para la siguiente clase.

Sin embargo, en los estudiantes queda la inquietud sobre su aplicacién y relacion con la
vida practica. La utilizacion del software Modellus permite realizar esta conexion entre
la teoria y la préactica relacionandolas con situaciones cotidianas para el estudiante

mediante la opcidn de simulacion.

Ademas, Modellus es un software sencillo, amigable no necesita de un manual riguroso
0 extenso para poder usarlo. Y muestra los resultados tanto en la simulacion como en la

graficacion y analisis de parametros y variables.

La mayoria de los estudiantes sobre los que se ha aplicado la propuesta ya tienen
conocimientos basicos de Modellus, pues lo han utilizado eficazmente en la signatura de
Fisica; por lo que se hace sencillo su manejo; y a los estudiantes que no lo han utilizado

les lleva poco tiempo aprender a manejarlo.

La guia es viable, pues existe amplia informacion en cuanto a los temas que se tratan,
pues son tipicos de un curso de EDO; en cuanto al uso de Modellus existe también una

amplia informacion en videos de internet.
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No se requiere de grandes gastos que imposibiliten la implementacion en el grupo

beneficiario.

5.1.4 Fundamentacion Tedrica

La fundamentacidn tedrica de la propuesta existe en la bibliografia, y en los apuntes de

EDO que personalmente se han usado en el proceso de ensefianza en las sesiones de clase.

Puesto que Modellus es un programa sencillo y liviano, la informacion que existe en la
bibliografia-video sobre sus principales caracteristicas y bondades es suficiente para su

rapido manejo.

El fundamento tedrico, los ejercicios resueltos y propuestos de cada tema se describen
ampliamente en el anexo Apuntes de EDO; y en el anexo Planes de Clase que contiene el
formato para cada clase presencial diaria en la asignatura de EDO para los estudiantes de

tercer nivel de las carreras técnicas de la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPEL.

5.1.5 Descripcién de la Propuesta

Esta propuesta enfoca su aplicacion en la etapa de Desarrollo de la Matriz de Planificacion

del Plan de Clase que se divide en tres etapas: Inicial, Desarrollo y Final.

De acuerdo al formato del Plan de Clase diario, las clases siguen de alguna manera la
siguiente secuencia: Se expone el tema y objetivo, se aborda el tema formulando
preguntas relacionadas, se usa la clase magistral, se expone conceptos, caracteristicas

especificas del tema y se resuelve ejercicios relacionados al mismo.

Esta propuesta esta disefiada para su aplicacion al final de la etapa Desarrollo; con el
objetivo de reforzar y relacionar el tema tratado en la teoria con situaciones cotidianas
para el estudiante. Luego de la fundamentacion tedrica y la solucion de ejercicios.
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El uso de esta propuesta en el curso de EDO permite relacionar las ecuaciones
diferenciales como modelos matematicos de fendmenos fisicos, bioldgicos, sistemas
mecanicos y circuitos eléctricos sencillos a través de las diferentes opciones que dispone
Modellus como son: Modelo Matematico, Grafico, Tabla y Animacidn con Objetos.

Esta guia esta disefiada para ser aplicada a ocho temas del contenido total del curso, sin

embargo se recomienda ampliar su uso a mas temas.

El desarrollo de esta guia tiene el siguiente orden:

o Se enuncia el tema de la sesidn de clase: aqui ademas del enunciado, se describe
brevemente el tema; pues su desarrollo asi como la resolucion de ejercicios consta en el

anexo Apuntes de EDO

o Se enuncian y describen los ejemplos a utilizarse con Modellus: segln el tema

son uno o mas ejemplos de situaciones practicas relacionados con el tema de clase.

o Se describe el modelo matematico representado por la ecuacién diferencial
ordinaria correspondiente: Los problemas de situaciones practicas son representados
matematicamente mediante ecuaciones diferenciales de primer orden en la Unidad Uno y

de segundo orden en la Unidad Dos.

o Se describen los pasos para el uso de Modellus: en los primeros ejemplos se
describe detalladamente el ingreso de la EDO de primer orden, pardmetros y condiciones
iniciales en la ventana Modelo Matematico; se identifica el proceso paso a paso para
graficar las variables importantes en la ventana Grafico; asi como para visualizar los

resultados numéricos en los valores de la Tabla.

En los ejemplos siguientes, en base a los primeros ejemplos se hace énfasis a otros detalles
como visualizacién de titulos, variables especificas, y animacion.
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o Se muestra el resultado final: Consiste en la captura de una pantalla del ejemplo

realizado y corrida en Modellus

o Se realiza un andlisis de resultados: Se analiza la respuesta obtenida en

Modellus respecto de las preguntas planteadas en los problemas.

o Se envian tarea de refuerzo: estas tareas tienen relacion con el tema tratado y

con el uso de Modellus.

5.1.6 Ejecucion de la propuesta

Para ejecutar esta propuesta se asume que la base teérica y los ejercicios han sido
fundamentados en la fase de Desarrollo de cada clase, de tal forma que esta propuesta
esta disefiada para ser implementada en la seccion Experiencia y Medios identificando el

tema como el tema de la sesion de clase.

UNIDAD UNO: ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

5.1.6.1 Tema uno: Las Ecuaciones Diferenciales como Modelos Matematicos

Este tema esta incluido en los origenes de las EDO; es muy importante, y a muchos
estudiantes les resulta complejo; pues requiere del razonamiento y uso de conceptos
matematicos de célculo diferencial para identificar variables, parametros y representar

mediante simbolos matematicos un fenémeno fisico o un proceso.

La representacion matematica de muchos eventos fisicos, econémicos, bioldgicos,

mecanicos, etc. se la realiza mediante una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden.

Esta modelacion es el resultado de un proceso resumido en la identificacion del objetivo
de la modelacion, la identificacién de variables, la identificacién de suposiciones o

hipétesis relacionadas con las razones de cambio de las variables del fendmeno que se
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quiere modelar, representacion matematica, solucion del modelo y verificacion de

resultados con los datos experimentales.

Modellus presenta una ventana principal dentro de la cual se pueden visualizar otras
cuatro ventanas que son Modelo Matematico, Grafico, Tabla y una de Notas. En la
ventana Modelo Matematico, se ingresan las ecuaciones diferenciales ordinarias que se
van a analizar, asi como los parametros y condiciones iniciales. Todo se debe escribir

adecuadamente para que el modelo sea correctamente interpretado.
Ejemplo uno:

El modelo basico del crecimiento poblacional, considera las tasas de natalidad y de
mortalidad constantes y se lo puede describir como:

“La rapidez con la que crece la poblacion de una region es directamente proporcional a
la poblacion en cada instante”, esta descripcion se expresa en forma matematica de la

siguiente manera:
Poblacion de una region: P(t)

AP(b)

La rapidez con la que crece la poblacion P (t) es —

Directamente proporcional a la poblacion en cada instante “t” o« P(t)

La expresion completa es: % o« P(t)

Se identifica:
P(t) Variable que depende del tiempo; “t” es la variable independiente; y o« la

proporcionalidad directa se puede escribir como (=k); en este caso es positiva porque se

trata de crecimiento.
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Y el modelo matematico se expresa como:

dP(t)
T = kP(t)

En el software Modellus la ventana Modelo Matematico es en donde se puede ingresar el
modelo del crecimiento poblacional de este ejercicio, si la ecuacion es correcta Modellus

lo indica mediante un visto.

Es importante identificar a “k” como un parametro para asignar valores en la opcion
Parametros; asi como también es importante identificar el valor de la variable P en el
tiempo to (tiempo inicial) del andlisis en la opcidn condiciones iniciales, como se muestra

en la figura siguiente:

Figura 1-5. Ventana Modelo Matematico
Realizado por: lbeth Delgado M.
Fuente: Modellus

En esta sesion de clase se requiere que el estudiante represente el proceso de forma
matematica y visualice el efecto de variar el parametro “k”. Modellus permite probar

algunos casos (diez) y visualizarlos en la ventana Gréfico.

Se escoge en el menu principal la opcién de la variable independiente segln sea el caso
puede ser el tiempo “t” 0 “x”, se especifica el rango de analisis, el valor minimo, el valor

méaximo para el dominio de analisis; y, el paso o intervalo de calculo.
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w Modellus - Nuevo Documento

Inicio [ Wariable Independiente ] Modelo G
D Variable Independiente: t gl Max | 50.0000
al Min: | 12.0000
08 paso: | 2.000C
Variable Independiente

Figura 2-5. Variable Independiente
Fuente: Modellus

En la ventana Gréfico se identifica la variable independiente en este caso se escoge “t”;
generalmente se deja el caso 1, pues es el que sirve de referencia para realizar las

respectivas comparaciones en la manipulacion de los parametros.

A continuacion se escoge visualizar la variable P, se asigna un color para la curva del
caso 1; se escoge nuevamente visualizar la variable P, se le asigna otro color para la
curva del caso 2 y se procede de igual manera para los diferentes casos que se desee

analizar.

Inicialmente se puede probar pulsando en escala automatica, luego se puede adaptar la
escala a los requerimientos del problema; es importante escoger un espesor visible de las

curvas generalmente es adecuado el 3 (esto es opcional).

©' Modellus - Nuevo Documento
Inicio Variable Independiente  Modelo | Grafico | Tabla
<1l <Te “1[® > -] %, Zoom
[ pan|

Puntos
Espesor[3 ]

(O cCaso1  ~| [[[@ Naranja  ~ [@Verde | [@ Cian ~ | [m Rojo ~] Coplar

| Imagen

[@Casot  v[@Caso2 v |[@Casod v |[@Casod ~]

iaanis A Ge Vertical s

Modelo Matemstico Gréfico
dp

Figura 3-5. Ventana Gréfico
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014

Se puede visualizar ademas una tabla de valores en la cual se escogen aquellos que sean

Importantes conocer.
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& Modellus - Nuevo Documento

Inicio Variable Independiente Modelo Grafico Tabla Objetos Notas
Show every (steps) | 1.0 [t v]r ~][P ~][r <[ v =
) Barras [@azul v[ONewnja v|[@vede v|[@Cian  v|[MRojo v C_D;r
[ Escalas Iguales ‘D Casol le Casol v||E| Caso2 v||D Caso3 VHD Casod V| Tabla
Qpciones Tabla Transfe...
Tabla
at ar or ar or

12,0000 raseey [ 1030367 | 1.a713es [N =
14.0000 1215857 [ 1055367 | 1.1950es [N s=]
16,0000 124047 [ 1.080967 | 1215165 [N 2=
18.0000 1265567 107267 | 1243765 =]
200000 1291067 [ 134167 | 1.2e55es IR
220000 1317167 [[jas1eE7 | 1.2sases [ =)
240000 1343767 [ 1esee7 | 132066 [N =
26.0000 1370967 [I2187E7 | 1347365 [ B
28.0000 | 1.39857 [I.248367 | 13745 [N
300000 142087 [W.27e7EA | vaozzes [EEEEE
32.0000| 145557 [I.2097E7 | v.azoces [N

340000 148507 [ 341567 | 1.459ses [ENNEE-1

36,0000 1515067 . 374E7 | v.4es0es [ENEREE

38.0000| 154567 [ 407sE | 151916 [ EEENE |

40.0000 | 1,577 [ 4417E7 | 1545865 [ EEEEE
42,0000 L0s7E7 [E4767E7 | 1.5B11ES

44,0000 1541267 [ s126E7 | 151308
46,0000 1574467 [INlls493E7 | 1845668
48,0000 1.7082E7 1.5870E7 1.6788E€|
50.0000  L742767 [e2ssE7 | 1.7128E6

Figura 4-5. Ventana Tabla
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

La ventana Notas se utiliza para escribir acotaciones importantes del problema.

& Modellus - N D "

Inicio Variable Independiente Modelo Gréfico Tabla Objetos Notas

B I U

Negrita Cursiva Subrayada

Formato

Notas

Se desea estimar fa poblacion del Ecuador total y
por regiones para el afio 2050.

Curva en rojo : poblacién total del Ecuador
Curva en amarillo: poblacidn de fa Costa
Curva en verde: poblacidn de la Sierra

Curva en azul: poblacién del Oriente

Figura 5-5. Ventana Notas

Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014

Fuente: Modellus
También la ventana principal de Modellus presenta en la parte inferior derecha iconos
que sirven para ampliar o disminuir la vista (zoom), un puntero para escoger los elementos
de la pantalla, un pan moden para mover los elementos de la pantalla y el icono de vista

por defecto.
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Figura 6-5. iconos de vista
Fuente: Modellus

Luego de que el modelo matematico es ingresado correctamente, se pueden dar valores
aleatorios a las tasas de crecimiento representadas por el pardmetro k; se fija una
poblacion inicial para un tiempo inicial en la seccién de condiciones iniciales; se escoge
la variable P para visualizar tanto grafica como numéricamente los datos en la tabla.

Finalmente se pulsa el icono de correr.

O}

Figura 7-5. Botdn de correr
Fuente: Modellus.

Se observa simultdneamente la grafica de las curvas, la tabla de los cuatro casos escogidos
y en la linea de tiempo (figura 8-5) que se encuentra a la derecha del botdn correr se

observa el avance del tiempo en el rango prefijado en la variable independiente.

>
(p £=120000  Min: 120000 Méc 50.0000 EE=|

Figura 8-5. Barra de corrida del Tiempo
Fuente: Modellus

El resultado de este modelamiento es:
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't = 50090 ] Mai: 120000 M 300000 (] | (73] | ma|

Figura 9-5. Ventanas de Modellus
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

En esta primera parte de las EDO como modelos matematicos atn no se ha simulado el
proceso en si, solamente se ha graficado la solucion de la EDO. La simulacion se
analizard més adelante cuando se empleen los métodos de solucion de las EDO, para

resolver manualmente y comparar los resultados con los del programa.
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Ejemplo dos

La ley de enfriamiento de Newton establece que: la rapidez de cambio de la temperatura
de un cuerpo T, en cualquier instante “¢” es proporcional a la diferencia de las

temperaturas del cuerpo T,y del medio T,.

Para empezar, se asigna nombres a las variables dependientes e independientes como las

que se resaltan en negrita.

La rapidez de cambio de Temperatura en cualquier instante se representa como una razén

. AT
de cambio de la forma —<

La proporcionalidad directa a la diferencia de temperaturas del cuerpo y del ambiente se

representa por o< (T — Ty)

Se completa el modelo matematico de esta ley como:

AT, dT
T ¥ Te=T) > —F=k(Tc =Ty

En Modellus: Se ingresa el modelo matematico que representa la Ley de enfriamiento de
Newton, en la ventana Modelo Matematico, en este caso se coloca el signo negativo a la

constante “k” porque se trata de disminucién de temperatura.

Cuando se requiere escribir un comentario en la pantalla Modelo Matematico, se lo puede
hacer pulsando el icono de comentario (sefialado en el cuadrado rojo), a continuacion se
pulsa el botdn interpretar (sefialado en el cuadrado amarillo), y si el modelo se ha
ingresado correctamente aparece un visto en verde con la frase modelo correcto, caso

contrario Modellus indica en letras rojas que el modelo ingresado esta incorrecto.

69



@ Modellus - D:\lbeth\2015\Tesis maestria\TESIS MODELLUS\ejempl delad:
Inicio Variable Independiente Modelo Grafico Tabla Objetos Notas

%D X Ax % D I oo XN No un Numero
Pl

B

)

Copiar Interpretar  Potencia Raiz Delta Tasade Indice Ultimo | Comentario [ondicién
imagen Cuadrada Variacién ee

Modelo n Elementos Valores

Modelo Matematico

i J; T-T:
—ekx(T-
ark (T-Ta)

el modelo tiene el signo negativo porque se trata de disminucion

Modelo de enfriamiento segun la Ley de enfriamietno de Newton

Figura 10-5. icono de comentario
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

En este ejemplo se mantienen constantes el pardmetro “k” y la temperatura inicial, y se
asignan diferentes valores a la temperatura ambiente. Se determina como variable
independiente a “t” y se fija el periodo de analisis desde 0 a 60 minutos en pasos de un
minuto para los célculos mostrados. Se puede visualizar en la pantalla de Gréafico la

Temperatura después de transcurrido un tiempo determinado “t”.

[«]»] 12200008 ¢ | M 23000 Wi 000 W] [ ]|

Figura 11-5. Modelamiento del enfriamiento de un cuerpo
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

Los resultados de Temperatura para el instante “t” se pueden visualizar en la ventana
Gréfico, en la ventana Tabla de valores; y ademas se puede manipular la linea de corrida
del tiempo que se encuentra en la parte inferior de acuerdo a los requerimientos del

ejercicio.

Ejemplo tres:

El modelo matemaético del vaciado de tanques se puede describir como: “La rapidez con

que varia el volumen de liquido en el tanque V(t) es proporcional a la velocidad con la
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que sale el liquido y al drea del orificio del tanque”. Este proceso simbolicamente se

puede representar como:

AV (t
% x velocidad del liquido * Area del orificio en el fondo del tanque
d‘;—g) = —velocidad * Area; ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

En Modellus se procede a ingresar la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, se
especifican los valores de velocidad y area del agujero del fondo del tanque, en este caso
se mantiene constante el radio del agujero y se dan diferentes valores a la velocidad de
salida del liquido del tanque; se ingresa el estado inicial del volumen del tanque V(0) se

interpreta correctamente el modelo.

Finalmente se espera determinar el tiempo en que el tanque esta a medio llenar o

totalmente vacio.

Los pasos son los mismos que en los ejemplos anteriores, adicionalmente se muestran 1os
titulos con la opcidn de texto. Esta opcion aparece en la opcion Objetos con el icono de
texto (sefialado en cuadrado amarillo) o también se puede pulsar el boton derecho del

mouse como se muestra a continuacion.

Figura 12-5. Opcion de texto en el menu
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

Se activa esta opcion de texto y aparece un submenu con diferentes opciones que
permiten escoger el tipo de letra, el tamafio, el color, ubicacion dentro de la pantalla,
y por supuesto el icono para editar el texto, se pulsa aplicar y el texto esta listo en la

pantalla de Modellus.
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Figura 13-5. Opcidn de texto en la pantalla
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

Tarea tema uno

Modelar matematicamente:

El comportamiento de la corriente en un circuito serie RL; el comportamiento de la
corriente en un circuito serie RC; y la cantidad de soluto que se mezcla constantemente

en una mezcladora

5.1.6.2 Tema dos: Curvas solucién de una Ecuacion Diferencial Ordinaria

a- Familia de Curvas Solucion de una Ecuacion Diferencial

En la ventana Modelo Matematico del Modellus se pueden ingresar ya sea el modelo
matematico de un fendémeno fisico o proceso; o también se puede ingresar
directamente la expresion de una familia de curvas uniparamétrica; en el primer caso
es muy importante conocer los valores de las condiciones iniciales para graficar una a
una las soluciones particulares que dan una idea del comportamiento general de las

soluciones de las EDO.
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En el segundo caso se debe tener cuidado en determinar correctamente el dominio de
la funcién a graficarse, pues de lo contrario se produce una indeterminacion que

Modellus no minimiza'y genera un error.

En este tema mas que una aplicacion a situaciones practicas se usa Modellus como un
programa para ingresar la EDO y sin necesidad de resolverla generar las curvas y

compararlas con las obtenidas en forma manual durante la clase.

Ejemplo uno:

Se quiere generar la familia de curvas de la EDO % +y=0

Como se describio en los ejemplos anteriores, se puede escribir la EDO como modelo
matematico en la ventana del mismo nombre, se debe tener en cuenta que si un modelo
matematico o ecuacion diferencial ordinaria esta expresada en funcion de la variable
“x”, se debe hacer el respectivo cambio de la variable para ingresarla en Modellus; es

decir la variable independiente aceptada por el Modellus es “t”.

Entonces si por ejemplo se tiene una EDO dy/dx=-y, se debe ingresar como dy/dt=-
y, se debe notar que la familia de curvas solucion de esta ecuacion se genera en los
reales positivos condicién importante para especificar adecuadamente el tiempo de

analisis.

[T e e e

Figura 14-5. Curvas solucion de la EDO
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus
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Ejemplo dos:

Se quiere generar las curvas a partir de la expresion de la familia uniparamétrica,
Modellus permite graficarlas facilmente si la familia de curvas esta expresada en forma
explicita, dando diferentes valores al parametro “C” en la opcidn de los diferentes

casos que presenta el programa para los parametros. Por ejemplo se quiere generar la

2 2
familia de curvas expresada como y = (xz +C )

En la pantalla Modelo Matematico de Modellus se ingresa la expresion de la funcion
solucion, haciendo el respectivo cambio de “x” por “t”; la opcion de condiciones
iniciales en este caso no se activa, solamente aquella de parametros; en la cual se
pueden dar diferentes valores para poder visualizar las diferentes curvas en la pantalla

de Gréfico.

Se especifica el rango de analisis de la funcidn en este caso si tiene sentido especificar
un intervalo que puede ir desde [-a,b] donde a y b son reales, y el paso de calculo

depende de que tan rapido se grafique la curva.

Motas

Figura 15-5. Curvas solucion de la EDO
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

b- Problema de Valor Inicial (PVI)

El ingreso de la EDO en la ventana Modelo Matematico de Modellus requiere del ingreso

obligatorio de las condiciones iniciales que en teoria se las conoce como Problema del
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Valor Inicial (PVI), que significa encontrar la curva solucién especifica de una ecuacién

diferencial ordinaria para una condicion dada inicialmente.

Las condiciones iniciales son muy importantes en Modellus, pues si no se han

especificado claramente es imposible graficar u obtener la solucion de una EDO.

Una condicién inicial es una restriccion de la solucién general de la ecuacion diferencial,
y se interpreta como: “ para el valor de “to” la variable dependiente toma el valor de
y(to)=yo ” generalmente se especifica la condicién inicial como y(t=0)=yo; pero no es

una regla porque las condiciones iniciales no necesariamente se especifican en t=0.

Ejemplo uno:

La solucién x(t) de la EDO de segundo orden x"'(t) + 16x(t) = 0 representa la posicion
de un cuerpo en cualquier instante “t”, en este caso el PVI significa resolver esta ecuacion
restringiéndola a dos condiciones iniciales: la primera corresponde a la posicion del
cuerpo en el instante “to” (tiempo inicial) y la segunda corresponde a la velocidad del

cuerpo en ese mismo instante “to”, esas condiciones son las siguientes:

Se puede interpretar que la posicion del cuerpo en el instante de tiempo t =

SEE

[s] es x= -

2 [m], y en ese mismo instante el cuerpo tiene una velocidad de x’=1[m/s].

El Modellus no permite ingresar modelos matematicos de orden mayor a uno, por lo que
es necesario transformar la EDO de segundo orden en un sistema de dos ecuaciones

diferenciales de primer orden. Asi la ecuacion diferencial :
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x"(t)+16x(t) =0

se puede expresar de la siguiente manera:

0= "(6) d*x _ dv lazand "4 16x =0
= — = b = —
X dt v X dt2 dt reemp azando en x X

Y o tex=0; y

dt =0 Y T

Figura 16-5. PVI de la ecuacion diferencial
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

El grafico de Modellus nos permite visualizar la curva posicion (amarillo) y la curva
velocidad (verde), también permite graficar las tangentes en cada punto de las curvas por

lo que claramente se puede visualizar que en el punto inicial t = g[s]la pendiente de la

tangente a la curva es 1y ese mismo valor tiene la curva verde que representa la velocidad

en ese instante.
Tarea tema dos:

Las graficas de familia de curvas tienen muchas aplicaciones, entre ellas se pueden citar:
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- Las curvas equipotenciales se usan para el estudio del comportamiento de las
descargas eléctricas y el disefio de protecciones eléctricas, como se puede observar en la

figura.

superfice de potencial de 1000 00g y
« d¢ potenc
ot
o ay,

o

Figura 17-5. Aplicacién de familia de curvas
Fuente: http://blogs.eldiariomontanes.es/meteorologia-pararrayos/

- Como se puede visualizar el campo magnético en un experimento sencillo con dos

imanes?

Figura 18-5 Lineas de flujo del campo magnético
Fuente :https://www.google.com/search?q=superficies+equipotenciales

.y dx
- Generar las curvas solucion de s sen(x) comparar con las curvas de los

apuntes de clase
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http://blogs.eldiariomontanes.es/meteorologia-pararrayos/

5.1.6.3 Tema Tres: Métodos de Solucién de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Variables separables y reducibles a variables separables

Varios modelos matematicos basicos se representan mediante ecuaciones diferenciales
ordinarias que pueden ser resueltas por el método de Variables Separables. En muchos
casos, un mismo modelo puede representar a algunos procesos o fendomenos como el

modelo:

AP(t)

Se utiliza para describir algunos procesos como:

Crecimiento de Bacterias: EI modelo basico poblacional que considera que la rapidez
con que crece una poblacion es directamente proporcional a la poblacién actual, se

representa como la ecuacion (1):

dP(t)
dt

= kP(t)

Ejemplo uno:

Se tienen cuatro clases de yogurt, y de cada clase se toman cinco ejemplares, se los coloca
en recipientes diferentes para cada especie; la diferencia en la razon de crecimiento o
reproduccion que tiene cada especie determina la clase. Se quiere determinar cual sera la
cantidad de gusanos de yogur que se obtendréa después de 5 dias, en iguales condiciones
fisicas.
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En Modellus se ha creado un ambiente donde se experimenta con cuatro clases de yogurt,
el modelo de crecimiento es igual en todos los casos, siendo k diferente para cada especie.

Asi se tiene:

En la ventana Modelo Matematico se ingresan las ecuaciones diferenciales para cada uno
de los casos, se utilizan diferentes ecuaciones para realizar la simulacion de manera
independiente con cada clase de yogurt; asi mismo se ingresa de forma individual las

condiciones iniciales y el valor de los parametros.

Modelo Matematico

dt 7 -

| pargmetros || Condiconesinicisies | ™

O Caso1 [ Case2 |
5.00 0.00
5.00 0.00
5.00 0.00
5.00 0.00

£ >

Figura 19-5. Ecuaciones diferenciales
y condiciones iniciales

Realizado por: Ibeth Delgado M 2014

Fuente: Modellus
Modellus permite visualizar, ademéas de la gréfica de la solucion de las EDO, una
simulacion adaptada a las condiciones del ejercicio. En este caso se utiliza el submenu
Objetos, en donde se escoge la opcidn para insertar una imagen de fondo que depende de
los requerimientos del ejercicio; esta imagen debe estar archivada con las extensiones jpg

0 png en alguna carpeta especifica.
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@ Modellus - D:\Ibeth\2015\Tesis ia\TESIS MODELLUS\ej

Inicio. Variable iente  Modelo Gréfico Tabla Objetos Notas
A P _ #* Medida de Coordenadas |[po
QN/A B @& = b < L
= e E - = Medida de distancias Image: | Browse.. |
Paticula  Vector Ldpiz Tedto Indicador Analégico Variable Imagen  Objeto  Origen _rowse. |
de Nivel Geométrico Color: [OBlanco v | [[] visible
Objetos de Animacion Mediciones Background Grid
Abrir X
Buscaren: [ Descargas ] (2] (B)(E][EE]

| circuitos.pdf

|8 circuitosrc.png

/& circuitosrl.png

|LL] Claudio_Pillajo--TrabajoEnMaple(1).mw
|_| Claudio_Pillajo--TrabajoEnMaple.mw
@] codigo de trabajo.docx

| CODIGO DEL TRABAJO.pdf

[ O B

Nombre de archivo: | cocina,jpg

Archivos de tipo:  [Todos los ficheros v]

Figura 20-5 Adaptacion de la imagen de fondo
Realizado por: Ibeth Delgado M 2014
Fuente: Modellus

Después de haber disefiando el ambiente, en la misma opcidn de Objetos se pulsa el icono
de particula o se pulsa el botdn derecho del mouse en el sitio donde se quiera insertar la

particula; y la particula queda insertada, luego se procede a personalizar la particula.

Existen algunas opciones de formas de particulas dentro de Modellus; y ademas se pueden
crear otras con una imagen personalizada; todas las imagenes creadas deben estar
guardadas en una carpeta especifica y se puede acceder a ellas mediante el icono Choose
image from disk... que se encuentra en la parte inferior de la ventana como se muestra en

la figura siguiente.
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%] Tasi ia\TE

Inicio Variable Independiente Modelo Gréfico Tabla

Deportes
\ 7. @ View v |Leave
» '3\ ’
Trapecista Corredora Bola
E Propiedades
Futbol
Vehiculo:
= @» —~!
Boat Coche(vista suoperior) Aerplano
Y
§
i o, B
1 Coche Airplane (top view)
Vario:
i @ k ®
Paticula | Manzana
T | Choose Image from ik

Figura 21-5. Seleccion de objetos para la simulacion
Realizado por: Ibeth Delgado M
Fuente: Modellus

Se escoge la imagen requerida como se muestra en la siguiente figura.

@ Modellus - D:\lbeth\2015\Tesis ia\TE...pl dellus\crecimientok i dell Object

Inicio Variable Independiente Modelo Grafico Tabla Objetos Notas Animacién More
O Al || Coordinates Scales Particula2 (% Auto Scale | Attach to: &3 Borrar
V| | 3000 +v|ix[1.00 v D View v Leave a mark every(steps): |10 B Duplicate
Particula ;

yEoo viyin -

Appearance Coordinates Propiedades

Abrir X

Actions

Buscar en: | |\ Descargas v |

a: yahoo_ab.csv
[ yasunijpg

= yogurtl.jpg
(& yogurt2jpg hee |
(& yogurt3jpg ;

(& yogurtdjpg 3

L) Zotero-4.0.20_setup.exe

[<] D]

Nombre del fichero: yoguni.jpg

Ficheros de tipo: Todos los ficheros v ]

— <r —

Figura 22-5. Adaptacion de objetos a simular
Realizado por: Ibeth Delgado M 2014
Fuente: Modellus

Se inserta la imagen escogida; ésta aparece con el contorno resaltado y con flechas que
permiten adaptar el tamafio haciéndolo méas pequefio 0 mas grande segin se necesite; a
esta imagen se le asignan las variables que van a determinar su comportamiento para la

simulacion.
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Puesto que se quiere simular el crecimiento de la poblacion de bacterias de yogurt, se

(1))

asigna en la coordenada “y” la variable “y”, en la coordenada “x” se especifica la
coordenada de posicion de la imagen en el eje “x”. Las escalas, el nombre, el color y el
caso se escogen de acuerdo a los requerimientos del ejercicio. EI mismo procedimiento

se realiza para cada una de las especies de yogurt.

© Modellus - D:\Ibeth\2015\Tesis maestria\TE...plosmodellus\crecimientobacterias.modellus  Object
77Imc|o ”V;ria‘lrelndie;r)rendi;nte erodeltr:v” Grafico Tabla Objetos Notas (m More
m H Coordinates Scales Particula4 £ Auto Scale | Attach to: &3 Borrar
s@o0 vixio v @Viewv | Leaveamark eveystepsk 10
M@y vivm

Coordinates

54 Duplicate

Custom

Actions

Appearance Propiedades

Figura 23-5. Seleccion de coordenadas y escalas del objeto
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

Con las condiciones especificadas en los temas uno y dos se procede a correr Modellus;
los resultados pueden visualizarse en la ventana Grafico, en la ventana Tabla y ahora

en la pantalla principal la simulacion del crecimiento poblacional para yogurt.

Se mantiene la ventaja de manipular la linea del tiempo para revisar el comportamiento
de cada proceso en el instante que se desee. En al figura siguiente se visualiza el

ejercicio completo.

Figura 24-5. Simulacion del crecimiento de bacterias
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus
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Este modelo es adecuado para pequefios grupos de poblaciones en los gque se considera la
tasa de natalidad y la tasa de mortalidad como constantes; donde k es la constante de
proporcionalidad es positiva cuando se trata de un proceso de crecimiento y es negativa
cuando se trata de un proceso de disminucion o decrecimiento. Por lo que este mismo

modelo sirve para representar el proceso de:

Desintegracion radiactiva: Se considera una muestra de material que contiene A(t)
atomos de algln isétopo radiactivo en un instante “t”; se tiene informacion de que una
cantidad constante de esos atomos radiactivos se descomponen espontaneamente en
otros isotopos en un intervalo de tiempo; este proceso es semejante al del crecimiento
poblacional, con la diferencia de que el nimero inicial de &tomos A(t) va disminuyendo

por la desintegracion; de tal forma que se puede simbolizar y representar como:

AA(t) dA(t)
At x A(t) » T = —kA(t)

Este modelo también se utiliza para describir la rapidez con la que se elimina un
medicamento del torrente sanguineo; para realizar el fechado basado en la cantidad de

carbono 14 en los restos fésiles, etc

Ejemplo dos

Estudios cientificos han detectado la desintegracion de tres estrellas de estudio W1, W2
y W3. la rapidez de desintegracion estd dada por: 0.08, 0.04 y 0.02 [ton/afic]. Cudl de
las tres estrellas se desintegrard mas rapido? Queé tiempo les llevara la desintegracion

total?

Ya que el modelo matematico de la desintegracion radiactiva es el mismo que el de
crecimiento poblacional, el ingreso de las ecuaciones diferenciales que representan dicha
desintegracion es similar al ejemplo anterior. Los cambios que se han realizado son las

adaptaciones de las imagenes al problema planteado.
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v Modellus -
Iicio _ Variableindependiente  Modelo [ Grafico |  Tabla
I v Iy Blm v v

Nens v [BVete ~][@Can v][BAm

Casol  v[DGasol v

¢ =5000[C] Min:000Mix s000( W] [2[ 5B

Pl ) B 2R

Figura 25-5. Simulacion de la desintegracion de estrellas
Realizado por: Ibeth Delgado M.2014
Fuente: Modellus

Mediante la simulacion se puede observar la disminucion en tamafio de las estrellas y una

de ellas aparentemente desaparece.

Ley de enfriamiento y calentamiento de Newton: EI modelo matematico que representa

esta ley es:

— = —k(Tc(t) —Ty)

dT¢(t)
dt

Lleva el signo menos porque se describe un proceso de enfriamiento o disminucion de

temperatura.
Ejemplo tres

Los diamantes son compuestos quimicos que han sido convertidos en piedras cristalinas
gracias a factores como la presion, el tiempo y por supuesto la temperatura. Las diferentes

clases de piedras preciosas se originan por las diferentes condiciones fisicas de formacion.

Se tienen dos piedras preciosas una amatista cuya temperatura inicial es de 100°C y una

esmeralda cuya temperatura inicial es de 20°C las dos tienen una rapidez de enfriamiento
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y calentamiento respectivamente de 0.2 [°C/afio]. En cuanto tiempo las dos piedras

preciosas tendran la misma temperatura?

+ =350000( C| Min: D000 Mac 700000 (W] (21|

Figura 26-5. Simulacion del calentamiento enfriamiento de un cuerpo
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

Modellus nos permite detectar que las temperaturas de estas piedras preciosas analizadas

en el laboratorio es igual después de 35 minutos y la temperatura es de 60.2 [°C]

Vaciado de Tanques las EDO que representan el vaciado de un tanque también pueden

ser resueltas por el método de Variables Separables.

Si se tiene un tanque cilindrico, con un orificio en el fondo de area Aor por el cual sale
agua; se designa como h(t) a la profundidad del agua en cualquier instante “t” y V/(t) al

volumen del tanque en ese instante “t”.

Se puede determinar la rapidez con la que disminuye la altura h(t) del agua en el tanque
partiendo de la conservacion de energia para una particula que esta a una altura h(t) y que
cae por efecto de la gravedad aplicando una relacién semejante a la caida de una gota de
agua desde un punto 1 a la altura h(t) hasta un punto 2 donde la altura es h(t)=0, y se

tiene:

Energia Potencial; = Energia Cinética,
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1
mgh = Emv2 ; de donde la velocidad v = \/2gh [il:gs

La rapidez con que varia el volumen de liquido en el tanque V(t) es proporcional a la
velocidad con la que sale el liquido y al area del orificio del tanque, simbolicamente:

AV (t

A(t ) x velocidad del liquido * Area del orificio en el fondo del tanque
dv(t) ) dv(t) ies

P velocidad * Area; P —k\/2gh [seg] * Aors

Donde k es una constante que depende del rozamiento del liquido con el borde del orificio

y es negativa porque se trata de disminucién de volumen.

La variacion de volumen de agua que sale también se puede calcular como el Volumen

del espacio que queda en el tanque mediante:

V(t) = Aseccion * h(t)

Calculando la variacion de este volumen con respecto al tiempo se tiene:

dv(t) dh(t)
dt = Aseccion * 7;

Dividiendo [1]/[2] se tiene:

dh(t)

_ i [pzes] Aoy
AS@CClOTl

seg

Agoccion- €S €l area de un tanque que puede ser circular, cubico, etc.

Y de acuerdo a la forma de los tanques se tienen entre otras las siguientes expresiones:

Tanque cilindrico circular recto:
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dh(t) pies] Aoy . .
=—k,/2 hz [seg] —R? ;R = radio del cilindro
Tanque conico recto:
dh(t ies A
( ) =—k = |2 or > ;R =radio del cono ; H = altura del cono
P el
H

Tanque esférico:

dh(t) Aor

1 [pies
= —hy2 h seg] mwh(2R — h)

Tanque semiesférico:

dh(t)

_1 ples] Aor
— = —k,/2gh 2
segl mw(2R — h)

Tanque cubico:

dh(t)

Ejemplo cuatro

ies
= _kﬁ h_ [p L1L2 =

= radio de la esfera

= radio de la semiesfera

longitud x ancho

Se desea verificar cual es la forma del tanque de almacenamiento de agua que permite un

vaciado mas rapido; suponiendo que se tiene un volumen inicial de 1000 [pies®]. Las

dimensiones de los tanques de diferentes formas son (pies):

Tanque cilindrico: hc=12, Rc=5.15; t=?

Tanque cénico: Hco = hco=12, Rc0=8.92; t=?

Tanque en forma de caja: hca=12, L1=8; L2=10.41; t=?

Tanque esférico: hes=12, Res=6.20; t=?

Radio del agujero del fondo 1[pul] k=1
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En Modellus se ingresan las EDO de acuerdo a las formas de los tanques y se adapta el

ambiente para simular el drenaje del liquido.

Figura 27-5. Simulacion del drenado de tanques
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

Se puede observar que para un mismo volumen de agua la forma de tanque que permite

un vaciado mas rapido es el de forma conica.

Tarea tema Variables Separables

Investigar la ecuacion diferencial que modela el crecimiento poblacional considerando

las tasas de natalidad y mortandad asi como la emigracién e inmigracion.

Comparar los resultados obtenidos mediante calculos manuales con los de Modellus
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Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Un grupo de personas se encuentra en la orilla de un rio y desean entregar medicinas en
un punto justo al frente en la orilla opuesta; un delegado del grupo debe cruzar el rio para
entregar los medicamentos. Se sabe que la velocidad con que fluye el rio en la parte
central es mayor que la de las orillas del rio. Esta condicion influye en la trayectoria del
pasajero para llegar al otro lado del rio. Se desea saber que velocidad debe tener el bote
en el que viaja la persona para llegar lo mas cerca posible del punto objetivo. Las aguas
fluyen en direccion Sur — Norte y el rio tiene un ancho total 2a.

El problema se adapta al sistema de coordenadas “xy” en donde las rectas x=+a
representan las orillas del rio, el eje “y” representa el centro del rio, se designa vr a la
velocidad con la que fluye el rio la cual aumenta en magnitud en la parte central y se

expresa como:

2
vg = (1 —E)

Donde:

vy es la velocidad del rio dependiente de la distancia (x)desde el centro hacia las orillas

vy es la velocidad maxima del rio, en el centro del mismo (x = 0)

VB| i x
xX—a (0,0) X—a

Figura 28-5. Diagrama de la trayectoria para el

cruce de un rio
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus
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Se supone que una persona esta en la orilla izquierda del rio (-a,0) y desea cruzar el rio
para llegar a la orilla derecha con una velocidad constante vz con direccion hacia la

derecha.

Otra persona desde la orilla observa que la velocidad que lleva la persona que cruza el rio
tiene dos componentes. La primera es la velocidad de la persona y la otra es la velocidad
del rio, por lo que su trayectoria tiene un angulo de desviacion dado por:

v d d v
tan(a) = R y como tan(a) = d_y N ay _ Y

Vg X dx vg a?

X2
(1 — —> EDO homogénea

Esta Gltima ecuacion diferencial representa la trayectoria de la persona con una velocidad
Ve que cruza el rio cuyo torrente fluye a una velocidad vg

Ejemplo uno:

El rio que se pretende cruzar fluye en sentido sur - norte, la velocidad aproximada es de
vr=9[millas/hora] en la mitad del rio. La persona que pretende cruzar el rio en bote puede
fijar la velocidad en ve=3, 6 y 9 [millas/hora]. Que relacion deben tener la velocidad del
bote respecto de la del rio para cruzarlo con la minima desviacion desde el punto de

partida?

En Modellus, al igual que en los ejemplos anteriores se requiere el ingreso del modelo
matematico correspondiente, se fijan los valores de los parametros: la velocidad del rio
se asume la misma para todos los casos al igual que el ancho del rio. Se dan valores
diferentes a la velocidad del bote a la que la persona cruza el rio. Para la simulacion de
los botes se escoje en objetos, Particula, la opcion que corresponde a la imagen del bote
que esta dentro de las imagenes propias del Modellus. Las posiciones iniciales se asumen

diferentes para visualizar simultaneamente el recorrido de todos los botes.
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Paticuls Vector Lipz Teto indicador  Ar

Figura 29-5. Simulacién del cruce de un rio
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014

Fuente: Modellus

Cuanto mayor es la velocidad del bote menor es la desviacion de la trayectoria de cruce.

Tarea tema EDO homogéneas

Utilizando el metodo de solucién de EDO homogeneas se puede resolver la ecuacion
diferencial que describe como modelo matematico el ejemplo de un avion que desea
aterrizar en un determinado punto, sin embargo debido a la influencia del viento la

trayectoria rectilinea se ve afectada.

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias De Primer Orden

Se aplican al modelo matematico que representan el comportamiento de la corriente en
Cicuitos Eléctricos, la cantidad de soluto en mezclas entre otros. Este modelo se dedujo

en la clase del tema uno.

Ejemplo uno
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Se tiene un circuito serie formado por un foco incandescente (100 [W] ; R=6.25[ohmios]),
una bobina de inductancia variable: L=1, 0.5, 0.25y 0.1 [H], conectados a una fuente de
voltaje DC = 25[V].

Qué valor de la inductancia de la bobina hace que la intensidad alcance el valor de 4[A]
en un tiempo mas corto? Considere que la corriente en el instante t=0 es también cero
(i(0)=0 [Al].

Figura 30-5. Diagrama de un Circuito serie RL
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014

Sea el circuito serie RL conectado a una fuente de voltaje E(t), aplicando las leyes de

Kirchhoff para voltajes y la ley de Ohm se tiene:

Ldi(t)
dt

—_

E=VR+VL; E =Ri(t)+

di(t) R, E . .
T + zl(t) =7 EDO lineal de primer orden

En Modellus: después ingresar el modelo matematico de la corriente; los parametros E,
Ry L; lacondicién inicial de la corriente en la ventana Modelo Matematico, en la ventana
Gréfico se selecciona la variable i para ser graficada para cada caso, lo mismo en la ventan
Tabla; Finalmente se coloca como imagen de fondo una imagen predisefiada con

elementos relacionados al circuito serie RL.

El ejercicio pide analizar el transitorio de la corriente para cada valor de la bobina, para
esto se utiliza la animacion con una particula que simula el movimiento de los electrones
a través del cable. Esta particula tiene la forma de un electron que se ha fijado con una

imagen predisefiada como:
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& Model < z < P .| 0ot
Inicio Variable Independiente  Modelo Grifico Tabla Objetos. Notas Animacion More

Al | Coordnates | Scles electrin i AvoScale At t:

o v Py s

Prgiedades

Nombre delfichero:  eectronjpg

Se tiene un crcuko serie formado por un foco ncnd
bobina de nduciznce varebk: L= 1. 0.5. 025 v 0.1 THL. conectzdos a na fuente de votdie |

Ficheros de tipo: v/,
Notas
lmamosEer. 0 | Bbrie | | Concelr |

Figura 31-5. Adaptacion del objeto electron

Realizado por: Ibeth Delgado M 2014

Fuente: Modellus
Al correr el ejemplo en Modellus se puede notar la influencia de los valores de la bobina
en el comportamiento transitorio de la corriente, se puede contrastar en el grafico, en la

tabla de valores y por supuesto en la simulacién.

@i = 3992

ai = 4.000

mi = 4.000

e

ai = 4.000

= 1,000 ] M 0000 Max 00 (4] [73] - [

Figura 32-5 Simulacion de la corriente de un circuito RL
Realizado por: Ibeth Delgado M 2014
Fuente: Modellus

La conclusion del ejercicio es que con un valor pequefio de la inductancia de la bobina la

corriente alcanza mas rapidamente el valor estable de la corriente que en este caso es de

41A]

Ejemplo dos

El circuito estd formado por una fuente de voltaje DC=50[V], una resistencia de R=
25[ohmios](foco incandescente) y un capacitor de capacitancia variable C=0.5; 0.25;0.1
y 0.05 [F]. EI capacitor tiene una carga inicial g= O[Coulombios]. Coémo influye la
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capacidad del capacitor en la corriente del circuito? Qué pasa si el capacitor esta cargado
inicialmente? La corriente en el instante t=0 es O[A] para el primer caso la carga inicial
del capacitor tambien es O[C] (i (0) =0=q (0))

Figura 33-5. Circuito serie RC
Realizado por: Ibeth Delgado M 2014

Sea el circuito serie RC conectado a una fuente de voltaje E(t), aplicando las leyes de

Kirchhoff para voltajes y la ley de Ohm se tiene:
E=VR+VC

@ > FE = R—dQ(t) +@ - pori(t) = —dCcIlS:t)

E =Ri(t) + - It c

dq(t) q(t) E , .
It + RC - R EDO lineal de primer orden

En este ejemplo el modelo matematico estd expresado en funcion de la carga q(t), sin
embargo se nos pide analizar el comportamiento de la corriente del circuito, por lo que es
necesario ingresar ademas de la ecuacion diferencial la expresion de la corriente en

funcién de la carga como se puede observar a continuacion:
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Figura 34-5. Modelacion del circuito RC
Realizado por: Ibeth Delgado M 2014
Fuente: Modellus

Se asignan los diferentes valores de capacitancia del capacitor en el parametro C, y de
forma simular al ejemplo uno se utiliza una imagen predisefianda que representa el
movimiento de los electrones a través del cable del circuito. En este ejemplo se han
insertado unos medidores analdgicos de corriente en donde se puede visualizar el valor

que toma la corriente para cada instante “t”.

Al correr Modellus se pueden visualizar el comportamiento de la corriente durante los
primeros segundos en donde se representa el estado transitorio y el estado estable de la
corriente. Se puede distinguir el efecto de la componente exponencial de la respuesta de

la corriente durante el transitorio.

Y-

3

o
-

emoms (] M om0 o0 W] | [2]<]m]

Figura 35-5. Simulacion del circuito RC
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus
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Para un valor mayor en la capacitancia del capacitor, la descarga del mismo es mas lenta

en un circuito serie conectado a una bateria.

Tarea cinco

Analizar el comportamiento de la corriente si la carga inicial del capacitor es diferente de
O[C]

5.1.6.4 Tema cuatro: Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de

Primer Orden en la Geometria

Trayectorias Ortogonales:

Para encontrar la familia de trayectorias ortogonales g(x, y, K)=0 a una familia de curvas
uniparamétrica dada por f(x, y, C)=0 se parte de la condicion de perpendicularidad de dos
rectas tangentes a las respectivas curvas en cada punto de interseccion de las dos familias.
Se dispone de herramientas como la derivada en un punto y la solucién de EDO por el
método mas conveniente segun las caracteristicas de las ecuaciones. EIl proceso para
encontrar las trayectorias ortogonales de una familia de curvas expresada en coordenadas

rectangulares Se resume en:

a- se encuentra la EDO de la familia uniparamétrica dada
Y fey

b- Se escribe la EDO de la familia de curvas ortogonales como:
dy 1
dx  fxy)

c- Se resuelve la EDO de la familia de curvas ortogonales
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Modellus permite graficar las curvas ortogonales sin resolver las EDO de la familia de

curvas dada de una manera muy sencilla.

Ejemplo uno

Se desea dibujar las trayectorias ortogonales a la familia de parabolas dada por:

y = ax?

a- se encuentra la EDO de la familia uniparamétrica dada:
dy 2y
- xSy

b- Se escribe la EDO de la familia de curvas ortogonales como:
dy 1 dy  x

dx~ " floy) Tdx 2y
En Modellus se ingresa las dos ecuaciones diferenciales se especifica las condiciones
iniciales para t=0 y se visualiza las graficas en cuyos puntos de interseccion las tangentes
a las curvas son perpendiculares. Se debe tener especial cuidado en el ingreso de las
condiciones iniciales para x=0 en la parabola, pues es necesario colocar un valor que

tiende a 0 pero no debe ser 0.

|
\
|
|
|
|
|
|
i

=" e

Figura 36-5. Curvas ortogonales
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

Tarea tema cuatro

UNIDAD DOS: ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE ORDEN
SUPERIOR
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5.1.6.5 Tema cuatro: Aplicaciones de las EDO de segundo orden

Las principales aplicaciones de las EDO de segundo orden son en fisica el movimiento
vertical, movimiento parabolico con y sin efecto de la fuerza de rozamiento, sistemas

mecanicos Y circuitos eléctricos entre otros.

Ejemplo uno: Movimiento vertical

En un juego mecanico se lanzan cuatro bolas de colores con el objetivo de alcanzar el
punto méaximo situado a 1.25 [m]. Cada bola se lanza hacia arriba desde el mismo nivel
inferior a diferentes velocidades. Estas velocidades son: 2, 3, 4 y 5 [m/s] respectivamente.
Se desea conocer cuél es la altura maxima que alcanza cada una de ellas, el tiempo que

les lleva tomar esa altura; y el tiempo en que vuelven a su posicion inicial.

En Modellus se ingresa el modelo matematico correspondiente al lanzamiento vertical
expresado por una EDO de segundo orden; e debe antes transformar la EDO de orden “n”
a un sistema de “n” ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden siendo estas
Gltimas las que se ingresan en la ventana Modelo Matematico; las posiciones iniciales en
“y” que en este caso son cero, las diferentes velocidades iniciales de andlisis y en

parametros se asigna el valor de la gravedad.

Se crea el ambiente y se insertan las particulas en forma de bolas de colores, en la
coordenada “y” se coloca la variable “y” y en la escala se coloca 300 para hacer coincidir
con el grafico de fondo, se escoge el color, nombre y el caso. A la variable independiente
“t” se le asigna un rango de 0 a 1 en pasos de 0.01 para hacer mas lento el movimiento

de las bolas.
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SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES A A =
dy

—- v En un juego mecanico se nzan cuatro bokas de cobores con [~
gt anzadas a diferente velocidad el objetivo de alcanzar el punto méximo stuado 3 1.25[m). |3
dw Cada bola se lanza haca arrba desde el msmo nivel inferior 3
ot = ferentes velocdades. Estas vekcdades son: 2, 3,4y 5

= [mys] respectvamente. Se desea conocer cuil es b akura
[(rarimases | [[Consconesincaes = maxima que alcanza cada una de efas el tempo que ks leva

tomar esas akuras; y el tiempo en vuelven 2 su posicin

Dwe! @cmol Bcmed Bomst |~ nicial. v

T =07

Figura 37.5 Simulacion del movimiento vertical

Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014

Fuente: Modellus
En la linea de corrida de tiempo de la parte inferior puede manipularse para visualizar la
altura maxima de cada bola, el tiempo que transcurre para que se de esta altura y el tiempo
total de vuelo. Manipulando adecuadamente esta opcion se puede analizar cada uno de
los casos

Ejemplo dos: Movimiento Parabdlico

Al movimiento vertical del ejemplo uno se le puede agregar una componente en el eje
“x” como es el caso del desplazamiento con una velocidad constante en este eje. Al
ejemplo uno se afiade esta tercera ecuacion diferencial. Con igual cuidado se especifican

condiciones iniciales y parametros.

MOVIMIENTO PARABOLICO i
SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
LINEALES DE PRIMER ORDEN

y= 16676 16676 18676 166 I

w= ! 1736]0 sood![ 7o) [ est

Figura 38-5. Simulacion del movimiento parabdlico
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus
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Se visualiza simultaneamente la diferencia en la forma de la trayectoria de acuerdo al
angulo que tiene la velocidad inicial de lanzamiento. Claramente se observa cuando se
tiene la maxima altura, el maximo alcance, etc. La simulacion es exactamente igual a los
ejemplos anteriores donde las particulas son simplemente figuras escogidas de Modellus,
se asigna a la coordenada “x” la variable “x” y a la coordenada “y” la variable “y”, es

escogen adecuadamente colores, casos, nombres y escalas.
Ejemplo tres: Movimiento parabdlico considerando el efecto del aire

Al ejemplo del movimiento parabdlico se le ha afiadido la influencia del aire, es decir se
quiere visualizar la desaceleracion que produce el aire al movimiento de la pelota tanto

en el eje horizontal como en el eje vertical.

Suponga que una pelota de fatbol es lanzada desde el arco (posicion x, = 0, y, = 0)

pies

con velocidad inicial vy, = 160 [ ] con un angulo inicial de inclinacion de 8 = 30°.

N

Si se desprecia la resistencia del aire se determina que la distancia horizontal recorrida

por la pelota es 400,/ 3 [pies] en un tiempo de 5 [s] aproximadamente justo antes de tocar
el suelo. Ahora considere que ademas de la gravedad la pelota experimenta una

desaceleracion debida a la resistencia del aire dada por:

dx d
Frozamiento = —qv? = —(O.OOZSU)EI’— (0.0025v) d_i/f

Bajo estan condiciones, determine qué tan lejos viajard horizontalmente la pelota de
fatbol?

En el eje “x”:

Z 2 R 2 R dx d’x  d*x a dx
=ma; > — =—mi-o>—-aqg—=m— - —— =
Rozau dt dt? dt2  mdt

x _ (0.00250) &
dt? ' (ST
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Enel gje “y”:

> e L dy d*y
ZFzma ; —>—FROZAM—W=ma—>—aE—mg =m 3~
d’y  ady _ d’y (0.0025 )dy
dtz - mdt 9 qezT Viag 9

Estas dos ecuaciones son las que se ingresan en la ventana de Modelo Matematico de
Modellus, recordando que solo se puede representar ecuaciones diferenciales de primer

orden; se ingresan los valores del parametro g (gravedad 32 [pies/s?] y las condiciones

pies]
s

iniciales xo = 0, yo =0; v, = 138.56 [%] i Voy = 80[

Modelo Matematico

dx )
T
dy

VX

ar
dvx

Figura 39-5.. Modelacién del movimiento

parabolico con resistencia del aire
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus
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deNivel
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oo ¢ e[ o e 0
(GRS « I = il [ o)T8
Figura 40-5 Simulacion del movimiento parabolico
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

Se observa claramente que la resistencia del aire hace que el alcance horizontal de la
pelota sea mucho menor.
En general las ecuaciones diferenciales ordinarias de 2° orden se aplican a cualquier tipo

de movimiento vibratorio sinusoidal por ejemplo:
Vibraciones mecénicas — movimiento libre

Un ejemplo sencillo es el de una masa sujeta a un resorte comun que resiste compresion
y estiramiento, este sistema de resorte masa se representa mediante una ecuacion

diferencial ordinaria de segundo orden de la forma:

dZ

m—y + Famort + Fres = Fext
dt?

mx" + ax' + kx = f(t); EDO 2° ordenno homogénea
SiFext = f(t) =0 - MOVIMIENTO LIBRE
i) Si @ amortiguamiento x= 0 MOVIMIENTO NO AMORTIGUADO

mx" +kx=0
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i) Si 3 amortiguamiento x> 0 MOVIMIENTO AMORTIGUADO

145 ! 2 a k
mx" +ax'+kx=0;, »D“+—D+—=0
m m

a n ( (04 )2 k
r=—c— - ——=
2m | \2m m
N ——
~—_— — ——
Y ;
a- Raices reales y diferentes

L r+B)E -p)t
(%) >E; qH(t) = Cie + Cye

Respuesta sobreamortiguada

b- Raices reales y repetidas

a2 k
(2) =X quo = ciert + ecyem

Respuesta criticamente amortiguada
c- Raices imaginarias

a\? k
( ) < qu(t) = e"*(C, cos(Bt) + Crsen(Bt)

2m
Respuesta sub amortiguada

Si Fext = f(t) # 0 MOVIMIENTO FORZADO

En el que se presentarian las mismas condiciones i) y ii) del movimiento libre.
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Ejemplo uno: Movimiento Libre

Un sistema esta formado por cuatro resortes sujetos en su extremo superior, estos resortes
tienen iguales caracteristicas fisicas es decir tienen la misma longitud y la misma
constante de elasticidad k=200[N/m], se suspenden en la parte inferior de cada uno de
ellos, masas de diferente peso: 50; 25; 20; y 10 [N]; luego de que se estabilizan

adicionalmente se estiran 1[m] hacia abajo y se los suelta repentinamente.
Cuél masa tiene mayor frecuencia de oscilaciéon?,

Cuél masa tiene mayor amplitud de oscilacion?

No se considera el efecto amortiguador del aire

i) NO AMORTIGUADO

oD t=1000[C] Min 0.00 Mac 1000 o m

Figura 41-5. Simulacion del movimiento libre no amortiguado
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

Se puede observar que la masa de menor peso tiene una mayor frecuencia de oscilacion,
mientras que la de mayor peso es la que tiene mayor periodo o menor frecuencia de

oscilacion.
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Ejemplo dos: Movimiento Libre Amortiguado

Un sistema estd formado por cuatro suspensiones mecanicas tienen la misma longitud y
la misma constante de elasticidad k=2[N/m] pero diferente coeficiente de
amortiguamiento b=4; 2; 1y 0.5 veces la velocidad instantanea. Se suspenden en la parte
inferior de cada uno de ellos, masas de igual peso: 1 [N]; luego de que se estabilizan,
adicionalmente se estiran 0.25 [m] hacia abajo y se los suelta repentinamente.

Qué efecto produce la presencia del amortiguador en el sistema?,

Qué interpretacion da a las respuestas de cada suspension?.

i) AMORTIGUADO

dy
:_ ; MOVIMIENTO LIBRE AMORTIGUADO

|
ool ¢ =3000[ ] M 000 iz 000[ W] | (7] =]

Figura 42-5. Simulacion del movimiento libre no amortiguado
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus

La suspension que tiene mayor coeficiente de amortiguamiento hace que no se produzcan
oscilaciones en la respuesta de la posicion de la masa; mientras que aquella que tiene un
menor coeficiente de amortiguamiento produce mayor oscilacién y por tanto el tiempo en

que logra alcanzar estabilidad es mayor.
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Aplicacion a circuitos eléctricos- movimiento forzado

De acuerdo al nimero de elementos no resitivos se da el orden de la ecuacion diferencial

por ejemplo.

Un circuito RL — EDO de ler orden
Un circuito RC — EDO de ler orden

Un circuito RLC — EDO de 2do orden

En circuitos eléctricos no se tienen respuestas oscilatorias no amortiguadas porque
siempre existe un efecto resistivo ya sea por el conductor o por algin otro elemento del

circuito.

Un circuito serie RLC alimentado por una fuente de voltaje alterno E=Vsen(wt) permite
analizar y visualizar los tres tipos de respuestas critica, sobre y sub amortiguada con un
sencillo cambio en el valor de la resistencia, ademas la fuente de voltaje alterno constituye
la fuerza oscilatoria externa. Este circuito mostrado en la figura puede representarse

mediante una ecuacion diferencial de segundo orden de la forma:

Figura 43-5. Circuito serie RLC
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014

Fext = E(t) # 0 MOVIMIENTO FORZADO
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d’¢ Rdg q E d%(t) Rdi i(t) F

dt L dt  LC L atz2 L dt ' LC L

Las dos ecuaciones sea en funcion de la carga o en funcion de la corriente tienen el mismo

analisis para encontrar la solucién homogénea.

Si se resuelve respecto de la carga se puede tener cualquiera de los siguientes casos:

) Raices reales y diferentes
LA (@+p)t (a-p)t
(Z) > E, CIH(t) = Cle + Cze

Respuesta sobreamortiguada

i) Raices reales y repetidas
R\* 1
(Z) = E, qH(t) = Cleat + tCZeat

Respuesta criticamente amortiguada

iii) Raices imaginarias
(R)2<1- (t) = e**(C; cos(Bt) + C t
o) <ip an(®) = e™(Cicos(BE) + Cosen(Bt)

Respuesta subamortiguada

La solucién particular se obtiene como:
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sif #w - Eysen(wt)

Por coeficientes indeterminados o por variacion de parametros

dr =9y T+ qp
Eysen(wt)
r = x RD . 1 ) 5
TRANSITORIO L (D2 +—+ E) D% =—w
ESTACIONARIO

Ejemplo uno:

En el circuito de la figura los valores de los elementos son: Fuente de voltaje 50sen(t), la

bobina tiene una inductancia fija de L=1[H]; el capacitor tiene un valor fijo de C=0.25[F]

y una resistencia variable de R=4,5,2 [Q], la carga del capacitor y la corriente en el

instante en que se cierra el circuito es 0. Analizar el comportamiento de la corriente del

circuito para los diferentes valores de las resistencias.

o’ Variblainds jmdents Mode | Gifics Teba [Ovror ] Netes
ANALISIS DE UN CIRCUITO ELECTRICO PARA DIFERENTES VALORES DE LA RESISTENCIA
E=50sen(t)[V]

Bi = -6.5844

Figura 44-5. Respuesta de la corriente
Realizado por: Ibeth Delgado M. 2014
Fuente: Modellus
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En la simulacion de Modellus se puede observar que:
Para el valor de resistencia R=5 [Q] la respuesta de la corriente es sobre amortiguada es

decir rapidamente el circuito se estabiliza.

Para el valor de resistencia R=4 [Q] la respuesta de la corriente es criticamente
amortiguada es decir un sistema de control representado por este circuito puede ser que
se estabilice 0 no més adelante.

Para el valor de resistencia R=2 [Q] la respuesta de la corriente es sub amortiguada es
decir el circuito representa un sistema cuya respuesta tiene oscilaciones que van creciendo
en amplitud segun va pasando el tiempo, esto es el sistema de control es inestable.

Tarea tema cinco

Analizar un sistema de resortes forzado, manipular los parametros para obtener los

diferentes tipos de respuesta.

En el circuito serie RLC propuesto mantener la resistencia constante y manipular el valor

de la bobina y luego el valor del capacitor por separado.
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CONCLUSIONES

En el diagnostico se determind que la metodologia expositiva por si misma no cubre todas
las necesidades del proceso de ensefianza-aprendizaje en el area de la matematica
relacionada con la tematica de ecuaciones diferenciales ordinarias. A pesar de que la
matematica es una ciencia abstracta y formal requiere del auxilio de la didactica para su
correcta transposicion. Las medias que bordean el 6/10 en ambos grupos validan la

conclusion previa.

El elegir dos grupos distintos en cuanto a sus logros de aprendizaje puso en riesgo la
investigacion en cuanto a los errores denominados como de maduracion; sin embargo al
comparar las medias en ambos grupos se puso en evidencia que su rendimiento era
practicamente igual en el diagndstico, esto bajo un criterio estadistico, el cual mostr6 un
mejor desempefio de 1.01 en el grupo de control sobre el experimental que no influy6 en

el criterio de maduracion.

El Modellus 4.0 como facilitador del proceso de aprendizaje dindmico, activo y
participativo permitié la pragmatizacion de contenidos de la teméatica denominada
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Dicho recurso también la motivé la transposicion

de contenidos de modo facil y ameno lo que no sucedia en la clase de corte expositivo.

La evaluacion final mostré que el grupo experimental es 1.15 veces mejor que el grupo
de control el cual en el momento de diagndstico era 1.01 veces mejor al experimental.
Esta superioridad del grupo experimental se infiere que se debe a la aplicacion
metodoldgica en el proceso ensefianza-aprendizaje cumpliéndose el propdsito de la
investigacion que buscaba mejorar el aprendizaje activo de ecuaciones diferenciales en el

grupo experimental.
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RECOMENDACIONES

Se debe trabajar en el diagnéstico descartando ademas de los errores de madurez aquellos
referidos a historia; es decir cuidando de no tomar en cuenta exclusivamente a estudiantes
que sean demasiado deficientes en la asignatura sino a aquellos que estan muy por encima
de la media pues pueden estos errores provocar Serios sesgos en investigaciones

posteriores.

Se recomienda que se amplie la investigacion incluyendo a estudiantes de diversos
niveles; no necesariamente de la misma carrera sino de otras; recordando que los criterios
de investigacion deben ser no solo repetitivos sino reproductibles; esto, para conocer el
alcance de la efectividad del cuaderno guia; de esta manera se pueden reducir los criterios
absolutistas en cuanto a la calidad de la investigacion aplicada sobre grupos iguales, con
el mismo facilitador, en el mismo nivel y en el mismo tiempo (solo cambiando la

metodologia).

Es recomendable no basarse solo en el cuaderno guia como facilitador de aprendizajes de
las ecuaciones diferenciales ordinarias para no fijar procesos limitados en los estudiantes;
debe combinarse el uso de este recurso con otras estrategias de aprendizaje como por
ejemplo la elaboracion conjunta y el método problémico por descubrimiento en base a
necesidades practicas de la vida cotidiana de los estudiantes.

La propuesta requiere un tiempo minimo del total de la sesion de clase, convirtiéndola en

adaptable al desarrollo de la clase.

La propuesta contiene algunos ejemplos de situaciones practicas, sin embargo es flexible
a los requerimientos de la clase ya que existe una gran variedad de escenarios y objetos
animados que pueden ser propuestos por los mismos estudiantes para el analisis y

simulacion de un mismo fenémeno durante la ejecucion de la clase.

La propuesta no es extensa por lo que no genera inquietud en el estudiante para separar
una gran cantidad de tiempo para su conocimiento y practica.
La mayoria de los estudiantes ya conoce a Modellus como un programa basico en el

analisis de fendmenos fisicos lo que hace facil su adaptacién al curso de EDO.
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La implementacion de los ejemplos de la propuesta permite interactuar entre estudiantes,

con el programa y con el docente.

Se sugiere realizar simulaciones de ecuaciones diferenciales mas complejas, adaptar
nuevas condiciones y parametros para analizar el efecto en los resultados, en muchas
ocasiones estas sencillas variaciones en el software representan un extenso desarrollo

manual que generalmente lleva a errores en los resultados.
Se recomienda afadir aplicaciones de Modellus para sistemas de EDO lineales de primer

orden para la tercera unidad del programa total de contenidos.

Se propone utilizar la propuesta en las otras carreras de la universidad.
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ANEXOS

Anexo A: APUNTES DE EDO

APUNTES DE EDO

Ing. Ibeth Delgado

UNIDAD UNO

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN
ECUACIONES DIFERENCIALES

Son aquellas que contienen las derivadas o diferenciales de una 0 més variables dependientes con

respecto a una 0 mas variables independientes.
Clasificacién de las ecuaciones diferenciales
Segun el tipo

Ecuaciones diferenciales ordinarias:

Son aquellas gque contienen derivadas ordinarias de una o mas variables dependientes con

respecto a una sola variable independiente (EDO)

r "variable dependiente" o Funcidn incognita r = f(x)
“@y — . ¥ "variable dependiente” o Funcién incognita y = g(x)
dx dx dx "r "variable dependiente” o Funci6n incégnita r = h(¢)
x "variable independiente "

dy 3dz rdr

Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales:

Son aquellas que contienen una o més derivadas respecto a dos 0 mas variables independientes
(EDP)
T "variable dependiente"

=0; Funcion incégnita T = f(x,y,z,t)
X,y,Zyt "variables independientes"

0%T 4 0%T N 0%T N kaT
ox?  0y? 0z? ot

Segun el orden:

El orden de una ecuacién diferencial ordinaria esta dado por la mas alta derivada. Una EDO de

orden “n” se representa como:

en laforma normal, se despeja la mas alta derivada y se expresa como:



dy Vo _ (1)
W=f(x,y,y,y e,y D)

Por ejemplo:
d —
x2£+y=0 éy’=x—3/ EDO; 1°" orden

Segun la linealidad

Se puede decir que una EDO es lineal si cumple con las siguientes condiciones:
a,(x) es funcion solo de “x”

Todas las derivadas estan elevadas a la primera potencia

dny dn—ly dzy d_y

dxm’ dxn-17"7"" dx?’ dx’

y

f(x) es funcion sélo de “x”

Segun el grado:

El grado de una ecuacidn diferencial esta dado por el exponente de su mayor derivada.
Por ejemplo:

Determinar el tipo, el orden, el grado y la linealidad de las siguientes ecuaciones:

2

d®y dy .
x? e + sen(x) (H) + x3y = cos(x); EDO,3°" orden, gradol,no lineal

Solucion de una ecuacion diferencial

Se dice que una funcion f definida en un intervalo I; que es continua y posee “n” derivadas
continuas en ese intervalo I; y que, al ser sustituida en la una ecuacion diferencial de orden “n-

1” genera una identidad; es solucion de la ecuacion diferencial en ese mismo intervalo I .

Es decir si cumple la siguiente condicion:

Insertar la ecuacion (2)

FOo f f 1 " fM)=0; vx € 1

Por tanto al intervalo | se le conoce como intervalo de solucién o dominio de la solucion entre

otros nombres, mismo que puede ser abierto, cerrado o semi abierto.

Comprobacion de una solucién de una ecuacion diferencial ordinaria solucién de una EDO



Se dice que una funcion "f" definida en un intervalo | es solucién de un ecuacion diferencial en

ese intervalo | si satisface la ecuacion.

dy_ , B
= =F(0) = ()

dy 3)
dX - f(X)
f dy = f f(x)dx

y = F(x) + C Solucion general de la EDO (4)

En la mayoria de problemas que incluye ecuaciones diferenciales se trata de obtener soluciones
particulares, luego de la solucion general de la ecuacion diferencial mediante ciertas restricciones

Ilamadas condiciones iniciales.
Origenes de las ecuaciones diferenciales ordinarias

Se puede clasificar el origen de las ecuaciones diferenciales en dos grupos el primero cuando se
originan como modelos matematicos de fenémenos fisicos, de procesos biol6gicos, econémicos,
quimicos, eléctricos, mecanicos, etc. Y el segundo cuando se obtienen ecuaciones diferenciales

a partir de familias de curvas geométricas conocidas.
Las ecuaciones diferenciales ordinarias como modelos matematicos

En la actualidad las ecuaciones diferenciales son utilizadas como modelos matematicos para

representar muchos eventos sean fisicos, econdmicos, biolégicos, mecéanicos, etc.

Por ejemplo una edo se utiliza para describir el comportamiento de un sistema o fenémeno y se
le llama MODELO MATEMATICO; los pasos generales para describir un proceso mediante un
modelo matematico se pueden resumir en los siguientes:

Identificar los Objetivos de la modelacion

Identificar las variables por las cuales ocurren cambios en el sistema o fendmeno. De acuerdo al
numero de variables se determina el nivel de resolucion del Modelo, cuantas més variables existan

mayor sera el nivel de resolucion.

Se lista las suposiciones o hipotesis acerca del fendmeno que se esta intentando modelar. Estas
suposiciones tienen relacion con las razones de cambio que provoca que el sistema varie, esto a

su vez influird en que la representacion dependa de una o varias Ecuaciones Diferenciales

Luego de plantear el modelo mateméatico mediante una Ecuacién diferencial o sistema de

Ecuaciones diferenciales, queda resolver las ecuaciones diferenciales. Si los resultados obtenidos



son coherentes con los datos conocidos o experimentales, se puede decir que el modelo es
aceptable; si los resultados no son coherentes; hay que elevar el nivel de resolucion es decir hay
que agregar variables y modificar las suposiciones acerca de los mecanismos que provocan

cambios en el sitema.

Algunos procesos que pueden modelarse matematicamente mediante ecuaciones diferenciales

ordinarias sencillas son:

Crecimiento Poblacional

Desintegracion radiactiva

Propagacion de enfermedades

Ley de Newton para el Enfriamiento — Calentamiento de un cuerpo
Vaciado de Tanques: cilindricos, conos, semiesféricos, esféricos
Circuitos eléctricos, entre otros.

Varios de estos procesos pueden representarse mediante la misma ecuacion diferencial basica

dp(t) (5)
T kP(t)

El modelo béasico poblacional considera el crecimiento de la poblacién en forma exponencial,
este modelo es muy cercano a la realidad de una muestra poblacional de ciertos seres
invertebrados como las bacterias y los peces. Este modelo se utilizd por los afios 70 para modelar
el crecimiento de la poblacion de EEUU, en ese entonces fue til. Y se podria haber expresado

como:

La rapidez con la que crece una poblacion P(t) es directamente proporcional a la poblacion en
ese instante; este modelo considera las tasas de natalidad « y de mortalidad f como constantes,

que simbdlicamente se puede representar como:

AP(t)

A & (a —B)P(t)

Cuya ecuacién diferencial es:

dP(t)
Frae kP(t)
dPP((tt)) = kdt > In(P(t)) = kt + C - P(t) = e**C > P(t) = Cekt

Donde el valor de la constante C se determina de la cantidad P en el instante t=to y la constante

k se obtiene de los datos informativos para los diferentes intstantes “t”.



Desintegracion radiactiva. Reacciones quimicas: Una reaccién quimica se denomina reaccién
de primer orden si en ella una molécula se descompone en otras espontdneamente y el nimero de
moléculas en que se descompone en una unidad de tiempo es proporcional al nimero de moléculas

existentes.

Si se considera una sustancia que contiene A(t) &tomos de algun isétopo radiactivo en un instante
“t”; se tiene informacién de que una cantidad constante de esos atomos radiactivos se
descomponen espontaneamente en otro tipo de is6topos en un intervalo de tiempo; Representar

matematicamente este proceso.

Se modela de forma semejante al del crecimiento poblacional, con la diferencia de que el nimero
inicial de atomos A(t) va disminuyendo por la desintegracién asi:
AA(t) dA(t) (6)
oC

At A(t) - T = —kA(t)

Donde la constante C se calcula suponiendo una condicidn inicial de la cantidad de &tomos (masa)

para un instante t=ty se tiene una A(t=tg)= Ao y reemplazando en la solucion se tiene:
A(t=ty) = Ay =Ce™* 5 Ay =Co A1) =Ay e ™
Modelos matematicos con ecuaciones de segundo orden:

Cuerpo en caida libre y con resistencia: Desde una cierta altura se deja caer un cuerpo de masa
(m) sobre el que actlia ademas de la fuerza de gravedad la resistencia del aire, que es porporcional

a su velocidad y se quiere clacular la velocidad de caida.

Movimiento Pendular: Se supone un punto material de masa m suspendido en un punto fijo que
se mueve por accion de la gravedad a lo largo de un arco de circunferencia que esta en un plano
vertical. Despreciando el rozamiento y la resistencia del aire se pretende calcular la ecuacion del

movimiento en funcion del tiempo.
Ecuaciones diferenciales a partir de una familia de curvas

Las ecuaciones diferenciales aparecen a partir de la familia de curvas geométricas
a(x,y,cl,c2,...Cn)=0; también se utilizan para describrir mateméaticamente problemas fisicos de

ciencias e ingenieria.

Si se tiene una ecuacién de la familia de curvas se debe eliminar primero los pardmetros, una
forma es despejandolos y luego derivandolos ; otra forma es derivar la ecuacién tantas veces como

pardmetros existan en la ecuacion; y otra es utilizando determinante igualado a 0.



Familia de curvas solucién de una EDO

Una ecuacion diferencial tiene generalmente un namero infinito de soluciones. Asi, al resolver
una ecuacion diferencial de primer orden de la forma F(x,y,y’)=0 se obtiene una familia
“uniparamétrica” de curvas de la forma g(x, y, C) =0 donde la constante C es arbitraria; de
forma similar si se resuelve una ecuacion diferencial de segundo orden de la forma F(x,y,y’,y’”)=0
se obtiene una familia “biparamétrica” de curvas de la forma g¢(X, y, Ci, C;) =0 donde las
constantes C; y C, son arbitrarias por tanto al resolver una ecuacion diferencial de orden “n” de
la forma F(x,y,y",y",¥" .....y™) = 0 se espera obtener una familia “n” paramétrica de

soluciones de la forma g(x,y, C4,C5,C3 ... ... c, =0.

Especificamente al grupo de soluciones de la forma g(x, y, C) =0 se le Ilama solucién general
de la EDO de primer orden de la forma F(x,y,y’)=0; si se determina el valor de “C” se obtiene
una curva especifica para ese valor que es parte de la familia total de curvas y se le llama solucién
particular de la EDO de primer orden. Y si existiese una solucion de la EDO de primer orden
que no forma parte del grupo de curvas dado por g(x, y, C) =0 se le llama solucién singular de
laEDO.

Todas las soluciones de una ecuacion diferencial de orden “n” en un intervalo | pueden obterse

de la funcion g(x,y,C4,C5,C3 ... ... C,) = 0, a este grupo de curvas se llama solucién general.

Problema de valor inicial

Generalmente cuando se resuelve una EDO es muy util obtener la solucion especifica para una
cierta condicién del problema ya definida. Esta condicion se le [lama resolver el problema de

valor inicial.

El problema de valor inicial consiste en resolver una ecuacion diferencial ordinaria de orden “n”

n
de la forma Zx—y f,y,y,9", ., y® D) sujetaa las condiciones:

> =
Donde: yo; ¥'o; ....y("‘l)0 son los valores de “y” y de sus “n-1” derivadas en un solo punto,
estos valores son constantes dados en forma arbitraria y se les llama condiciones iniciales.
Intervalo de definicion de la solucién de una edo

Es muy importante notar la diferencia entre el intervalo de definicién de una funcién y el
intervalo de definicion de la solucion de una EDO. Por ejemplo:

1

La solucion de la edo de primer orden y’ + 2xy? =0 esy = Y

Esta funcion “y” representa una familia uniparamétrica de curvas de acuerdo a los valores que

tome “C”.



Para evidenciar la diferencia entre los intervalos de definicion de la funcién y el intervalo de

solucion, se escoge el valor de C=-4

b

Se puede visualizar en la gréafica los intervalos de existencia de la funcion, estan definidos en

todos los reales excepto en x=-2 y x=2

El intervalos solucidn de la edo puede ser cualquiera de los intervalos de existencia de la funcién
es decir J-0,-2[ U ]-2,2[ U]2,00[

Mientras que el intervalo de la solucién particular es solamente aquel en el que se cumple la
condicion por ejemplo: para la condicion y(3)=0.2 el Intervalo de la solucién es ]2,00[; para la
condicién y(1)=-0.38 el Intervalo de la solucion es ]-2,2[;y para la condicén y(-4)=0.08 el

Intervalo de la solucidn es ]-o0,-2[;
CAMPOS DIRECCIONALES

La ecuacion y = C representa una familia a un parametro de lineas horizontales. En general
cualquier miembro de la familia f(x,y) = c se llama is6clina, que literalmente significa curva a

lo largo de la cual la inclinacion de las tangentes es igual.

Cuando se hace variar el parametro c, obtenemos un conjunto de iséclinas en que los elementos
lineales se construyen adecuadamente. La totalidad de esos elementos lineales se llama de
diversos modos: campo de direcciones, campo direccional, campo de pendientes o campo de
elementos lineales de la ecuacion diferencial:

()

dy
- &)

Segun apreciamos en las figuras, el campo de direcciones recuerda las “lineas de flujo” de la

familia de curvas de solucién de la ecuacion diferencial y» = y. Si deseamos una solucién que



pase por el punto (0,1), debemos formar una curva , como se indica en la segunda figura, que

pase este punto de modo que atraviese las isoclinas con las inclinaciones adecuadas.

Ejemplos:

Graficar las curvas solucién de

dy
dx

=Yy

m pendiente de la recta tangente a la curva
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Métodos de solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Integracion directa

Si la ecuacion diferencial es de la forma:

(8)

=@

Se la puede resolver integrando directamente el diferencial dy del un lado de la ecuacion con

respecto a y y la funcion f(x)con respecto a x

)

fdy=ff(x)dx+€

dy
dx

=X



[dy = [ xdx

X2
Y=

Reducibles a variables separables

Si la ecuacion diferencial tiene la forma:

dy (10)
a—f(ax+by+c)

Se puede resolver haciendo la sustitucién.

u=ax+by+c

du dy dy 1/du (11)
el T it et el

N dx

Se reemplaza en la EDO original y se obtiene una EDO en (u,Xx) a variable separable.
Ecuaciones diferenciales homogéneas
Funciones homogéneas:

Una funcion f((x, y) se dice homogénea de grado “n” si cumple la condicion.

f(tx, ty) = t*f(x, ) (12)

La ecuacion M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 se dice que es homogénea si cumple con que M y N

sean homogéneas, es decir:
M(xt,yt) = t"N(x,y) (13)

N(xt,yt) =t"M(x,y) (14)

Esta ecuacion se puede resolver por variable separable utilizando cualquiera de las sustituciones

siguientes:

y = ux cuando la estructura de N = (x, y) es mas sencillaque M = (x, y)
x = vy cuando la estructurade M = (x,y) es mas sencillaque N = (x, y)
dy=udx+xdu; dx=vdy+ydv

Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas

Si una ecuacion diferencial tiene la forma



dy __ax+by+c (15)
dx ' “a'x+b'y +c’'
se la puede reducir a una ecuacion diferencial homogénea mediante las siguientes sustituciones :

x=u+h
y=v+k

Donde h ,ke R y son las coordenadas del punto de interseccion de las rectas.

{ax+by+c=0
ax+bx+c=0

Ecuaciones diferenciales exactas

Sea una funcion que definida como: f: R? - R

Uy L Uy dy (16)

A la funcion M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0 se la llama exacta si existe una funcién f(x,y),

f: R? - R tal que la diferencial de f(x,y) es:

df (x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy Donde:

of (x, 17
M(xy) = fg;y) (17)
af (x, 18
NG y) = féxyy) (18)

Se dice que la ecuacion diferencial es exacta si cumple la condicion necesaria para que sea exacta

la cual es :
oM _ON (19)
dy  ox

Condicion de los campos vectoriales conservativos
Ecuaciones diferenciales reducibles a exactas

Si la ecuacion diferencial no es exacta se puede reducir a exacta encontrando la funcion u(x, y)



u(x,y)M(x,y)dx + u(x,y) N(x,y)dy =0
CASO 1. Si u(x,y) es funcion solo “x”
u(x,y)M(x,y)dx +u(x,y) N(x,y)dy =0
Mr(x,y) Ni(xy)
oM’ (x,y) oM(x,y) ou(x,y)
- 7 — M
oM’ (x,y) ( )aM(x,y) 6m s6lo de "x"
3y =u(x,y 3y porque u es funcién sélo de "x
ON'(x,y) ON(x,y) ou(x,y)
Tox MM T PN,
Para que sea exacta:
oM'(x,y) 9N'(x,y)
dy - ox
OM(x,y) ON(x,y) ou(x,y)
u(x'Y)T—u(x’}’) dx +N(x:}’) dx
OM(x,y) ON(x,y) ou(x,y)
uxy) — w5 = Ny —

IM(xy) 6N(x,y)> — N(uy) dux,y)

u(x,y) ( oy 0x

ox

N(x,y) ay dx

1 <6M(x, y) B JON(x, y)> B ou(x,y)
~ulxy)

f 1 <6M(x, y) B JdN(x, y)) D — f ou(x,y)

N(x,y) ay ox

u(x,y)

1
In(u(x,y)) = fN(MJ’)( dy

u(x,y) = el @&

Fl) = 1 <6M ON)

N(x,y)\dy ox

CASO 2. Si u(x, y) es funcién de “y”

u(x,y) = efg(y)dy

OM(x,y) ON(x, y))
- dx —
0x

sea exacta

(20)

(21)

(22)

(23)



gy =L (2 @

CASO 3. Siu(x,y) = f(x) g(y) donde f(x) y g(y) se encuentran por inspeccion

oM _oN _ f&) g (25)
oy ax MO oy T M@ oy

CASO 4. Siu(x,y) = x™y™donde m y n se determinan a partir de la condicion suficiente y
necesaria de las ecuaciones diferenciales exactas.

Resolver la siguiente ecuacidn diferencial

(¥3x+1)dx + x’y*dy = 0

oM aN_32 2xv? = v2x dividi N
T = 3y%x xy* = y*x dividir para N(x,y)
=> 12 CASO

1
f@) = Fayix=_—ulxy) = elx S u(ey) =e™ > ulry) =x

y

Combinaciones integrables

xdy + ydx = d(xy) 2(xdy £ ydx) = d(x* £ y?)
xdy-ydx y xdy+ydx 1 xdy-ydx _x
x?2 =d (x) x2y2 d ( xy) y? =d ( y)

xdy—ydx _ (ln (X)) xdy+ydx _ d(ln(x )) xdy—ydx _ o (arctan (2))
—xy x Xy Y x2+y2 x
xdy-ydx _ 1 x4\ xdy-ydx _ 1 (x+y ydx—xdy _ 1 (x=y

x2-y2 2 d <ln (x—y)) (x-y)2 2 d (x—y) (x+y)2 2 d (x+y)
dx+dy _ xdy—ydx _ Y
y d(ln(x + y)) el d (arcsen (x))

Resolver la siguiente ecuacion diferencial

dr  rsecO(sec6 +1*(tg6))
de r2sec(0) — tg (0)

(r?sec(9) — tg (0))dr(rsec?8 + r3sec(0)tg(0)do +r?

tg(9) sec?9
sec — 2 dr + " + rsec(0)df =0



secO tgo
g ):0

(sec@dr + rsecOtg6do) + ( " do — r—zdr

tgo
d(rsec) + d (T) =0

sec? tgo
secOdr + r secl tgh do + " do — —z dr=20

fd(rsec@) +Jd(g) =0

tg 6
rsecQ+gT=C

Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Una ecuacidn diferencial lineal de primer orden es de la forma:

d
aq(x) % + a,(x)y = f(x) (26)

dy a(0)  f@)
x| a0 n@

d 27
% + P(x)y = Q(x) E.D.O.L 1°orden @0

Factor integrable por reducible a exacta primer caso

F.l efP(x)xd
efP(x)xd % + efP(x)xd P(x)y — efP(x)xd Q(x)

d(efP(x)xdy) = o P()xd Q(x)

(28)

[P(x)xd
y:e—fP(x)xd{fe Q(x)dx+C}

Ecuaciones diferenciales de Bernoulli

Tiene la forma



dy B . (29)
a+P(x)y =Q()y™; n#1

1.- Multiplicar a la ecuacion por y (1 — n)

d
(L= my™ 22+ (L =y ™P() = (1 - Q)
2.-Cambiar de variable

_ndy

dz
z=y ™"l =>—=(1-n)y o

dx

3.-Resolver la EDO

% +(1-n)zP(x) =(1—-n)Q(x) E.D de 1°orden

7= e-fP(x)(l—n)dx{efp(x)(l—n) (1 —n)Q(x)dx + C }
Ecuaciones diferenciales de Ricatti

Son de forma :

dy (30)

- = Py + Q)Y + R()

Suponemos que y; (x)es una solucidn de la ecuacién y cumple con
y = y; +u — Donde u es una funcion incégnita

Reemplazando y agrupando en la ecuacion diferencial 55 queda:

du
(PO +2y1 Q())u = Q(x)u?

Ecuaciones diferenciales de Lagrange y Clairaut

Son de la forma
y=xf (y) +g () - Lagrange (31)

y =xy + g (y)) - Clairauts (32)

Para resolver este tipo de ecuaciones se debe transformar a una ecuacién lineal en como funcion

de P haciendo que Z—z =P - dy=Pdx

Reemplazando en la ec. 56



y=xf(P)+ g(P)

Diferenciando
Pdx = dy = f (P)dx + xf'(P)dP + g'(P) dP
Pdx — f(P)dx = xf'(P)dP + g'(P) dP

(P—f(P))dx = (xf'(P) + g'(P))dP

dx _ (xf'(P) + g'(P))

y 0]
P P—F(P) — Edo Lineal 1°0Orden

x=¢ (P,OC).

y = se reemplaza en la ecuacion diferencial original
Aplicaciones de las edo

CUADRO DE APLICACION DE MODELOS BASICOS

( Crecimiento Poblacional
Determinacion de la edad de fo6siles
dA Desintegracién radiactiva

i kA { Eliminaciéon de medicamentos
t Ley de Newton Enfriamiento — Calentamiento

Interés compuesto
Vaciado de tanques, etc

dA Circuitos eléctricos
i P(t)A(t) = Q(t){Mezclas
t Oferta y demanda

Aplicaciones a la geometria
urvas ortogonales.-

Dos curvas C; y C, son ortogonales si sus tangentes son perpendiculares en un punto de

interseccion, es decir cumplen con la condicion de:
mq.my = -1
Donde: m, es la pendiente de la recta tangente a la curva C;

m,, es la pendiente de la recta tangente a la curva C,



Cuando toda las curvas de una familia de curvas g(x,y,C) = 0 cortan ortogonalmente a otra familia

de curvas h(x,y,C) =0 se dice que son cada una trayectoria ortogonal de la otra.

Para encontrar las trayectorias ortogonales de una familia de curvas dada en coordenadas

rectangulares se resumen los siguientes pasos:

1. Se halla la ecuacién diferencial de la familia de curvas dada

d
— = 00

2.-Se resuelve la ecuacién diferencial de la familia ortogonal como

dy 1
dx — f(xy)

3.-Se resuelve la ecuacion del diferencial del paso 2

UNIDAD DOS
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE ORDEN SUPERIOR

Las ecuaciones diferenciales de orden “n” se representan como:

n dn—l d3 3

(33)

(34)

() T+ a1 () Ty + o @3 T+ () +a1(x) >+ gy = f()

Sif(x)=0 EDO Lineal Homogénea
Sif(x)#0 => EDO Lineal NO Homgénea
Para determinar la solucién particular se debe considerar:
Problema de valor inicial

Problema de valor en la frontera

Problema de valor en la frontera.

Este problema consiste en resolver una ecuacion diferencial en el cual la variable independiente

y 0 sus derivadas se especifican en puntos diferentes por ejemplo para la ecuacion diferencial de

segundo orden:

dZ
()T +a (x) —+ ag()y = ()



y(a) =y,
y(b) = yp

Se puede especificar los valores {
Dependencia e independencia lineal

El conjunto de funciones f; (x), f>(x), f3(x), ... fn(x) es linealmente dependiente en un intervalo

I si existen constantes Cy, C; ... C, no todas nulas tales que
c1f1(x) + c2f2(x) + ca3fs(x) + - cufu(x) =0

Son todas nulas

EL WRONSKIANO

Es el determinante de la matriz formada por: f;(x), f2(x) ... ... f™(x)ysus (n — 1) derivadas

A® AE . AR
K@ 20 0. G
we|A® 2@ FE. e

(n;l) (n;l) (n;l) (n;l)
fl(x)  f2(x)  f3(x).. fn(x)

Si el determinante W es diferente de cero en por lo menos un punto del intervalo | => las

funciones son linealmente independientes.
Si f1(x), f2(x).... fa(x) SON linealmente dependientes => wronskiano es cero.

Si el wronskiano de las funciones es cero no necesariamente significa que las funciones sean

linealmente dependientes.
Solucion de las EDOL Homogéneas de orden “n” con coeficientes constantes

Para resolver una EDO homogénea de coeficientes constantes se puede seguir los siguientes

pasos:
1) Escribir la ecuacion diferencial mediante el polinomio caracteristico P(D)=0
(ayD™ + ap_ D"t + -+ a3D3 + a,D3 4+ a;D + ay)y =0

2) Calculamos las raices del polinomio caracteristico igualando a cero P(D)=0; de acuerdo a la

naturaleza de las raices se tiene:

Raices Ry diferentes



NFENRFRZFELF - FTy

yr = Cie™* + Ce™2* + -+ + Cpe™*

Raices Ry repetidas

M =1y =13 =1 F15 FlgF " F1y

yr = C1€"1%* + Cyxe™* + C3x*e™* + C4x3e™* + Cse™™ + Cge™s* + -+ Cpe™*

Raices imaginarias

T = i =1, =Xt Pri =13 =X+ Byl F 1y =Xt Lyl F 15 =Xt Pl F - F

rn =nt Bni
2 2 2

yr = e*1*(C; cos(B1x) + Cysen(Byx)) + xe*1*(C3 cos(B1x) + Cusen(Byx))
+ x2e*1*(Cs cos(B1x) + Cosen(B1x)) + e%+*(C; cos(B4x) + Cgsen(By4x))
+ e*5%*(Cy cos(Bsx) + Cipsen(Bsx)) + -+ ...

+ eoch(Cn_1 cos (ﬁgx) + Cpsen(fnx))
2 2

Solucion de las EDOL No Homogéneas de orden “n” con coeficientes constantes.

Para obtener la solucién general de la EDOLNH de coeficientes constantes primero se determina
la solucion general de la EDOLH y después se determina una solucién particular cualquiera de la
EDOLNH.

yy: EDOLH
yp: EDOLNH
Yy=Yut+yp
Para encontrar la solucién particular se puede utilizar cualquiera de los siguientes métodos.
Método de los coeficientes indeterminados
Variacion de parametros
Método de los coeficientes indeterminados.

Para este método se puede utilizar los Operadores Diferenciales Anuladores; se aplica este
método cuando f(x) tiene la forma de polinomios, trigonométricas senos o cosenos Yy

exponenciales; o la combinacion lineal de estas formas de funciones.
Operadores Anuladores para f(x)

El operador D™ anula a cada una de las funciones 1,x2, x3,x%, ... ... xmt



(D—x)™ anula a cada una de las funciones e**, xe™*, x%e*, .....x" 1e**

(D? -2« D+ («2+ BZ)™ anula a cada una de las  funciones:
e**Cos(Bx), x e“*Cos(Bx),x*e“*Cos(Bx), ...., x* 1e“*cos(Bx)
e**Sen(Bx), xe**Sen(Bx), x*e“*Sen(fx), ..., x" 1e“*Sen(Bx)

Método de variacion de parametros

Consideremos una EDO Lineal No Homogénea de coeficientes constantes de la forma siguiente:

d3y d*y dy
a3ﬁ+azm+a1 E+ay—f(x)

La solucién homogénea se la puede escribir como:
yu = C1y1(x) + Coy2(x) + C3y3(x)

Se considera la solucion particular. yp

yp = Uy1(x) + uzy,(x) + uzys(x)

Donde u1, u2,u3 son funciones incognitas que satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:

uy'y; + uy'y, + uzy; =0

u 'y, + uy'yy' + uzy;' =0
11 n n

ut + u’Zy2 + u'3y3 = f(x)

Aplicaciones de las edo de segundo orden
Aplicaciones a la fisica

El lanzamiento de un proyectil que describe una trayectoria parabdlica y se puede representar

vy = 29.42

y =8.34 vx = 50.00

W -

-~

[
0.00 x = 10.50

En el eje “x” aunque no actia ninguna fuerza sobre el cuerpo, existe movimiento. Y segun la

Primera ley de Newton, se tiene que:

0=m.a



d?x
0= mﬁ EDO  Segundo orden

Se encuentra la funcion posicion del cuerpo como una funcion x(t)resolviendo la EDO

d%x
dt?

=0; x(0)=x9 2x0=0Cpy v(0) =vy > vy=Cy; |x(t) = vyt +x0|

En el eje “y” actia una fuerza y es la del peso del cuerpo por lo que se puede expresar como:

B dy
W=ma—>fm=f9.8;—>a=vy(t)=9.8t+61—>fdyzf(9.8t+€1)dt -

2

t
y(t) =g7+”0yt+J’o

En general las ecuaciones diferenciales ordinarias de 2° orden se aplican a cualquier tipo de

movimiento vibratorio sinusoidal por ejemplo:

Vibraciones mecanicas

Un ejemplo sencillo es de una masa sujeta a un resorte comun que resiste compresion y

estiramiento.

- YN

A
A 4
A
y

5 50

Por la segunda Ley de Newton : 213 =m.d

d?y
Fext — Fres — Famort = m—~
dt?

Donde:
Fext : Fuerza externa del sistema para cualquier instante "t"
Fres: Fuerza de restauracién del resorte Fres = — kx

-
Famort: Fuerza de amortiguamiento que se opone al movimiento;



dx
y es proporcional a la velocidad en el instante "t"; Famort = —« a

Entonces reescribiendo la ecuacion:

dZ

m—}zl+ Famort + Fres = Fext
dt

d?y
mW+ Famort + Fres = Fext

mx" + ax' + kx = f(t); EDO 2° orden no homogénea

Si Fext = f(t) =0 - MOVIMIENTO LIBRE

Si @ amortiguamiento = 0 MOVIMIENTO NO AMORTIGUADO
mx" +kx =0

Si 3 amortiguamiento x> 0 MOVIMIENTO AMORTIGUADO

a k
mx"+ax'+kx=0-D*+—D+—=0
m m

Aplicacién a circuitos eléctricos

De acuerdo al numero de elementos no resitivos se da el orden de la ecuacion diferencial por

ejemplo.

Un circuito RL — EDO de ler orden
Un circuito RC — EDO de ler orden
Un circuito RLC — EDO de 2do orden

En circuito eléctrico no podemos tener respuestas oscilatorias no amortiguadas porque siempre

existe una resistencia ya sea por el conductor o por algin otro elemento del circuito.

Se conecta en serie una inductancia de L[Henrio], una resistencia de R [Q] y un capacitor
de [C] Faradios como se muestra en la figura. En el instante t=0 se cierra el circuito y se

produce una corriente i(t), la carga incial del capacitor es cero.

i(0)=0=q(0)



E=VR+VC+VL

_ q Ldi(t) , 1 f _ Ldi(t)
E=R = E=R —

i((t) + AT i(t) + c i(t)dt + i

dqg q d%q dE(¢) di i(t) d2i(t)
E=Rgtctlae a Rt trae
d’¢ Rdq q E d*i(t) Rdi i(t) E
dt Ldt LC L dt?2 Ldt LC L

Las dos ecuaciones sea en funcién de la carga o en funcion de la corriente tienen el mismo anélisis

para encontrar la solucién homogénea

, R 1
D’+—-D+—=0

L LC
R R\?> 1
g |6
21 2L LC
N——
* B

Si se resuelve respecto de la carga se puede tener cualquiera de los siguientes casos:

Raices reales y diferentes
G) >
2L LC
qu(t) = C1e( @t 1 Cre@Pt

Respuesta sobreamortiguada

Raices reales y repetidas

() =m
2L) ©LC

QH(t) = Cleat + tCZQat



Respuesta criticamente amortiguada

Raices imaginarias
G) <3
2L LC
qy(t) = e*(C, cos(Bt) + C,sen(ft)
Respuesta subamortiguada

La solucion particular se obtiene como:

sif #w - Egsen(wt)

O ya sea por coeficientes indeterminados o por variacién de parametros

qr = qu + qp
|
Eysen(wt)
qr = 25 + S RD 1 D2 = 5
TRANSTTORIO L (D + E) =-w
ESTACIONARIO

Solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias mediante series de potencias
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DESCRIPCION DE LA ASIGNATURA:

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias es una materia que aplica el estudiante en el ambito de la matematica
superior, mediante el conocimiento progresivo de teoremas, reglas, principios y técnicas para resolver E.D.O. de
primer orden, orden superior, sistemas de ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones, a fin de que haga suyo el
lenguaje de las Ciencias, que es matematica, alrededor de la cual se articula la formacién del ingeniero, con
ayuda de paquetes computacionales.

CONTRIBUCION DE LA ASIGNATURA A LA FORMACION PROFESIONAL:

Esta asignatura corresponde al eje de formacion de ciencias basicas e informatica, proporcionando un pensamiento légico,
con bases conceptuales con el apoyo de las asignaturas de calculo diferencial e integral y fisica; convirtiéndose en el
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mecatrénico de las carreras de ingenierias técnicas.

RESULTADO DE APRENDIZAJE DE LA CARRERA: (UNIDAD DE COMPETENCIA)

MECATRONICA
A.2. Modela problemas de ingenieria mediante ecuaciones diferenciales clasicas y aplica las
herramientas del analisis matematico y métodos numéricos para obtener las soluciones.
B.4. Disefia circuitos eléctricos y electronicos utilizando herramientas matematicas

OBJETIVO DE LA ASIGNATURA:

Identificar y aplicar las diferentes ecuaciones diferenciales ordinarias y sus diferentes formas de soluciéon, como la base
matematica de modelos y simulaciones, para el disefio y construccion de maquinas y procesos automatizados, relacionados
con eventos fisicos, quimicos, econdmicos y especificamente circuitos eléctricos y sistemas mecanicos; vinculados con la
ingenieria Mecatrénica con profesionalismo, eficiencia y ética.

RESULTADO DE APRENDIZAJE DE L A ASIGNATURA: (ELEMENTO DE COMPETENCIA)
Resuelve ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y de orden superior utilizando diferentes métodos de solucion,
mismos que le sirven en la aplicacion de problemas fisicos, quimicos, vibraciones mecanicas y de circuitos eléctricos.




2. SISTEMA DE CONTENIDOS Y RESULTADOS DEL APRENDIZAJE

No. UNIDADES DE CONTENIDOS RESULTADOS DEL APRENDIZAJE
Y SISTEMA DE TAREAS
UNIDAD 1: Resultados de Aprendizaje de la Unidad 1:
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE e Identifica y utiliza los métodos de solucion para
PRIMER ORDEN Y APLICACIONES. ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden.

e Aplica las ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden en la solucién de problemas
relacionados a eventos fisicos, econémicos,
guimicos, mecénicos y eléctricos.

Contenidos: Tarea 1.1:
1.1 Definiciones preliminares. Definicién y clasificacion Leer, analizar y sintetizar la clasificacion y el origen
de las Ecuaciones diferenciales, tipos de solucion. de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
1.2 Origenes de las ecuaciones diferenciales. Ecuacion orden relacionando a hechos cotidianos.
diferencial de una familia de curvas.
1.3 Ecuaciones diferenciales de primer orden. Tarea 1.2:
Notaciones, problemas de valor inicial. Teorema de Taller en clase a nivel grupal: Graficas de los campos
1 Picard y Peano. de direccion de una ecuacion diferencial.
1.4 Campo de direcciones. Uso de software.
1.5 Método para resolver ecuaciones diferenciales Tarea 1.3:
ordinarias de primer orden: Resolver ejercicios relacionados con el calculo de
1.5.1 Integracion directa, variables separables y | ecuaciones diferenciales de primer orden utilizando
reducibles a variables separables. los métodos estudiados.
1.5.2 Ecuaciones diferenciales homogéneas y
reducibles a homogéneas. Tarea 1.4:
1.5.3 Ecuaciones diferenciales exactas Realiza un trabajo grupal sobre la aplicacion de los
1.5.4Factor Integrante métodos de solucion para resolver problemas de
1.6 Ecuaciones diferenciales de Bernoulli, Ricatti y trayectorias ortogonales e isogonales, problemas
Clairaut. fisicos, quimicos, eléctricos, etc
1.7 Trayectorias ortogonales e isogonales: coordenadas
Rectangulares y polares.
1.8 Problemas de aplicacion.Aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.
UNIDAD 2: Resultados de Aprendizaje de la Unidad 2:
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS e Identifica y utiliza los métodos de solucion para
LINEALES DE ORDEN SUPERIOR Y APLICACIONES ecuaciones diferenciales ordinarias de orden
superior.

e Aplica las ecuaciones diferenciales ordinarias a
la solucién de problemas relacionados a
eventos mecanicos y eléctricos.

Contenidos: Tarea 2.1:
2.1 Definiciones preliminares Leer, analizar e identificar métodos de solucién de
2.2 Problema de valor inicial, y valores en la frontera, ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden
dependencia e independencia lineal, teorema de superior
superposicion, teorema de linealidad, 2.3 Solucion de '

2 | ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior.

2.3.1 Operadores diferenciales anuladores:
definicion y teoremas.
2.3.2 Solucidn de ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales de orden superior con
coeficientes constantes y con segundo miembro
distinto de cero.
2.4Método de los coeficientes indeterminados.
2.5 Método de variacion de los parametros.
2.6 Ecuacion de Cauchy-Euler
2.7 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales de segundo orden. Movimiento
vibratorio libre no amortiguado. Movimiento vibratorio
amortiguado. Movimiento vibratorio forzado.

Tarea 2.2:
Resolver ejercicios relacionados con las ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden superior.

Tarea2.3:

Taller de aplicacion: movimiento vibratorio libre no
amortiguado, en el movimiento vibratorio libre
amortiguado y vibratorio forzado.




UNIDAD 3:

SOL

UCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

ORDINARIAS CON SERIES DE POTENCIAS

Resultados de Aprendizaje de la Unidad 3:

e |dentifica y aplica propiedades y criterios de
convergencia de series en gjercicios teoricos.

e Resuelve sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales mediante series de

potencias.

Contenidos: Tarea 3.1:

3.1. Introduccion al estudio de series y sucesiones Identificar y utilizar las propiedades de series y

3.2. Convergencia de series sucesiones, criterios de convergencia para resolver

3.3. Series geométrica: Convergencia ejercicios relacionados con el tema.

3.4. Propiedades de las series

3.5. Criterios de convergencia. Tarea 3.2:

3.6. Convergencia absoluta y condicional Expresar funciones elementales mediante series de

3.7. Series de potencias. potencias aplicando Taylor y Mclaurin.

3.8. Radio e intervalo de convergencia.

3.9. Derivacién e integracion de una serie de Tarea 3.3:

potencias. Resolver ecuaciones diferenciales ordinarias usando

3.10.  Series de Taylor y Mclaurin.- aplicaciones. series de potencia y contrastando con métodos

3.11. El método de la series de potencias. anteriores.

3.12.  Funciones Especiales.

3.13.  Ecuaciones de Legendre y Bessel. Tarea 3.4:

3.14. Método extendido de la serie de potencias. Resolver ecuaciones diferenciales ordinarias con
coeficientes no constantes usando series de
potencia.

UNIDAD 4: Resultados de Aprendizaje de la Unidad 4:

TRANSFORMADA DE LAPLACE Y SISTEMAS EDO.

¢ Identifica las funciones elementales
escaldn, pulso e impulso como sefiales de
control y aplica la transformada directa e
inversa de Laplace.

e Aplica la transformada de Laplace,
métodos de los coeficientes
indeterminados y de variacion de
parametros a la solucion de sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales.

Contenidos:

4.1 Definicion y propiedades de la Transformada de
Laplace.

4.2 Transformada de algunas funciones elementales
4.3 Transformada de derivadas.

4.4 Transformada de integrales.

4.5 Funciones Singulares y sus transformadas de
Laplace

4.6

Transformada Inversa de Laplace
4.6.1 Forma Directa
4.6.2 Fracciones Parciales y completacion de
cuadrados
4.6.3 Propiedad inversa de la derivada
4.6.4 Convolucion

4.7 Aplicaciones de la Transformada de Laplace en la
solucién de EDO
4.8 Solucion de Sistemas de ecuaciones diferenciales

utiliz

ando Transformadas de Laplace

4.9 Solucion en forma matricial de Sistemas de EDO de
primer orden

4.9.1 Uso de valores y vectores propios para
resolver sistemas homogéneos de ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden

4.9.2 Método de coeficientes indeterminados
para sistemas no homogéneos de EDO de
primer orden

4.9.3 Método de variacion de parametros para sistemas
no homogéneos de EDO de primer orden

Tarea 4.1:
Aplicar las definiciones, conceptos y propiedades de
la transformada de Laplace.

Tarea 4.2:
Utilizar reglas y tablas de las transformadas de
Laplace para resolver ejercicios.

Tarea 4.3:

Aplicar con criterio las leyes de las transformadas
directa e inversa de Laplace en la resolucion de
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden

“on

n-.

Tarea 4.4:
Leer, analizar y sintetizar la teoria de los sistemas de
ecuaciones lineales.

Tarea 4.5

Aplicar los métodos de solucién de sistemas lineales
a la solucibn de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales de primer orden.




PROYECCION METODOLOGICA Y ORGANIZATIVA PARA EL DESARROLLO DE LA

ASIGNATURA

fundamentada.

entre otros).

problemas individuales.

problemética.

( PROYECCION DE LOS METODOS DE ENSENANZA-APRENDIZAJE QUE SE UTILIZARAN)

e El estudiante debera leer los articulos cientificos, lecturas recomendadas, previa su asistencia a las
sesiones, de acuerdo a la programacion definida para cada sesion, a fin de que exista una interaccion

Consultas puntuales podran ser hechas al profesor mediante el uso del correo electrénico.

e El profesor actuard como un facilitador, por lo tanto, es su obligacion disefiar estrategias y actividades de
aprendizaje, que oriente a los estudiantes en qué hacer con la informacién cientifica actualizada.

e Las tareas y actividades planteadas en la metodologia permitiran el desarrollo de las capacidades
mentales de orden superior en los estudiantes (andlisis, sintesis, reflexion, pensamiento critico,
pensamiento sistémico, pensamiento creativo, manejo de informacion, investigacion, metacognicion,

e La nota de participacion en los encuentros sera evaluada de acuerdo a la calidad de los aportes que los
estudiantes realicen en las discusiones en clase, 0 a los aportes adicionales via correo electrénico.

e Através de preguntas y participacion de los estudiantes el docente recuerda los requisitos de
aprendizaje previos que permite al docente conocer cudl es la linea de base a partir del cual incorporara
nuevos elementos de competencia, en caso de encontrar deficiencias enviara tareas para atender los

e Plantear interrogantes a los estudiantes para que den sus criterios y puedan asimilar la situacion

e Seiniciara con explicaciones orientadoras del contenido de estudio, donde el docente plantea los
aspectos mas significativos, los conceptos, leyes y principios y métodos esenciales; y propone la
secuencia de trabajo en cada unidad de estudio.

e  Se buscara que el aprendizaje se base en el andlisis y solucion de problemas.

académico.

PROYECCION DEL EMPLEO DE LAS TIC EN LOS PROCESOS DE APRENDIZAJE
e Utilizacion del Aula Virtual como soporte a las clases presenciales en el trayecto de todo el periodo
e Se utilizara el software maple, derive, matlab, winplot para la graficacion de familia de ecuaciones

diferenciales, estudiantes campos de direcciones y trayectorias ortogonales e isogonales.
Se empleara proyector de datos, computadora portatil para impartir clases presenciales en donde lo amerite.

4. RESULTADOS DEL APRENDIZAJE, CONTRIBUCION AL PERFIL DE EGRESO Y

TECNICA DE_EVALUACION.

1) Identifica y utiliza los métodos de Resolucion de Ejercicios
solucién para ecuaciones ejercicios resueltos
diferenciales ordinarias de primer mediante la
orden. utilizacion de los
diferentes
métodos de
solucién de EDO
2) Aplica las ecuaciones diferenciales Exposicion Informe completo

ordinarias de primer orden en la
solucién de problemas relacionados
a eventos fisicos, econdmicos,
quimicos, mecanicos y eléctricos.

grupal de la
Investigacion y
andlisis de las
aplicaciones de
las EDO.

y documentado

Solucién de
problemas
3) Identifica y utiliza los métodos de Talleres Ejercicios
solucién para ecuaciones identificacion de | resueltos en
los distintos clase




diferenciales ordinarias de orden métodos de

superior. solucién

4)Aplica las ecuaciones diferenciales Solucién de EDO de diferente
ordinarias a la solucion de problemas problemas orden resueltas

relacionados a eventos mecanicos y

aplicando los

eléctricos. distintos
métodos.
Pruebas de
solucién de
ejercicios

5) Resuelve sistemas de ecuaciones Resolucion de Pruebas de

diferenciales  ordinarias lineales ejercicios solucién de

mediante series de potencias. ejercicios

6) Identifica las funciones Resolucion de Desarrollo de

elementales escaldn, pulso e impulso ejercicios evaluaciones con
como sefales de control y aplica la solucién de
transformada directa e inversa de X ejercicios.
Laplace. Deberes
resueltos
documentados
7) Aplica la transformada de Laplace, Solucion de Ejercicios
métodos de los  coeficientes ejercicios resueltos de
indeterminados y de variacién de sistemas de
parametros a la solucion de sistemas ecuaciones
de ecuaciones diferenciales X diferenciales
ordinarias lineales. ordinarias
lineales por los
diferentes
métodos
estudiados
5. DISTRIBUCION DEL TIEMPO:
TRABAJ
O,
TOTAL CLASES CLASES CLASES AUTON
HORAS CONFERENCIAS | pRAcTICAS LABORATORIOS DEBATES EVALUACION %"éf
ESTUDI
ANTE
96 30 32 0 4 18 96
6. TECNICAS Y PONDERACION DE LA EVALUACION.
Técnica de evaluacion ler Parcial* 2do Parcial* 3er Parcial*
Resolucion de ejercicios 1 1 1
Investigacion Bibliografica 2 2 2
Lecciones oral/escrita 1 1 1
Pruebas orales/escrita 5 5 5
Laboratorios
Talleres 2 2 2
Solucién de problemas
Practicas
Exposicion 1 1 1
Trabajo colaborativo 1 1 1
Examen parcial 7 7 7
Otras formas de evaluacion
Total: 20 20 20




BIBLIOGRAFIA BASICA/ TEXTO GUIA DE LA ASIGNATURA

TITULO AUTOR EDICION ANO OMA EDITORIAL
Ecuaciones diferenciales con | DENNIS ZILL Octava 2009 Espafiol | Cengage
aplicaciones de modelado Learning
Andlisis matematico IlI: para| EDUARDO Segunda 2008 Espafiol | Servicios
estudiantes de ciencias e |ESPINOZA Gréficos J.J
ingenieria RAMOS
Ecuaciones  diferenciales :|C. HENRY | Cuarta 2009 Espafiol | Pearson
valores con problemas en la | EDWARDS Y Educacién
frontera, computo y modelado DAVID E.
PENNEY
Ecuaciones diferenciales | FERNANDO Primera 2012 Espafiol | Eco Ediciones
ordinarias: una introduccién MESA
http://www.bibliotechnia.com/bi
bliotechnia20/index.php?option
=com_libros&task=read2&id=6
864&bookmark=1&Itemid=6
ECUACIONES ISABEL Quinta 2011 Espafiol | Pearson
DIFERENCIALES CARMONA Educacion
http://www.bibliotechnia.com/bi JOVER
bliotechnia20/index.php?option
=com_libros&task=read2&id=4
987&bookmark=1&Itemid=6
BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA
TITULO AUTOR EDICION ANO IDIOMA | EDITORIAL
Andlisis matematico | JORGE LARA | Quinta 2011 Espafiol Universidad Central del
PRADO Y JORGE Ecuador
ARROBAR
Célculo diferencial e | EDWIN J. | Novena 2007 Espafiol | Pearson Educacion
integral PURCELL,
DALEVARBERG Y
STEVEN E.
RIGDON
Ecuaciones HENRY RICARDO 2008 Espariol Reverté
diferenciales: una
introduccién moderna
Ecuaciones GLENN LEDDER 2008 Espafiol Mcgraw-Hill
diferenciales: un
enfoque de modelado




Anexo C: PLAN DE CLASE DIARIO

DATOS INFORMATIVOS:

Departamento: Ciencias Exactas

Carrera: Ingenieria Mecatrénica

Tema de la clase:

Area de Conocimiento: Matematicas

Asignatura: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Docente : Ibeth Delgado

Curso/Paralelo: Tercero “A”

Fecha:

Duracién de la clase: 2h

SEPARABLES

Periodo académico: Abril- Agosto

METODOS DE SOLUCION DE UNA EDO )
VARIABLES SEPARABLES Y REDUCCION A VARIABLES

DESPLIEGUE DEL PROCESO:

de problemas.

OBJETIVO CLASE:

Identificar las caracteristicas de las EDO que pueden
ser resueltas por el método de variables separables,
analizarlas y aplicarlas de manera eficaz a la solucién

LOGRO DE APRENDIZAJE (A - K):

B. El estudiante trabaja en equipo y en forma multidisciplinaria.
D. El estudiante identifica, analiza y resuelve ejercicios y problemas practicos de EDO por el método mas
conveniente: variables separables, homogéneas, exactas y/o EDO lineales de primer orden.
F. Establece modelos de ecuaciones diferenciales para abordar problemas de aplicacion que se presten para hacerlo.
J. El estudiante debe comprometerse con el aprendizaje continuo e investigacién en otras fuentes de informacion.

MATRIZ DE PLANIFICACION:

optimizar la solucion de integrales?

Planteamiento del Tema:

¢Recuerda los casos elementales de integracion?

¢Reconoce a una EDO?

¢Conoce a algin método de resolucion de las EDO?

¢Conoce el método de solucién de una EDO por variables separables
o0 reducibles a las mismas?

Crear una idea de del tema a tratarse en la clase
por medio de las preguntas planteadas.

FASES DE LA | PROCESO METODOLOGICO TiEMPO | DS TRUMENT
ClLrsiz ACTIVIDADES DOCENTES ACTIVIDADES ESTUDIANTES APROX. | EVALUACION
Motivacién: Discutir acerca de algunas curiosidades matematicas tales
como el nimero de oro, ayudarse del video:
https://www.youtube.com/watch?v=j9e0auhmxnc Actuacion  en
Diagnostico: Preguntas para establecer el conocimiento previo de los clase
estudiantes. Dialogo acerca del video.
¢Cuales son las técnicas de integracion que Usted conoce? Contestar preguntas para evaluar grado de Participacion en
INICIAL ¢Qué operaciones matematicas basicas son las mas Utiles para | conocimiento adquirido en la clase anterior. 20 min el aula

Resolucion  de
un ejercicio de
cualquiera de los
casos analizados



https://www.youtube.com/watch?v=j9e0auhmxnc

¢Conoce el modelo matematico del crecimiento poblacional o del
drenado de un tanque?

¢Tiene alguna idea de como darle solucion a una EDO y las
aplicaciones préacticas en las que se lo puede emplear?

Aplicacion de métodos, técnicas, procedimientos y actividades:
Reflexidn: Desarrollo

Conceptualizacion: Exposicién

Aplicacion: Desarrollo de los métodos de variables separables y
reducibles a las mismas.

Establece ejemplos de EDO por variables
separables y reducibles a las mismas.

DESARROLLO Experiencia: - o 80 min
) - . . - . Solucion de ejercicios y problemas.
Métodos de solucidn, aplicaciones en la vida cotidiana a través de R - :
o - - - . espuesta & de los estudiantes.

modelos de crecimiento poblacional, desintegracion radiactiva,

eliminacion de medicamentos, Vaciado de tanques

Medios: Solucién de ejercicios y modelacion en MODELLUS se

apreciara la aplicacion

Solucion de ejercicios y problemas de una

FINAL Evaluacion: Solucidn de ejercicios EDO: Identificacion, analisis, representacion 20 min

gréfica, método de solucién por variables
separables y reducibles a las mismas.
TIEMPO TOTAL DE LA CLASE 2h

ACTIVIDADES PARA LA SIGUIENTE CLASE:

Libro Dennis Zill. Ecuaciones Diferenciales. 9 Edicion. Capitulo 2. Péginas 50, 51,
ejercicios: 1-59, impares.

Libro Henry Edwards- Davis Penney. Ecuaciones Diferenciales y Problemas con valores
de Frontera. Capitulo 1. Pagina 43-46, ejercicios 1-69. Mdltiplos de 5

Medios y Equipos: Pizarrén, Proyector, Video de aplicaciones, diapositivas,
texto guia.
Coordinaciones: Comandante de Curso

) Ing. Ibeth Delgado
COORDINADOR AREA DE MATEMATICAS DOCENTE



Anexo D: EVIDENCIAS

GRUPO EXPERIMENTAL




GRUPO DE CONTROL




PRUEBA DIAGNOSTICA

GRUPO EXPERIMENTAL Y DE CONTROL
UNIDAD UNO

PRUEBA PARCIAL 1

14-04-2014

Identifique la variable dependiente y la variable independiente y luego determine el orden

, el grado y la linealidad (explique) de las ecuaciones diferenciales siguientes:

d’y , d’y dy

(@)3 + W(%)" — x%y = cos(x)

d?y .d d

=D +(D)*+y=tang(y) (4p)
d?x

N Ehx=e
gy7 st a=e

Dy +Dl y+y=3x*-1

Verifique que la funcion G(x) = f_ll (‘;;’ff_’;? dt , x#0; es solucién de la ecuacion
) . " G'(x)
diferencial  (4p) G"(x)+ — Gx)=0

Dibuje la familia de curvas que representa la solucion de la ecuacién diferencial siguiente:

xz—z +y=2

Sefiale la solucién para y(1)=2 (4p)
Resolver:

(x2y—x?+y—1Ddx+(xy+2x—3y—6)dy=0 (4p)

x+y—-4dx—-CBx—y—4)dy =0 y(4)=1 (4p)



PRUEBA FINAL

GRUPO EXPERIMENTAL Y DE CONTROL

UNIDAD UNO
PP3
09-05-2014
Desarrolle en forma clara y ordenada cada uno de los siguientes ejercicios.
1. Determine una ecuacion diferencial que describa el siguiente escenario:
En una ciudad con una poblacion fija de P personas, la tasa de cambio con respecto al tiempo
t del nimero N de personas que han contraido cierta enfermedad contagiosa es proporcional
al producto del nimero de quienes estan enfermas y el nimero de las que no estan.

(2P)
2. Un automdvil que va a 60 mi/h (88 pies/s) patina 176 pies después de que se aplica
repentinamente los frenos. Bajo la suposicion de que el sistema de frenado proporciona
desaceleracion constante.
a) Cual es esa desaceleracién? (1p)

b) Durante cuanto tiempo continuara el derrape? (1p)

3. Cuando naci6 su primer su hijo, una pareja deposité 5000 usd en una cuenta de ahorros

que paga el 8% de interés compuesto continuamente. Se dejé que se acumularan los

intereses devengados. A cuanto ascendera la cuenta en el decimoctavo cumpleafios del nifio?
(2P)

*4. Un tanque contiene 1000 It (litros) de una solucidn que consta de 100 kg de sal disueltos

en el agua. Se bombea agua pura hacia el tanque a razén de 5 It/s (litros por segundo) y la

mezcla que se mantiene uniforme mediante agitacion- se extrae a la misma razén. Cuanto

tiempo pasara antes de que queden solamente 10 kg de sal en el tanque?

Aplicaciones Geométricas

6. Hallar la ecuacién de la curva cuya tangente forma con los ejes coordenados un triangulo

de drea A =2 U2 (primero haga un bosquejo de las curvas dadas y luego de las

ortogonales) (4P)

7- Halle una férmula para la corriente en cualquier tiempo t y calcule la corriente después de

un segundo para un circuito serie, si R=10['2], L=10 [H], E=e' [V], en el instante t=0 se cierra

el interruptor. (4P)

a)Realice el diagrama del circuito

b) Escriba las ecuaciones que rigen el comportamiento del circuito.

c) Encuentre i(t)

d) Analice la respuesta para t=1 seg

8. Resolver la siguiente ecuacién diferencial

x2(y)? +4xyy' +3y2 =0 4P)



